内 容 提 要 


本 书 是 继 初等 徽 积分 之 后 包括 大 学 数学 分 析 内 容 在 内 的 一 本 
数 程 ， 其 特点 是 渗透 了 现代 数学 分 析 的 观点 和 方法 ， 本 书 阐述 了 
实数 和 一 元 微 积分 的 理论 ， 并 在 此 基础 上 抽象 出 距离 空间 及 其 映 
- 象 的 現代 分 折 的 基本 概念 以 距离 空间 的 观点 阐述 了 多 元 微 积分 
理论 ， 使 数学 分 析 的 经 典 内 容 与 现代 分 析 相 衔接 ; 论 壕 了 常 微分 
方程 解 的 存在 唯一 性 定理 、 级 数理 论 、 黎 曼 一 斯 还 阶 斯 积分 理 
论 、 凸 函数 的 基本 性 质 ; 给 出 了 现代 分 析 中 阿 采 拉 定理 、 斯 桃 苗 
一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 及 Rx 中 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 ， 

本 书 领 述 简 明 并 配 有 较 多 理论 性 习题 ， 可 作为 理工 科大 学 数 
学 分 析 的 教学 参考 书 ， 也 可 作为 中 学 教师 及 需要 现代 数学 分 析 基 
础 知识 的 读者 进修 用 书 ， 


前 家 


本 书 主要 依据 美国 加 利 福 尼 亚 大 学 教授 M・He・protter。, 
C。B。Morrey 合 车 《A First course in Real Analysis》， 
并 结合 我 国 数学 分 析 郝 学 实际 编译 而 成 的 。 这 是 继 初等 微 积 
分 之 后 的 大 学 数学 分 析 教 程 ， 其 特点 是 以 现代 分 析 的 观点 与 
方法 痔 述 Rw 中 微 积分 理论 ， 使 分 析 的 基础 与 现代 分 析 相 衔 
技 。 

本 书 共 十 五 章 。 第 一 章 以 公理 法 讲述 实数 理论 ， 为 分 析 
的 代数 运算 、 极 限 、 和 连续 性 概念 提供 逻辑 基础 。 第 二 章 至 第 
五 章 ， 作 为 初等 徽 积 分 的 总 结 和 分 析 的 基础 ， 包 括 了 Ri 中 
连续 、 极 限 和 微 积分 理论 。 导 数 是 以 算 子 的 观点 定义 的 ， 积 
分 中 介绍 了 约 当 测度 ， 并 将 测度 与 积分 联系 了 起 来 。 

现代 分 析 发 展 的 关键 是 抽象 出 距离 空间 的 概念 。 第 六 章 
引入 了 距离 空间 ， 以 Rw、C [og, 5] 等 为 典型 讲述 了 点 集 拓 
扑 的 基础 知识 。 基 于 紧 性 集 将 连续 函数 的 性 质 一 般 化 ， 还 将 
逐次 逮 近 法 上 升 为 完备 空间 中 的 压缩 映 象 不 动 点 定理 ， 据 以 
证 明 隐 范 数 、 常 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 。 第 七 、 八 章 以 距 
离 空 间 的 观点 为 指导 ， 简 捷 地 将 Ri 的 微 积 分 理论 发 展 Rx 
的 微 积分 理论 。 介 绍 级 数理 论 的 第 九 、 十 两 章 中 ， 一 致 收 倒 
性 概念 也 被 推广 到 距离 空间 ， 同 时 以 抽象 测度 的 思想 提出 无 
序 和 的 概念 ,统一 处 理 多 重 级 数 的 收敛 性 .第 十 一 、\ 十 二 草 推 
广 笋 曼 积分 ,广义 积分 理 沦 的 重点 是 积分 号 下 叉 导 数 , 把 各 机 
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积分 推广 为 黎 曼 一 斯 营 阶 斯 积分 ， 不 仅 对 学 习 概 率 论 是 必要 
的 ， 而 且 为 把 约 当 测度 、 黎 曼 积 分 发 展 为 艺 内 榈 测度 与 积 
分 ， 渤 而 为 殷殷 测度 理论 白 好 基础 第 十 三 章 介 绍 距 离 空间 
的 函数 理论 ， 讲述 了 现代 分 析 中 很 有 用 的 阿 采 拉 定 理 ， 泰 让 
延 拓 定理 及 斯 桃 苏 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 

鉴于 凸 分 析 对 现代 应 用 数学 (从 最 优化 理论 ) 的 重要 作 
用 ， 专 设 第 十 四 章 介 绍 册 集 、 则 函数 的 最 初等 的 十 本 结果 。 

景 后 一 章 研究 特殊 的 距离 空间 之 间 的 映 策 一 Ry 的 场 下 
论 。 先 以 拓扑 学 的 观点 论 达 了 上 曲线、 曲面 的 展示 。 和 尔后 把 通 

常 场 论 三 公式 作为 微 积 分 基本 定理 在 二 维 、 三 维 的 推广 ， 在 

引 入 了 人 外 仇 分 运算 及 外 微分 形式 之 后 ， 最 终 将 它们 概括 为 Ry 
中 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 。 该 定理 在 微分 儿 何 及 现代 物理 中 大 
非常 重要 的 ， 

本 书 各 章节 后 面 配 有 总 计 上 千 道 习题 ， 这 是 本 书 的 有 机 
部 分 。 

编译 者 认为 以 现代 分 析 观 点 处 理 Rx 中 微 积分 的 这 样 简 明 
的 教程 ， 符 合 改 鞋 数学 分 析 使 之 现代 化 的 要 求 。 张 学 铭 教 授 
对 此 给 予 热情 地 指教 与 鼓励 ， 在 此 致 以 真诚 的 谢意 。 

希望 这 本 书 能 为 数学 分 析 或 高 等 数学 的 理工 科 病 生 提 供 
参考 ， 对 学 过 初等 微 积分 又 需要 现代 分 析 的 中 学 数学 教师 和 
工程 技术 人 员 能 有 所 帮助 ,这 是 编译 者 的 恨 好 意愿 。 但 由 于 目 
已 水 平 有 了 有限， 书 中 存 有 不 妥 之 处 ， 是 请 读者 批评 指正 。 


编 者 
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$ 1。1 域 的 公理 系 


本 节 提 出 的 城 公理 系 ， 是 微 积 分 中 代数 运算 的 逻辑 基 
础 。 任 意 对 象 听 组 成 的 集合 ， 当 它 满足 下 列 Al 一 A 、M」 一 
Ms 及 D 共 十 一 条 公理 时 ， 称 这 个 集合 为 域 ， 域 中 的 元 妈 称 为 
4 ” , 

加 法 与 减法 公理 (A, 一 As) 

4:， 封 闭 性 。 若 ao，5 定 数 , 有 且 仅 有 一 个 数 称 为 a 与 bp 的 
和 和 ， 记 为 a+b。 

A。 交换 律 。 对 于 任意 两 个 数 a，b， 都 有 

a+b=b+a, 

As 结合 律 。 対 任意 数 0。 bcc， 有 

(a+b)+c=at+(b+t+ce)., 

A。 零 的 存在 性 。 右 且 仅 有 一 数 0 , 称 为 零 ,对 任意 数 

dy 満足 
a+d0=a, 

4 ,中 可 以 不 要 求 仅 有 一 个 数 0 ， 其 唯一 性 容易 证 明 。 
事实 上 ， 设 0 和 0 /7 都 是 这 样 的 数 ， 那 么 便 有 0+0 = 0 
及 04+0=0/.。. 根 据 4: 有 0+02=0'+0 即 0=0 。 
这 说 明 当 零 存 在 使 是 唯一 的 。 

A。 负数 存在 性 。a 是 任意 数 ， 有 县 仅 有 一 数 x， 満足 
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6G キ ze0O。 

这 个 数 x 称 为 a 的 负数 (或 称 a 的 相反 数 》， 表 示 为 ~ a， 
如 同 4A,， 类 似 地 可 证 ，4s 中 唯一 性 要 求 是 不 必要 的 。 
定理 1・1 若 as，b 是 数 ， 那 么 有 且 仅 有 一 个 数 x 满足 

atx=b; 数 *= ニ り +(-q) 。 

证 明 应 当 证 明 ，(i) x=b+ (~a) 满足 4+x=b3 

(ii) 没有 其 他 数 能 满足 这 一 等 式 。 

为 证 (i 》， 使 用 A，,，，As，A4s， 有 有 
atx=a+[bt+(-a) ] =a+[(~-a)+b) 
= [co+(-a)]t+D= 0 +b=b, 

于 是 (i) 成 立 。 

在 a+x=b 两 端 加 (-a)， 得 
(at+x)+(-a)=b+(-a) 。 
而 左 端 
(a+x)+(-a)=atCxt+(— a)) 
=a+((—a)+x)=[a+(~0))+x 
= () キミ ニ ズ 。 
可 见 x=b+(-a) ， 这 便 证 明了 解 的 唯一 性 。 
数 b+ (一 a》 也 记 成 5 一 a。 
有 了 上 述 两 个 数 的 加 法 定义 ， 可 用 结合 律 来 定义 三 个 、 
四 个 以 及 任何 有 限 个 数 的 加 法 。 由 A，， (at+b)+ cSat 
(b+c) 相 等， 定义 a +b+ c 为 这 一 共同 值 。 
引 理 1・1 若 g, 5 和 c 基 任意 的 三代 数 
那么 
atbtc=a+c+b=btatc=bti+cta 
=cC 十 6@ 十 わり = ニ C 十 ち 十 04。 


请 谍 者 据 4，、 4 详细 地 写 出 引 理 1.1 的 和 证明。 
引 理 1*2 党 a，b，c 和 d 是 任意 数 ， 那 么 
(a+c)+(b+d) =(a+b)+(c+d). 
证 明 由 引 理 1"1 及 4:， 有 
(at+c)+(b+d)=[(a+c)+b)+td 
= (a+ct+b)+d=(a+b+c)+d 
= [(e+b)+c]td=(a+b)+(c+d)。 
定理 1・2 
(i) 落 a 是 一 数 ， 那 么 ~-(-a) =g。 
ii) 若 g, 5 基数 , 那 久 
ー(q キ ちり )= ミ (一 g) 十 (一 ち )。 
证 明 (i) 由 -a 的 定义 ， 有 
(-g) キ トー ニー(-g の の ]=0 及 
(—a)+a=a+(-0)=0。 
44 指 出 (-g) 是 唯一 的 ， 因 此 0= -(-a。 
Gi) 据 负数 定义 ， 应 有 
(a+b)+【-(at+b)〕= 0。 
民用 引 理 1*2， 有 
(a+b)+【(-a)+(-b)】 
= [at+(~a))+[b+(—b)) 
<0+0=0。, 
由 4; 一 个 数 仅 有 一 个 相反 数 ， 得 出 (ii) 成立 。 
定理 1.2 可 以 叙述 为 (i) (~a) 的 相反 数 是 as 
(ii) 和 的 相反 数 等 于 相反 数 的 和 。 
兵法 与 除法 公理 〈(M: 一 Ms) 


M， 封闭 性 。 若 a，b 是 数 ， 有 和 且 仅 有 一 个 数 称 为 a 与 5 
的 积 ， 表 示 为 ab (或 a Xb 或 a，b) 。 

M。 交换 律 。 对 任意 的 两 个 数 a 与 5， 有 

ba =ab, 
AM 。 结合 律 。 对 任意 有 的 a、 0、 C ぁ 有 
(ab)c=a(bc) 。 

M。 单位 的 存在 性 。 有 且 仅 有 一 个 不 等 于 零 的 数 w， 对 
任意 数 qa 都 有 au = aa 成立， 这 个 数 & 称 为 单位 ， 照 习惯 表示 
为 1。 

Ms 倒数 的 存在 性 。 对 每 个 不 为 零 的 数 c， 有 且 仅 有 一 
数 x 满 足 ax= 1 。 这 个 数 x 称 为 a 的 倒数 ( 或 g 的 送 ) , 表 
示 为 a.…! (或 1/0) 。 _ 

注 公理 M ,一 对 ,与 公理 4, 一 4 是 相 “ 平 行 ” 的 , 相当 手 以 禁 法 代 褒 加 
法 ， 但 对 ,与 4, 并 不 恰好 相当 ，M ,还 要 求 48 夺 0 . 其 原 国 由 下 面 定理 二 3 指出 : 
任 章 数 与 0 的 积 等 于 0 ， 就 是 零 不 能 做 除数 . 

特殊 的 公理 DD | 

D 分 配 律 。 对 于 任意 的 数 (4g、b、c， 有 

a(b+c)=abt+ac, 

注 在 每 一 逻辑 系统 之 中 ， 必 然 有 不 定义 的 概念 一 一 原始 概念 .例如 欧 几 里 
德 平面 几何 里 的 点 .直线 就 是 不 定义 的 原始 概念 .当然 , 对 这 两 个 概念 可 以 直观 她 
给 以 描述 ， 但 在 几何 学 的 理论 结构 中 它 是 不 能 下 定义 的 ， 它 们 的 性 质 是 由 公理 
系 来 给 出 的 .在 域 的 公理 系 当中 ，“ 数 ”是 不 定义 的 原 娩 概念 .我 们 可 以 用 实数 
来 解释 ， 也 可 以 用 有 理 数 或 者 复数 来 解释 .事实 上 有 理 数 系 、 实 数 系 、 复 数 系 还 
有 车 十 数 系 { 可 以 是 有 限 个 数组 成 ) 都 满足 城 公理 ,实数 系 只 是 满足 域 公 理 系 的 诸 
数 系 当中 的 一 个 , 注 足 公理 系统 的 集合 称 为 这 一 公理 系统 的 一 个 解 类 ， 实 数 系 是 
域 公理 系 统 的 一 个 解释 . 

如 果 要 求 仅 以 实数 系 为 其 解释 的 公理 系 ， 还 需 在 域 公理 之 外 再 增加 新 的 会 
理 ， 这 将 在 $1 3 及 $2: 1 中 完成 . 
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定理 1・3 若 g 華 任意 数 , 那 色 g0=0。 | 

证 明 设 5 是 任 一 数 ， 那么 b+ 6 =5b， 所 以 a&+ 0) 
= Cb, 内 分 配 律 D， 有 

(ab)+ (Cad )= (ab) 

由 4。 有 eg0=0. 

定理 1.4 洗 a、jb 是 数 ， 且 ax# 0 时 ， 那 么 有 且 仅 有 一 
个 数 x， 满 足 ax =b， 数 x = ba 「。 

欲 证 定理 1*4， 只 要 把 定理 11 证 明 中 的 “加 2 换 为 
“ 乗 ?。 0 換 汽 1, eg 挨 泌 g~「 即 得 。 

注 “ 当 且 仅 当 ” 是 数学 中 常用 的 术语 , 设 A 与 B 是 西 條 命題 . “当真 , 4 
真 ”意味 着 真 芥 含 4 真 ，“A 真 仅 当 B 真 ”意味 着 4 真 萤 含 B 真 ，“4 实 当 生 
仅 当 B 真 ”这 意味 着 双重 含意 ，A 真 六 含 B 真 和 了 真 蔓 含 A 真 . 今后 用 符 号 を > 
表示 “ 当 且 仅 当 ”并 记 为 

ACSB. 

“ 当 且 仅 当 ”也 常 说 成 “充分 与 必要 ”或 “等 价 于 ”. 

定理 1.5 

Ci) ab= 0 当 且 仅 当 a，b 至 少 有 一 为 等 。 

Cii) g 元 0 及 5 元 0 当量 似 当 25 孝 0 。 

证 明 G) ， iD 都 要 证 明 当 且 仅 当 两 个 方面 。 

对 于 (i) ， 注 意 若 ac，8 至 少 有 一 为 堆 ， 那 么 负 定 理 1"3 
应 有 ab = 0 。 另 一 方面 ， 若 ab= 0， 那 么 有 a= 0 或 g 关 0 
两 种 情况 。 当 a= 0 时 ， 结 果 成 并 ， 当 a 站 0 时， 那么 

b=1b= (a a) b=a™" (ab) =a .0=0. 
这 时 有 b= 0， 结 果 成 六 。 综 合 两 方面 ，(i) 得 证 。 

对 于 (ii)》， 首 先 假定 a 站 0，b 埃 0， 应 用 (i) 可知 ab 
e 0 。 否 则 a，b 至 少 有 一 为 零 与 假定 予 古 。 另 一 方面 ， 设 ab 
交 0， 那 么 Ga 关 0 与 b 关 0 成 艺 。 否 则 由 定型 1"3 将 有 ab = 0， 
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这 与 ab 坟 0 矛盾 ， 
把 〈ab)c 与 cC(bc) 这 共同 值 作为 abc 的 定义 。 谈 者 容易 
证 得 与 引 理 1.1 及 引 理 1.2 相 似 的 下 列 引 理 。 
引 理 1・3 车 ga，b，c 是 数 ， 那 么 
abc=acb =bac=bca= cab = cba, 
引 理 1・4 若 aqy b。 c, gd 基数 , 那 久 
(gc) (ba) = (ab) 《cd) 。 
定理 1・6 
Ci) 若 g テ 0, 那 名 の #0 且 H (a ') "=g。 
(ii) 若 g ょ 0, 5*0, 那 名 (ab) -= (a ) 6”)。 
誠一 定理 的 天明 与 定理 1*2 的 延 明 一 欄 。 只 要 以 乗法 代 
加法 。 以 1 代 0, a P~ 分 烈 代 (-g) 。 (- ち ) 印 可 。 
注意 若 a 关 0，aa-! =1#0， 由 定理 1.5 的 (ii) 便 得 a” 0， 
定理 1・7 若 a,b 是 数 ( 可 以 是 正 的 、 负 的 或 是 零 ) ,那么 
(i) a(-b) = 一 《人 ab) 。 
(ii) (-ab= -(ab) 。 
Ciii) (~-a)(-b)=ab, 
证 明 (<i) 因为 ?+(-b)= 0， 由 分 配 律 有 
a [b+(-b)J=ab+a (-b)=0 
另 一 方面 ab+[-(ab) ] = 0， 由 公理 45 有 
a(—b)= — (ab). 
(ii) 可 由 (i) 交换 a.b 得 到 ,至 于 (iii) ,由 (i)》， 
(ii) ， 人 得 
(-a)(-b)= 一 [Ca(-b)]J= ーー バ (ob)〕。 
再 由 定理 1*2 的 〈1) 得 
ー [一 (og ち ) コ =(052 


即 《=-a)(-b)=ab， (iii) 成立 。 
推论 (-1) a= -0。 
现在 根据 上 述 公理 及 定理 来 证 明代 数 中 学 过 的 诸 分 数 
律 。 
注 对 于 ab™! 引进 以 下 符号 ; 
ab-!= -=0/b=a+b 
这 些 表 示 想 除 的 符号 称 之 为 分 数 ,分 数 的 分 子 与 分 母 接 通 常 定 义 .以 零 为 分 母 的 
分 数 设 有 意义 ， 
定理 1・8 
(Ci) 对 于 每 个 数 a 有 等 式 a/1=a. 
(ii) 车 ac 了 0， 那么 gc/c=1。 
正明 G) 我 们 有 
cg/1=(g・1 1)=(a*l :)，1=a( ’*1)=a*l=a, 
Cii) 芒 a:0， 按 定义 a/a=aa =1。 
定理 9 若 o，b，c，d 是 数 且 bz 上 上 0，dm0， 那 人 么 


王 a "で * 
gz0 是 (信人 ( す "名 
证 明 人 定理 1・5 得 出 5g 0 ,由 关于 分 数 的 注释 及 引 理 
1.4 与 定理 1*6 的 (ii) ， 有 


( 5 ) | (8-) = Cop") caD= (ac)・(b の) 


= (ac)(bd) := 于， 
下 列 天 个 定理 的 证 明 都 留 给 读者 去 完成 。 
定理 1・10 若 b り ヵ 0,。 ec チチ 0, 邦久 


. 定理 1*11 在 cz 0， 那 么 


定理 12 若 ち 5 ちょ 0, 那 劉 -5 孝 0 且 


定理 1・18 若 5 ょ 0,c テ 0,d 才 0, 那 劉 (c/ の 0, 上 且 


綿 - 党 99 


定理 1・14 若 p 关 0，d 关 0， 那 么 


a . C _ ad+2c 
b d pd - 
A 题 


省 明 公 理由 ;中 到 求 满足 a+x= 0 的 数 x 的 唯一 性 是 不 
过 要 的 ， 印 e+X=0 的 解 X 生 唯一 -j。 
证 表 引 理 1*1。 
人 拖 公 理 岂 1 一 4A5 讶 且 : 
+ ce +(p+d)=(atd)+(b+ce) e 
要 求 注 和 二 由 流程 的 每 一 步 又 的 理由 。 
证 明定 理 1 4， 


O 。 
6 。 
{ 。 
8 。 


に 


9 。 


10。 


11, 


12, 
13。 
14。 
15。 
16。 
17 。 


证 明 引 理 1。3。 

自明 引 理 1*4。 

证 明定 理 1*6。 

正明 a-(b+c)=(a-b)-c 

及 a—-(b—c)=(a-b)+c, 

求 注 明证 明 的 每 一 步骤 的 理由 ， 

证 了 明 a(l(b+c+d)=abTtactad， 且 注 明 每 一 步 台 的 

理由 。 

规定 Q+D+tc+d 的 意义 是 (Ca+b+c)+d， 证明 
a+b+c+d=(a+b)+(c+), 

按 第 10 题 的 规定 ， 证 明 : ] 
(a+b)(c+d)=ac+bc+ad+bd, 

证 明定 理 1*10。 

正明 定理 1*11。 

证 明定 理 1*12。 

证 明定 理 1:13。 【提示 :用 定理 1*10] 

证 明定 理 1.14。 

若 b 玫 0，d 去 0，f 王 0， 证 明 


(OD- 作 


| . a b c a+b+c 
4 0， 证 明 ， -2 + 一 +-2 = 2 
若 d 站 0， 证 明 ， 7 了 本 了 


若 b 关 0，d 天 0， fj 天 0， 证 有 明 


a 」 C 」 @ _ adft+bcftibde 


b d f baf ” 


域 人 理系 提供 了 加 、 減 、 乗 、 除 四 久 返 算 法 唱 。 但 返 一 
公理 系 还 不 能 区 别 或 者 说 还 未 讨论 数 之 间 的 大 小 ， 如 果 一 个 
域 包含 了 自然 数 ， 可 以 按 传统 的 方法 ， 把 自然数 及 其 四 
反 数 以 及 4 公理 中 的 零 称 之 为 整数 ， 然 后 把 有 理 数 定义 为 
整数 的 商 ( 或 比 ) 。 这 就 是 说 一 个 包含 自然 数 的 域 就 会 包含 
有 理 数 。 为 了 建立 实数 系 与 域 之 闻 的 关系 ， 应 从 讨论 自然 数 
开始 

直观 地 ， 全 部 自然 数 可 以 从 1 着 手 ， 而 后 是 1+1， 
1+1 う +1, C(1 す 1) 十 1)+1.….…， 这 样 来 构成 。 我 们 称 
1+1 为 2; (i+1)+ 1 称 为 3， 如 此 得 到 所 有 自然 数 的 
集 。 当 然 ， 可 以 给 出 更 合 逻 辑 要 求 的 抽象 的 自然 数 定 义 ， 我 
们 将 在 》 1.4 中 用 归纳 法 原理 给 出 ， / 

为 运用 问 知 的 自然 数 的 一 般 人 性 质 及 域 公理 系 给 出 三 个 数 
及 多 于 三 个 数 的 和 、 积 及 其 运算 法 则 ， 先 复习 序列 的 定义 ， 

定义 ”序列 是 以 自然 数 集 为 定义 域 的 函数 。 当 定义 域 为 
有 限 个 自然 数 的 集 时 ， 则 称 这 函数 为 有 限 序列 ， 否则 称 为 无 
限 序 列 。 一 般 函 数 的 定义 域 里 的 元 素 是 不 论 什 么 顺序 的 ， 而 
序列 的 定义 域 具有 自然 数 的 顺序 .例如 序列 定义 域 由 1 ,2,…， 
?组 成 ， 值 域 中 相应 的 数 叫做 序列 的 项 ， 可 按 自然 数 的 顺序 
写 出 来 。 若 以 aq 表 序 列 ， 序 列 的 项 表示 为 G: » 9az …， a 或 
Cri) Alyy ニー パー da) < 元 率 0; 或 Qi 称 为 序列 的 第 1 项 。 
若 序 列 a 的 定义 域 是 所 有 日 然 数 的 集 ， 把 a 表示 为 


Ci C25 "tg Dass “*"* 或 {a.} 9 
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有 限 序 列 的 和 及 积 用 归纳 法 定义 .下 阿 各 命题 将 在 $1。4 
根据 归纳 法 原理 给 出 证 明 。 
命题 1 .1 若 9』,。 gz…g。 基 徐 定 的 有 限 序 列 ， 那 么 存 
在 唯一 的 序列 0,，b,，…b,， 上 共有 性 质 : 
bi=ai, biri=bitai+: (i=1, 2。 … ル ー1。 n>1). 
审题 1.2 若 g」, gz。 …。 G。 是 给 定 的 有 限 序列 ， 那 么 
存在 唯一 的 有限 序列 ci。 cs， …， cr， 具有 人 性质: 
C1i=ad1 Cit1= Coal (= 1 2, hlー1, n>1), 
元素 6」。 5。, … ぅ 5, 大 序列 6 92。 …， g。 的 順次 的 
和 ; 而 cl，Cc2，…， c, 是 序列 sa，a，…，a, 的 顺 次 的 积 。 
其 中 bs=b,+as=(a1,+az)+Qas» 
り 。 ニ り 。 キ q4。= ニ 【[(G」 十 0 ロ 。) +a3J+a45 
Cs 三 Cz0s = (4102)03， 
C。 三 Cs94 = Cla;a:;)as 942 
竹 。 因 为 序列 bp:，…， b,. 与 c1; cs，…c. 是 唯一 确定 的 ， 
所 以 
定义 ”对 自然 数 nh 之 1，al，a:，…，0, 的 和 及 积 定 义 
为 6, + gs 十 履 十 0smmb 及 ad a aC, 用 记 法 


上 人 
Sai=art+as +t"+a, 2 [ja; = gg “a,. 


与 [分 别 是 和 与 积 的 简短 记号 。 读 “3 以 1 到 n 的 和 ? 。 


读 * Li 1 到 n 的 积 ”. 


基于 这 些 定义 与 上 面 的 诸 命题 ， 不 难 证 明 以 下 的 结果 
命題 1・3 行 ai， dy, ***9 Ua? a +! 是 一 序列 ， 那么 


i11 


1 


| テ 。 得 n 十 1 于 - 
>a; の ms 及 ] ea， =( Ilai) a 
= i * i=1 jel 


1 


下 面 的 全 请 题 可 用 MM 
命题 1.4 G1» G2 ty Ons Ontls “yy Qnts 古 一 


灶 十 六 说 十 有 


2 a; 一 Xa 十 之 Qi;» 
t=1 『 一 到 十 县 

mn ~ 

Tha; = (TIa;)- .( 本 o)。 
1 =1 “一 =mrl1 


下 一 命題 基 居 者 在 初等 代数 中 敦 落 的 一 般 的 千 合 律 . 它 
也 可 以 用 归纳 法 证 明 。 
命题 1.5 一 有 限 序 列 的 和 ， 可 由 这 序列 分 为 更 短 的 若 
于 序列 的 和 相 加 而 得 到 。 一 有 限 序列 的 宫 ， 可 由 这 序列 分 为 
更 短 的 若干 序列 的 积 相 乘 而 得 到 ， 
命题 1*6 是 交换 律 公理 4。、M。 的 一 般 化 ， 痊 是 1.7、 
命题 1.8 是 分 配 律 公理 D 的 一 般 化 。 这 些 命题 都 可 用 归 纳 法 
证 明 . 
命题 1.6 有 限 序列 的 和 及 积 均 与 其 项 的 顺序 无 关 ， 
命題 1・7 若 a 是 一 数 ，b1，b。，…，b, 是 一 序列 ， 
那么 
albi tb,t+t tb.)= (b+b,+t.+b,)a 
=ab, +ab,+.…+ab,., 
命題 1・8 两 个 有 限 序列 的 和 相 乘 之 积 等 于 一 序列 的 每 
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ー 麗 = 与 另 一 序列 各 项 相 屠 积 的 利 。 好 
(a,+a2)(b, +b, 二 b， ) = giD, +aibs+aib, Fa,b, 
tab,t+a2bs. ] 


形 如 g+(-5) キ (一 c)+g+(-@) 的 和 , 基隆 メー»= 
> キ (ー ヶ ) 的 定义 及 定理 1*2 的 《ii ,可 以 人 简 记 为 4- ° 
rdーe。 同 理 可 以 得 出 通常 的 : 了 浊 项 的 加 法 及 法 法 二 法则， 
划 王 重 法 的 符号 律 及 推广 的 分 柄 律 可 以 得 出 代数 和 的 天 的 法 
汉 。 询 妇 


(al 一 Gy) 作 pi 一 Do 一 bs) 
= gi(⑤ も 」ー ち ぅ 5。) gz (もち 」ー の > ~b3) 
ー 0」D」 ー 02 一 G1 り 3 ー の 2 も 」 す の 2 ちり 。 + g。5。。 ] 


符 写 x”(n 是 自然 数 》 的 定义 是 n 个 x 的 积 。 读者 可 从 域 
公开 及 上 面 的 定理 导出 关于 帘 的 积 与 商 的 指数 相 加 减 的 法 
则 。 

十 进 制 记 数 法 菇 于 如 下 的 自然 数 吉 示 定理 竣 n 赴 一 个 
自然 数 ， 那 么 对 4 有 县 仅 有 表示 趟 

n=ad 10 td1(10) ++ dr-1(10)+ dr 


K 是 自然 数 或 零 ，di 为 0，1，2，…， 9 中 的 东 一 数 ， 
目 d, 关 0.0，1，2，…， 9 称 为 十 进 制 数 的 数学 。 有 了 
这 样 的 表示 ， 自 然 数 的 算术 运算 法 则 可 从 x 的 多 项 式 相 应 的 
运算 法 则 导出 ， 这 里 x = 10。 

定义 ”一 实数 是 整数 ， 当 且 仅 当 它 是 零 或 是 目 然 数 或 筷 
自然 数 的 相反 数 。 一 实数 r 称 为 在 理 数 当 且 仅 当 存在 整数 p、4 
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《g 0 の), 使 ?= oe 一 个 实数 它 不 是 有 理 数 就 称 为 无 再 
数 。 

根 据 上 面 共 手 加 、 減 、 乗 、 除 返 算 法則 的 定理 、 命 交 。 
容易 得 出 夜 限 个 整数 的 和 及 积 仍 是 整数 ， 有 限 个 有 理 数 的 
和、 积 、 商 仍 是 有 理 数 。 

最 后 再 次 强调 指出 ， 域 公理 系 缠 售 了 关于 加 、 减 、 采 、 
除 运 算法 则 的 定理 。 而 域 的 元 素 的 实质 并 未 描述 。 例 如 上 述 
公理 系 不 能 保证 域 中 有 平方 等 于 2 的 数 〈 参 看 本 书 附 录 2》， 
事实 上 ,只 以 “有 理 数 ”来 解释 域 中 的 数 而 不 论 及 别 的 数 ,所 
有 域 公理 都 被 满足 .有 理 数 构成 一 个 域 ,如 果 要 求 域 还 包括 如 
2 这 样 的 无 理 数 ， 则 还 应 添加 新 的 公理 。 一 个 包含 自然 数 
的 域 必然 包含 所 有 有 理 数 。 其 实 还 能 构造 出 仅 含有 有 限 个 元 
素 的 域 。 显 然 有 限 域 不 能 包括 所 有 自然数 。 例如 由 0、1、 
2 、3 、4 五 个 元 素 组 成 的 系 ， 甚 加法、 乘法 的 值 分 别 如 下 
表 所 示 : 


容易 验证 这 个 系 满 足 域 公理 。 
14 


7 。 


习 燃 
对 于 含有 五 项 的 序列 证 明 命题 1T 及 命题 1,2。 


3 


考 G, G25 "5 as 是 一 序列 ， 证 明 ， 1ja;=0 当 且 仅 当 


i 


序列 至 少 有 一 项 是 替 。 

证 明 人 命题 1。3 。 

用 命题 1.4 证 明 命题 1*5 的 下 列 特殊 情况 : 

设 给 定 序 列 aiyarz，…y anyQn+1 3 Qs sd 415 7 Gs» 


那么 


か mn 8 る 
Zai= Zait 2 Qi 十 之 Qj. 
| 一】 i jm+1 ms +1 
对 于 含有 4 项 的 序列 证 明 命 题 1.6。 
5 
. 、 51 _ 
ウ 立信 3 5 一 - ht 
(a) ”指出 建立 公式 ,(a+b) 2 DI b' ,要 
用 哪些 命题 。 
(b) 指出 建立 一 般 二 项 式 展 开 公 式 ; 
及 . nl ni 
(e+ の = Zim b 要 用 哪些 命题 。 候 
定 公式 对 hn-1 时 成立 。 
(c) 写 出 (a+bt+c) "的 藤井 公式 。 
令 由 0， 1 两 元 素 组 成 的 集 ， 其 加 法 ， 来 法 为 
0+0=0, 0+1=1, 1+0=:,; 1+1i 
O00=0, 1・0=0。 0*1=0。 1 < 1 


HU 日 
トー ーー の つ 


证 明 这 一 集 按 上 这 加 法 、 乘 法 是 一 个 惠 ， 
法 、 乘 法 ， 一 切 数 a+5w 5 的 集 构 成 一 个 域 ， 

9 。 研 究 一 切 形 如 a+bw 6 的 数 ，a，b 是 有 理 数 ， 这 个 集 是 
否 满足 域 公理 系 ? 

10。 设 C。5 是 实数 ， 证 了 明 Q+DBbi 组 成 的 复数 系 是 个 域 。 


$1・3 序 公理 与 不 等 式 


除了 实数 系 还 有 若干 数 系 满足 域 公理 系 。 为 了 把 实数 系 
区 别 开 米 ， 还 要 增加 描述 实数 系 的 域 性 质 之 外 的 公理 ， 共 司 
之 一 是 区 别 正 负数 的 不 等 式 公理 ， 也 叫 序 公理 。 

序 公理 (不 等 式 公 理 〉 数 系 中 存在 一 个 称 为 正 数 的 集 ， 
満足 (i) 数 系 中 每 一 数 a 有 县 仅 有 为 正 、 为 零 或 -a 为 正六 
三 种 情况 之 一 成 立 。 (ii) 有 限 个 正 数 的 和 及 积 都 为 正 数 。 

把 序 公 理 加 到 域 公 理 系 ， 这 时 只 有 具有 直线 顺序 的 数 系 
才能 满足 公理 系 ， 所 谓 直线 顺序 是 指 能 使 数 与 直线 上 的 点 保 
持 顺 序 相 对 应 。 有 理 数 系 、 实 数 系 满足 域 公 理 及 序 公理 ， 而 
复数 系 不 满足 序 公理 ， 

定义 ”满足 域 公理 系 及 序 公理 的 数 系 称 为 有 序 域 。 有 序 
域 中 一 个 数 a 是 负数 当 且 仅 当 一 a 是 正 数 ， 著 a 和 4b 是 数 ， 称 
a>b〔 读 为 a 大 于 b》， 当 和 且 仅 当 a -b 是 正 数 。 称 4a<b 〈 读 
为 a 小 于 b》， 当 县 仅 当 a 一 b 是 负数 

定理 1・15 

(i) a>0 所 4 是 正 的 ; 

Ci) a< 0 を 学 g 基 魚 的 』 


ーー 
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(iii) a>0 を あーg ぐ 0 


Civ) a<0 を >-a> 065 

で) g,。 ら 算数 , 那么 以 下 三 种 情况 有 且 仪 有 有 一 种 成 
立 。 g ジ 5。 或 q=b。 或 0<<b; 

Cvi) a<b<>b>a, 


定理 1.16 芳 w，b、c 是 数 ， 且 >>b， 那 么 
q+c>b+c 及 6-cC>D-c。 

証明 ”因为 a 之 b， 由 定义 及 定理 1*15 的 (i) 得 a- 50。 
内 此 

o+c) 一 (o+c)=gー5 ジ 0 及 (gーc) 一 ( ち ーc). ニ 0 
-b>0。 有 atc>b+c 及 g-c グ 5 一 C。 

定理 1・17 

G) 基 g と 0 及 5<0, 那 名 ab< 0。 

(ii) 著 c< く 0 及 5 く 0, 那 久 5 そ 0。 

(iii) 1>0 

定理 1.18 

(i) qa, 二 均 为 正 或 均 为 负 ， 当 且 仅 当 ab> 0 g ヨ 5 反 
号 ， 当 县 仅 当 ob< 0 。 


(ii) 若 6 デ 0, 5 孝 0 那么 ob 与 一 - 同 号 。 


定理 1・19 
(i) 差 の >5。 c ジ 0, 那 名 ace>bc 及 一 > て 


し コピ に ‘pp ( 
ciiy 六 gb，c<0， 那 名 ecS6c 及 で っ 


J/ 


Giii) 著 o，b 同 号 且 e>b， 那 么 二 <- 


定理 20 若 ga>b5 及 b>c, 著作 a>c。 
采用 一 水 平 轴 上 的 点 来 表示 实数 可 使 代数 问题 获得 几何 
解释 。 于 轴 上 了 到 一 适当 的 点 为 原点 , 原点 表示 数 零 , 原 氮 右边 
的 点 表示 正 数 ， 左 边 的 点 表 5 ーー 0 
示 负 数 ( 图 1*1) ,每 一 实数 对 图 1.1 
应 直线 上 的 一 个 点 ; 反 过 来 ,直线 上 的 每 个 点 对 应 一 个 实数 ， 
这 样 a 之 b 也 可 读 为 (在 b 之 左 。 用 几何 的 观点 来 看 不 等 式 ， 往 
t ) 往 有 助 于 问题 的 解决 。 若 0，b 
图 1'2 是 两 个 数 且 a 过 b (图 12)， 从 
a 到 b 的 开 区 间 是 大 于 a 小 于 5 的 一 切 数 的 集 ， 即 a，b 之 间 的 一 
切 数 的 集 。 数 x 在 ag，b 之 间 是 指 x 汪 a 与 x 之 b 都 成 立 ， 简 记 为 
a<x<b 
从 a 到 b 的 闭 区 间 由 a，b 之 间 的 所 有 数 连 同 4 与 5 所 构成 的 集 
(图 1.3), 若 数 x 不 小 于 a 记 为 x 之 a， ーー ビビ ーー オーー 


读 作 “x 大 于 等 于 a”, x 不 大 于 b 记 为 图 1.3 
x 志 b， 读 作 “x 小 于 等 于 b”。 从 a 到 b 的 闭 区 间 简 记 为 
a<x<b. 


一 区 同 包 含 端点 5 ( 或 a) 但 不 包含 端点 a ( 或 の 称 之 为 磊 
(或 右 ) 的 半 开 区 间 ， 简 记 为 
a<x<b (a2x<b) 。 
用 圆 括号 及 方 括号 表示 区 间 : 
aq, b) 表示 井 区 同 a<x<<b， 
Ca, b〕 表示 闭 区 间 o<zSSb, 
(og, 5] 表示 左 半 开 区 间 a<x 志 bb， 
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[g, b) 表示 右 半 井 区 同 gSx ぐ 5。 

把 区 间 概 念 推广 使 之 包括 无 界 的 情况 ， 把 所 有 大 于 a 的 
数 集 用 双 重 不等式 x べ x ぐ o 来 足 , 非 以 〈a，co) 表示 。 这 
里 “co” 读 作 “ 正 无 穷 》, 注 意 “co2” 不 是 数 ， 只 是 一 个 表 
示 符 号 、 类 似 地 [a，50) 。 (-co，D) 。 (-co， bj] 分 


别 表示 满足 asx,x<b,x 委 5b 的 所 有 数 的 集 , 也 分 别 用 双重 不 
等 式 c<<x<co，- co<x<b， ー す ーーーーーーーー 
- co<x 委 5b 来 记 〈 图 1.4) 。 图 1・4 

在 実数 系 当 中 , 方 程 3z+ 7 =19 有 唯一 的 解 x = 4。 二 
次 方程 x* 一 x 一 2 = 0 有 两 个 解 ，x= 一 1，2。 三 角 方 


・ 1 
程 sinx= 二 的 解 有 x= 二 ，、 王 ， 一 工 ， 一 ; 开 ，… 等 无 限 多 个 


解 。 不 等 式 汪 2 委 2 的 解 为 区 间 [- 2, ソ 21 的 一 切 数 。 通 
名 把 使 含有 x 的 等 式 或 不 等 式 成 立 的 一 切 数 的 数 集 叫做 解 
集 。 例 如 ， 不 等 式 ] 
3xー7<8 
的 解 集 为 小 于 5 的 数 集 ， 即 区 间 〈- eo, 5) .为 确定 解 集 ， 
据 有 序 域 的 各 条 公理 及 定理 ， 并 采用 专 写 符号 ， 求 解 步 又 
如 下 : 
3xー 7<8<>3x<15 (两 端 加 7) ， 
3z ぐ て 15 を - テ ァ ぐ で 5 《两 端 除 以 3) 。 
解 集 基 区 同 て - ce， 52 。 
例 1 求 不 等 式 - 7 -3x<5x+29 的 解 。 
解 
ー7-3z ぐ 5*+29 を テー36 ぐ 8z (两 端 加 3x - 29) 
> 8x> - 36 (定理 1・15 之 (yi)) 
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ぐ テ *>ー テ 


解 集 是 区 间 ( 一 >， ~). 


注 “为 了 方便 ， 介 绍 一 下 集 的 有 关 概 念 及 符号 ， 这 些 概念 将 贰 穿 于 全 书 .一 
般 地 说 ， 一 个 集 是 沸 某 种 对 象 的 全 体 。 这 些 对 象 具有 某 和 于 特征 〔( 数 、 点 、 线 
等 ) , 该 特征 使 我 们 知道 戏 象 是 否 属于 给 定 的 集 . 著 S 是 集 ，B 是 集中 的 对 象 ， 条 
p 为 S 的 元 素 ， 记 为 DES， 读 作 P 属 于 S . 车， 与 S, 是 两 个 集 ， 由 至 少 属 于 两 个 
信之 一 的 所 有 元 素 组 成 的 集 称 为 S， 与 S。 的 并 
集 ， 记 为 S,U 8 . 同时 属于 两 个 集 的 元 崇 组 
成 的 集 称 为 ;与 5; 的 交集 ， 记 为 Si 站 S,， 如 
阅 1.5 所 示 ，S , 画 以 水 平 线 ，8, 画 以 垂直 线 ， 
那么 S,US ,由 画 线 的 范围 表示 ; 而 S, 站 5， 
是 画 双重 线 的 范围 表示 .同样 ，S，，8,，，…， ーー 
So，n 个 集 的 并 集 是 由 至 少 属于 浅 8i 之 15 


一 的 所 有 元 素 组 成 的 集 记 为 S,US, 昌 …USn， 简 记 为 ゞ = U .Si . 同时 属于 


个 集 的 所 有 元 素 的 集 称 为 "个 集 的 交集 , 记 为 8, 人 1S: 人 … 由 S ,或 简 记 为 h Si. 


可 能 出 现 $, 与 S$, 没 有 公共 元 素 的 情况 。 这 时 它们 的 交集 是 空 的 ， 称 为 空 集 ， 
空 集 是 不 含 元 素 的 集 , 记 为 9， 


常常 以 集 的 元 素 的 性 质 作为 集 的 标志 。 例 如 ， 偶 数 的 集 

可 以 表示 成 ， 
(Xx: メニ 21。 n 是 整数} 。 
垃 示 法 的 括号 中 之 最 左边 的 x 为 集 的 一 般 元 素 ， 冒 号 右边 指 
出 元 素 的 特征 。 例 如 介 于 0 与 1 之 间 的 有 理 数 的 集 表 示 成 : 
fx, x と と (0。 1) 且 x 是 有 理 数 上 。 

如 时 一 个 集 只 含有 几 个 元 素 ， 可 以 把 元 素 写 在 括号 内 。 如 由 
2, 0。 1 组 成 的 集 表 示 或 {- 2。 0, 1} 。 一 本業 可 
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用 几 个 性 质 为 标志 ， 著 集 的 元 素 同 时 具有 性 质 4，B 与 C6， 可 
以 表示 这 个 集 为 ， 
(pi P 有 人 性 质 A4，B 与 C} 。 

区 间 也 可 这 柱 表 示 ， 例 如 

(0, 2) = XxX: 0<x<2}, [2, 14) = 人 
2 <t<14} . 

用 于 人 说明 集 元 系 性 质 时 ，“ 与 2? 及 “或 ”各 具有 专门 的 
音义 。 一 个 委 有 具 有 性 质 A“ 或 ”性 质 吾 的 元 六 组 成 的 集 是 具 
有 性 质 A 的 元 系 的 集 和 具有 性 质 B 的 元 罕 的 集 的 并 集 。 可 以 
象征 地 记 为 : 

{x :x 有 性 质 A 或 性 质 Bj = {x: x 有 人 性质 A} U {Xx: x 
有 人 性质 B} 。 一 个 由 具有 人 性 质 A “与 ”性 质 B 的 元 又 组 成 的 
集 是 具有 性 质 A 的 集 与 具有 性质 B 的 集 的 交集 。 即 
{x:;x 有 性 质 A 与 性 质 B} = {x:x 有 性 质 A} (1 
{x: Xx 有 性质 B} 。 

设 A，B 是 两 个 集 , 若 每 ~ 4 的 元素 赴 B 的 元素 , 我 们 说 4 

是 B 的 子 集 ， 记 为 ACCB。 若 ACB 且 BC A 便 等 价 于 A=B， 


例 2 解 不等式 3 5 («xs#0). 


ん 
解 ” 既 然 x 可 正 可 人 负 ， 把 问题 分 为 两 种 依 况 ， 《1) x 为 
正 , (ii) x 为 负 要求 的 解 集 可 记 为 $1 与 5 的 并 


一 {x 。 过 <5 与 xz>0 } し > デー {x <5 与 x*<0}. 
当 。 eS」 を 光 3 ぐ 5x ゴ * テ 0》 


<>x>5 与 x>0, 
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を >x> 。 


当 XES, <>3>5xX 与 YX<<0， 


トコ 


ぐ >x ご ご 与 x 之 0， 

全学 て 0 。 0 3 
于 是 解 集 为 ; 图 1:6 
S」US。=( さ 。 co)U(- eo。 0) (图 16) 。 


例 3 解 不等式 。 メーラ ンー. (x ょ -2)。 


X 二 2 3 


解 ” 如 同 例 2?， 解 集 是 5, US:， 这 时 


Si= (xi < 与 x+2>0)， 


2X—3 1 
= 一 -与 X 十 。 
S。 = {Xi ー イ 2 へ っ 2 で て 0 } 


し る こい ーー こそ を >3(2xー 3) ぐ % 二 2 与 x 十 2>0, 


<=- ヶ 5x ぐ 11 与 入 十 2 >0。 


ぐ >* こ ぞ 与 x ンー-2 


>xE(-2, せ ). 


xES，， ーー を る 8(2%ー3) ォ + 2 与 x+ 2 ご 0 
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全学 5z テ 11 与 x+2<0 


で ェ ン モ ゴゴ x< ペ ー 2。 


因为 不 存在 x 同 时 满足 x 之 一 与 4 之 一 2 , 集 $: 为 空 集 。 解 集 为 
一 一 和 一 一 一 一 一 
91 二 (- 2, 三 ) (图 1,7) 、 ー 2 只 
団 1.7 
如 办 读者 不 熟悉 绝对 值 的 概念 和 包含 绝对 值 的 不 等 式 及 方程 的 解法 ， 可 参 
看 节 末 之 附 订 1. 


习 题 

1 .考察 由 a+Dw 了 组 成 的 域 ， 这 里 a，b 是 有 理 数 ， 这 个 域 是 
否 满足 太公 理 ? 证 明 你 的 回答 

2, 研 究 ai 7 (0 为 实数 ，i=W 一 1 ) 组 成 的 集 ， 证 有 明 可 以 
定义 集 的 元 素 的 顺序 使 之 满足 序 公 理 。 这 样 的 集 称 为 序 集 ， 
这 个 序 集 是 否 构 成 域 ? 

3。 设 Qq， 了 bb 是 有理 数 ， 证 明 所 有 形 如 a+b; 的 复数 的 集 满 足 域 
公理 系 。 

4。 解 下 列 不 等 式 并 于 数 轴 上 百出 解 集 示 高 图 : 


(i72X — 2<27 + 4X; (G11)5(xー1) ン 12- (17 — 3xX)s 


ーー て ーーー 


(111) 3 


Gv) ーー +1- > ーー -1。 
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5。 求 联 立 不 等 式 的 解 (其 解 集 是 各 不 等 式 解 集 的 交集 》 ， 
( 1) 2xー3< ぐ 38x メー2,。 4x+ キ 1<2x+3; 
( 11) 3x+5>x+1, 4xー3<x+6j 
(iii) 4-2x<1+5x,。 3x+2 マ ター7。 

6, 求 不 等 式 的 解 集 ， 


。 x メー2 。 - % 十 9 
(1) x ぐ 3 ョ (11) ンー 


で 4 


i ~ > 。 えせ 2 一 ~ 
(111) うー ぐ 2 (v1) ズー で 2 ぁ 


7, 证 明定 理 1*17， 

8。 证 明定 理 1"18。 

9。 延 明 定 理 1・19。 

10。 证 明定 理 1，20， 

11, 应 用 本 前 定理 证 明 ， 若 gb，、c 之 Q， 那 么 

at+c>bt+d. 

12 ,应 用 本 节省 理 十 明 : 
Gi) 车 ao>b>0，c>d>0， 那么 ac>bd。 
(ii) 车 a<<b<0，c<d<0， 那 么 ac<bd, 


$ 1.4 数学 归纳 法 ， 自 然 数 的 定义 


数学 归纳 法 能 够 作为 有 序 域 公理 系 的 结果 被 导出 。 出 于 
数学 归纳 原理 以 自然 数 定义 为 基础 ， 因此 把 两 者 放 到 一 起 来 
研究 。 


Z4 


定义 ”一 数 集 $ 称 为 是 归纳 的 ， 当 且 仅 当 
(g) 1 ES () 如 果 xES， 则 (x+1)ES。 

自然 数 系 ， 整 数 系 ， 有 理 数 系 ， 实 数 系 都 是 归纳 集 。 0 
写 10 之 间 的 实数 只 满足 (a) 不 满足 (b)， 它 不 是 归纳 集 。 有 了 恨 
个 实数 的 集 不 满足 (b)， 不 可 能 是 归纳 集 。 
”自然 数 系 以 它 是 最 “小 ”的 实数 的 归纳 集 为 特征 ， 可 用 
这 一 特征 来 作为 自然 数 的 逻辑 定义 。 

定义 一 个 实数 称 为 自然 数 ， 当 且 仅 当 它 属于 每 一 个 实 
数 的 归纳 集 。 所 有 自然 数 的 集 用 符号 N 表 示 。 

定理 1・21 自然 数 的 集 下 是 一 归纳 集 。 

证 明 ”我 们 应 当 证 骨 满足 归纳 集 和 定义 中 的 性 质 (o) 与 
5 ち ) 。 凡 归纳 集 按 (o) 应 含有 元 素 1， 因 此 有 16EN。 现 设 
KEN 。 那么 由 自然 数 的 定义 ，K 属 于 每 一 归纳 集 5。 而 对 
归纳 集 S， 当 KES 便 有 (K+1) ES。 于 是 K+1 属 于 每 一 归 
纳 集 ， 因 而 (K+1) 是 自然 烙 # 即 (K4+1)EN。 因 此 N 具 有 
性 质 (a) 与 (5)，N 是 归纳 集 。 

定理 1.22( 数 学 归纳 法 原理 ) 若 $ 基 由 自 然 数 狂 成 的 归 
纳 集 ， 那 么 S= N。 

证 明 因为 S 是 归纳 集 ， 巾 N 的 定义 ， 有 NCS5。 男 一 
方面 $ 由 自然 数组 成 ， 又 有 SCN ， 所 以 N= 9。 

通常 数学 归纳 法 是 这 样 叙 述 的 ， 如 果 和 自然数 有 有关 的 
命题 ，(i) 当 4 =1 时 成 立 , (ii) 假 定 n = 天 成 立 , 则 对 n=K+ 1 
成立 。 那 信 命 題 対 一 切 自然 数 成立 。 容易 明白 定理 1*22 与 
上 述 叙 述 形 式 只 是 表面 上 不 同 而 已 。 现 在 举例 说 明 如 何 应 
用 数学 归纳 原理 。 

例 1 证 明 对 每 一 月 然 数 2， 有 
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1+2+… キ aa キー ds 


解 ” 设 S 是 使 公式 (1*1) 成 立 的 自然 数 n 的 集 。 证 明 S 是 
归纳 集 。 

(0) 因 为 公式 (1*1) 对 n= 1 成立 。 所 以 1ES。 

(b) 设 KES, 那 么 公式 (1'1) 对 n= 成立 ,两 端 加 K+1, 有 


1+2+. t+K+(K+1) = Ee + (K+1) 


~ (K+1)(K+2) 
2 多 
公式 对 n= K+1 成 立 。 于 是 (K+1)€5。 
综合 (a) 与 (b),S 是 由 自然 数组 成 的 归纳 集 , 由 定理 1:22， 
S=N。 即 公式 对 所 有 自然 数 成 立 。 
例 2 证 明 对 nn 二 3 的 自然 数 %*?， 有 
nl >2" (这 里 4! 表示 1・2・3・…・2)。 
解 ” 设 S 是 pz>>3 且 mi >2" 成 立 的 自然 数 及 1，2，3 所 组 成 
的 集 。 证 明 S 是 归纳 集 。 
(a) 由 S$ 的 定义 1€5。 
(b) 设 KES。 即 K=1，2，3, 或 K>3 且 K! >2f。 
巷 K=1, K+1=2ES， 若 K=2,K+1=3€5S， 若 K=3, 那 么 
K+1=4， 因 为 41 =24, 2*=16。 4!1 >2*。 所 以 4 と 58。 
六 K>3 且 K! 过 2*， 显 然 K+1>>3 且 


(K+1)!1 = (K+1): (KI)>(K+1)'2: て 832 の て 2 。 


于 是 (K+1) ES。 因 此 $ 是 归纳 集 。 由 定理 1"22，8= 有 。 这 
样 证 明了 当 n 为 大 于 3 的 自然 数 时 ， 便 有 n1 >2"。 
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注 例 2 的 ml 之 2 在 4 一 1，2，3 时 并 不 有 成立， 必须 直 接 定义 hh 一 1，2，3 属 
于 集 S. 遇 到 象 例 2 这 样 的 问题 ， 可 把 定理 1.22 作 如 下 的 修正 ， 称 一 实数 集 $ 具 有 
修正 的 归纳 性 质 ， 如 果 《1) 8 有一 最小 数 : (2) 当 xE€S 时 有 (xX 十 1 ES. 定 
理 1.22 成 为 ; 若 $ 是 具有 修正 的 归纳 性 质 的 自然 数 的 集 ， 那 么 3 包含 大 于 s 内 最 
小 自然 数 的 所 有 的 自然 数 . 


可 以 用 数学 归纳 法 证 明 $1.2 中 的 命题 1:1、 命 題 1・2 、 
命题 1*4 等 ,我 们 把 它们 重 述 为 如 下 的 定理 1*23,1*24 及 1*25， 
后 两 定理 的 证 明 留 给 读 考 ， 

定理 1・23 若 dj> dQz) …0, 是 给 定 的 有 限 序 列 ， 那 么 ， 
存在 唯一 的 序列 b1， b,，。*…'b,， 具 有 人 性质 ， 

b, =Q; (1*2) 

bi+i=b;i+a;+ri (i=1,2,. ,Nn —1,Mn >1) (1*3) 

证 明 设 $ 为 使 定理 成 立 的 一 切 自 然 数 n 的 集 ， 我 们 证 明 
S$ 是 归纳 集 , 因 为 bi = ai, 1 ES. 设 a1，as，…，axr，dar+1 龙 
给 定 的 且 KE5, 那 么 有 唯一 的 序列 bi 5。 >…5g 満 走 6, = ai， 
及 当 KIN, biri=b; tais: (i=1, 2, , (だ ーー) うぅ 
当 K =1 肝 b= ai。 定义 bz+i=bx+ axs1。 于 是 序列 bi ,b;， 
…bxr ，bpr 411 满足 定理 的 等 式 (1・2) 和 1・3) ， 还 应 证 明 这 
样 序列 是 唯一 的 ， 设 b1' ,pb: ,…bx ,bx+1 是 具有 同样 性 质 
的 另 一 序列 。 因为 KES， 当 i= 1，2，…， K 時 有り,/ =5,。 
厨 


b/g+1 =b/x ta = br Fag = Ogre 


于 是 (K+1) €S， 因 此 集 S 是 归纳 的 ,由 定理 1*22 S=N, 
即 定理 対 一 切 自 然 数 成立 。 

定理 1・24 若 2」, G2> …a, 是 给 定 的 有 限 序列 ,那么 ， 
存在 唯一 的 序列 C1，Cs， "の し 。。 满足 


wf 


Ci Gi 
] Ca ュー Ci dj C= 1,2, の の のみ ー1。 当 r>1) 。 
定理 1・25 者 Gy っ 5050。r is 04 年 有限 序 列 。 


py 合十 有 m mn 
ぎる Sa = Dat Xa 


6 =1 りー1 i 十 1 


Ue- (Ho)( He). 
直观 地 ， 大 家 知道 自然 数 集 N 就 是 正 整 数 集 。 自 然 数 是 
正 数 的 事实 可 从 序 公理 及 N 的 定义 寻 出 。 下 一 定理 的 证 明 请 
送 者 完成 。 

定理 1・26 自然 数 直正 数 。 

下 面 三 个 定理 指出 自然 数 集 是 有 序 的 ， 对 加 法 及 乘法 运 
算是 封闭 的 《〈 即 满足 公理 4 :与 Mi) 。 

定理 1・27 若 m，n 是 自然 数 ， 那 么 或 者 nm 或 者 有 一 
自然 数 p 使 n= m+ Pp 成 立 。 

定理 1・28 ” 若 m，n 是 自然 数 ， 那 么 m +n 是 目 然 数 。 

定理 1・29 若 が Ms» n 是 自然 数 ， 那 么 m*n 是 日 然 数 。 

这 三 个 定理 的 证 明 都 留 给 读者 。 定 理 1.27 说 明 目 然 数 集 
是 有 序 集 。 下 面 定理 指出 自然 数 集 的 序 还 有 更 好 的 性 质 一 一 
良 序 性 。 

定理 1*30 ( 良 序 性 定理 ) ”任意 的 一 个 非 空 自然 数 集 . 
7 含有 最小 数 。 

正明 设 K 是 T 的 数 ， 定 义 一 个 由 自然 数组 成 的 集 5 = 

{p: pETSPpSK}) 。 那 么 SC {1, 2。 …。 K-1, K} 。 
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这 说 明 S 是 有 限 个 自然 数 的 集 ，S 有 最 小 的 元 素 ， 表 示 为 4。 
现在 我 们 来 证 明 s 是 T 的 最 小 元 绎 。 首 先 因 为 ES 及 SCT， 
所 以 s ET， 设 1iET 有 了 ss。 当 t 过 KK， 由 之 s 得 过 ss 。 另 一 
方面 ， 当 三 和 ， 那 么 4E S，s 是 S 的 最 小 数 旦 s 站 t， 因为 必 
有 sS<t。 总 之 3 是 7 的 最 小 数 。 

$1.1、§1.3 的 域 公理 及 序 公 理 虽 然 给 出 了 实数 运算 及 
不 等 式 关 系 的 逻辑 基础 ， 但 这 一 公理 系 并 不 以 实数 系 为 叭 一 
的 解释 , 有理数 系 与 实数 系 都 是 有 序 域 ,要 得 到 以 实数 系 为 唯 
一 解释 的 公理 系 还 要 增加 新 的 公理 。 所 要 增加 的 新 公理 是 毛 
与 实数 系 连续 性 的 连续 性 公理 ， 将 在 32"5 中 来 完成 这 一 工 
作 。 


っ) | 
1. 用 数学 归纳 法 证 明 下 列 公 去 ， 


(Gi) や = nn + 1) (2n+ 1)3 
1= 1 

(1 1) > 2 = Cm 

ー i= 1 

(iii) DD (2i-1)=n?, 
i 


(iv) Siditl)= snnt1) n+) 
= 


(YY) や iGT2) = nn+1)(2n+7)) 


+ 直る 


£9 


で 1 RM \ 
(yD iG+1) 一方 + 


1 一 人 


2。 及 のり 。 の r 是 目 然 数 且 满足 p+a<<p 二。 证 明 
qr。 
3。 设 p，94，T 是 自然 数 且 满足 pq 过 pr, 证 明 
gq<r 
4。 (1) 证 明正 有 理 数 集 是 归纳 集 。 
(ii) 设 a，D 是 自然 数 ， 一 切 Q+Dw5 组 成 的 集 是 归纳 
集 吗 ? 
(iii) 所 有 复数 的 集 是 归纳 集 吗 ? 
5。 用 数学 归纳 法 证 明 下 列 等 式 ， 


( i ) a,d 是 实数 ， 


Scat(i-1)d) = nC2a+ (n—1)qy 


i=1 


(i i) ZiG+DG+2D= Tnn+1) (n+2) (n+3), 


i ご 1 


(iii)(1+a) >1+naya 为 实数 a 0 ,n 为 自然 数 。 


(Ci v) S31 = 3(9" -1), 
rmt 
6。 和 正明 定理 1*24。 
7 证 明定 理 1*25。 
8 .证 明定 理 1.26。 
9 证 明定 数 1.27。[ 提 示 ， 设 人 是 国定 的 自然 数 ， 定 义 且 是 使 
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党 理 成 立 的 所 有 目 然 数 的 集 。]】 
10. 证 明定 理 1*28。[ 提 示 ， 使 用 定理 1*27] 
Ti 证明 定理 1。29。 
12, 用 归纳 法 证 明 $1.2 的 命题 1.5。 
13, 用 归纳 法 证 明 §$ 1.2 的 命题 1:0， 
14, 证 明 下 列 命题 ， 直 dis Qa， 04, 及 bi， Da:， …b, 区 王 有 
限 序 列 卫 对 i= 1，2，… PH，bi 关 0， 那 么 


a 0 0 i の Ga 
bi り 。 b, りり A …b, = 
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第 二 章 ”连续 性 和 极限 


反映 客观 世界 当中 变量 依赖 关系 的 函数 概念 是 分 析 数学 
的 基本 概念 。 

全 体 实 数 的 集 以 R ,表示 。 全 体 二 个 实数 的 序 组 (简称 序 
个 ?的 集 久 R,. 表 示 。 人 全体 三 个 实数 的 序 组 的 集 以 Rs 表示， 全 
体 N 个 实数 前 序 组 的 集 以 Rx 才 示 。 

定义 称 R, 中 的 一 个 集 {(x,y) :XEDCR ,,yESCR,) 
为 Ri 到 R ,的 关系 。 关 系 的 序 偶 《x,y) 的 第 一 个 元 x 组 成 的 
集 D 称 为 关系 的 定义 域 ， 第 二 个 元 y 的 集 S 称 为 关系 的 值 域 。 
如 果 RR, 到 RR 的 关系 1 不 含有 第 一 元 相同 的 两 个 序 偶 ， 称 f 为 
从 R, 到 R, 的 函数 。 志 示 为 1 : R -Ri。 和 者 是 1 的 定义 域 ，$ 
是 的 值 域 ， 也 用 j : DS。 类 示 函 数 。 函 数 也 称 映 射 。 映 
射 是 函数 的 同 义 语 。 一 个 函数 是 这 样 的 关系 ， 对 关系 定义 域 
的 每 一 x 有 唯一 的 y 属 于 关系 的 值 域 ， 这 样 的 序 偶 〈x,y) 组 
成 函数 .有 时 将 函数 表示 为 f ; x 一 y 或 y = 了 (xX)， 或 x->f (x)， 

在 初等 微 积分 里 。 所 研究 的 函数 绝 大 多 数 古 用 简单 公 云 
表示 的 函数 ， 这 种 函数 儿 乎 恒 为 可 以 求 导 的 ， 导 数 不 存 在 的 
点 仅 是 个 别 的 点 ， 例 如 函数 二- 


~ 
点 不 存在 导数 。 这 种 函数 的 图 象 都 是 光滑 的 曲线 。 现 实 细 站 
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9 ctgx, sin 一 在 x ニー 0 


我 们 研究 更 广 的 函数 类 。 为 此 ， 引 入 连续 函数 的 概念 。 

定义 ” 设 } 是 以 DCR: 为 定义 域 的 函数 。 称 在 0 点 连续 ， 
当 且 仅 当 (i 点 a 属于 包含 在 D 内 的 一 开 区 间 1 内 ; 《ii) 对 每 一 
正 数 = 存在 一 正 数 9 使 当 | x-a1<6， 有 11(x) 一 了 (0) | 
< 。。 若 在 集 5S 的 每 一 点 连续 ， 称 在 5S 上 连续 。 在 定义 域 上 
连续 的 函数 称 为 连续 函数 。 

在 一 点 连续 的 几何 意义 如 图 2.1 所 示 。 不 等 式 


图 2.1 
| f(x) - f(a) | 之 8 与 双重 不 等 式 


- & <f(x) - が バ o) ぐ es 或 1 (a) - て が の て が の 1 8 
等 伯 。 同 欄 地 , |zx-g| <9@ 等 价 于 
0 一 <x<a+d0 

于 平面 直角 坐标 系 中 画 出 :x= a 一 6,x=a+6,y=f 了 (a) 一 
ge 及 y = 了 (a) + 8 等 四 条 直线 .这 四 条 直线 确定 一 个 以 点 (9 
f(a) ) 为 中 心 的 矩形 。j 在 oa 点 连续 的 几何 解释 是 对 每 一 一 0， 
存在 > 0 , 使 (a- 6,a+ 6) 区 间 内 的 一 切 x，f 的 图 象 你 留 在 
这 一 矩形 范围 之 内 ， 

内 定义 站 按 证 明 站 数 的 连续 性 一 般 说 是 很 困难 的 。 这 
样 的 证 明 要 对 每 一 正 数 e 都 找到 相应 的 9， 并 证 明 j 图 象 的 相 
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应 部 分 落 在 所 述 的 扼 形 里 。 如 果 函 数 j 以 充分 简单 的 公式 给 
出 时 ， 对 于 e 有 可 能 求 出 相应 6 的 表示 式 。 下 面 举例 说 明 求 
相应 6 的 方法 。 


例 1 徐 定 画数 7: ャ テー トコ 。 x チー1,a= tase=0.1 , 求 


使 当 1xー 11< ぐ 9。 有 が *)- 人 1) | で 0。1 的 9。 
解 ” 画 出 /的 草图 并 注意 当 x> - 1 时 函数 是 递减 的 (图 


2.2) ,1(1) = 当 , 从 方程 1(x) - (1) = 0.1 及 方程 1(x) -了 1) 


の IS 


3 ) 内 是 递减 的 ， 显 然 了 的 图 象 位 于 由 


头 为 在 xE( そ 。 


直线 x = 2,x = 之 ， y= 六 -0、 lyy= 六 二 0 1 构成 的 矩形 内 
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应 当选 取 a= 1 点 到 马 ， 生 两 点 虐 离 较 小 的 卫 为 相应 于 =。 


0.1 的 6, 即 6= 村 。 重 要 的 一 点 是 ， 对 给 定 的 e 得 到 了 某 一 相 
应 的 6， 那 么 比 这 一 6 更 小 的 值 仍然 适合 于 同一 e 的 要 求 。 如 


本 例 中 相应 于 s = 0.1 的 6 可 取 为 二 ，j 等 比 二 小 的 任何 一 个 
正 数 。 


例 2 给 定 函 数 
/ | -一 人 x>0 X94» 
。 ズー テ 
ーー 4 x= 4。 


若 取 e = 0.01, 求 使 当 lx- 4 之 6, 有 |f(x) (4) 1 て 0。01 的 9。 
解 当 X 中， 


がめ = っ -4  ( ソ ジ ァ ー2)( ソ xx +2) 


-i VJ +2 


1 的 图 人 象 如 图 2.*3.f 是 一 增 函 数 , 解 方程 


35 


了 (*) 一 了 (4) =0。01 及 f(x) -f4) = _0.01。 
x+2-4=0。01 そ テン =2+10。01 そ を > = 4。0401。 
x+2-4= 一 0.01< 拓 >wvx =2-0。01 そ - テ >=3。9601。 

因 f 是 雍 增 的 , 当 xE(3.9601,4.0401), 有 |7(z) 4) 1 < 

0.01,. 取 6= min ((4~3,.9601), (4.0401 4) )=0。0399。 当 

|*ー 4| 9 , 便 有 17(x) - f(a) |< 之 0.01， | 
常常 遇 到 函数 的 定义 域 D 是 R :中 的 区 间 除 去 区 间 内 的 一 

点 或 一 端点 的 情况 。 例 如 函数 x~>- 世 土 1 , 除 x= 0 点 外 处 处 


x 


有 定义 。logx 对 所 有 x>> 0 有 定义 ， 但 对 x= 0 无 定义 。 ctgx 


对 不 包含 Kx 〈(K 事 示 整 数 ) 的 区 间 有 有 定义。 函数 -< 土 8 对 


% 土 2 


= 一 2 无 定义 。 一 般 的 ， 函 数 是 两 多 项 式 的 商 ， 那 么 定义 域 

要 除去 分 母 等 于 零 的 瓜 。 

讨论 在 除去 的 这 种 区 间 内 的 点 或 区 间 端 点 附近 函数 的 变 
化 情况 ， 需 要 引进 函数 极限 的 概念 。 

定义 设 j 是 从 定义 域 DCR :到 R | 的 通 数 ，a， 也 是 实 
数 。 称 在 x 趋 向 于 时 # 趋 向 于 极限 L, 当 且 仅 当 (iD 存在 包 人 4 所 
的 开 区 间 I，1 可 能 除去 a 点 之 外 包含 于 D 内 。(ii) 对 每 一 正 数 
s 存在 一 个 正 数 4 使 当 0 妆 |x-a|<<6 时 ， 


17)- と | くま る < 
记 为 : 当 x->a,f(x)->L; 当 以 linf(x) 表 示 工 ， 也 常 写 成 
linf(x)=L. ] 
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注 (i)f 在 4 点 连续 当 且 仪 当 4E 井上 Limf Cx)= fCa), Gi) 极限 定义 申 


0 < 1% 一 4 | 忆 4 与 连续 性 定义 中 1% 一 a1 < 之 60 不同， 前 者 排除 了 X==a， 即 极 
限定 义 中 可 以 在 4 点 没有 定义 ， 


习 题 


设 下 列 1 一 8 题 中 .给 定 的 肖 数 在 d 点 连续 ， 按 连续 性 完 
义 对 给 定之 8e 求 相应 的 6， 并 画 出 图 形 。 


1。 f(x)=2x+5, a=l, ee=0.01; 

2 。 f(x)=1-3%, a=2, e=0,01; 

3 。 が >)= ン ジン z 。 a=2, e=0.01; 

4, f(x)=Ax, g=1。 e=0.01; 

5 f(xX)=1+X:, a=2, =0。01 

6 。 了 (%X)=X?ー4。 og= 1 。 e=0,.5; 

7, f(x)=x+3x, a= 1 。 e=0.5; 

8 。 了 (%) = ンジ 2 ァ 1 » a= 4, ge=0。1。 

设 下 列 9 一 17 题 中 ， 给 定 函 数 在 包含 0 点 的 区 间 门 除了 0 

点 外 有 定义 ， 对 给 La と 。 求 使 当 0 ぐ |x-a| 9 の 用 
f(z) -- 工 | < e 成 立 的 6， 并 画 出 草图 。 


,f(xX) = <9 =—3, と =ー6。 =0。005, 


一 ，0=2， L= - e=0。015 


10。 #(X) = V2% pW 


37 


11。 


16。 


15 


14 


15。 


16。 


17 。 


18。 


19。 


xz 一 4 


f(x) = ーー 


> a=2, L=4, e=0,01 


| xX—9 “ 
1 (Xx)= /3 9 モニ 9 と =6。e=0。11 


9 


"iy 


x 
f(x)= rio, a=2, L=12, é=0.53 


] + 1 

了 7(%) =ー テ エイ ) 6 ニー1。 L=12, ¢=0,5; 
メー 1 

f(x)= Ax—-1? a=l, L=3, e=0,.1; 

. 1 

f(x)= xsin%, a=0, L=1, e=0,1; 


] Si 
(>) =ー デ マー, g=0。 L=1, =0。1。 


1 
证 明 limsin 元 不 存在 。 
x 


函数 f(X) = xctgx 在 メ = 0 点 无 定义 ,能 否 补充 了 村 X= 0 
点 的 定义 ， 使 f(x) 成 为 连续 函数 ? 


$2.2 极限 定理 


极限 定理 是 证 明 微 积分 定理 的 基础 。 
定理 2・1 (极限 的 叭 一 性 )” 设 是 RR 的 函数 , 当 
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メー あッ f(x)—>LRf (xX) っ M,。 邦久 LL=M, 


证 明 假定 LM 将 导致 矛盾 ， 取 se = テア -M|。 作 


极限 定义 ,对 这 一 正 数 e ,存在 一 个 61 之 0 使 当 0 之 | x-al 
ぐ の 」 有 7*)- ち | ぐ g 成 立 。 同 梓 , 存在 9。>0, 使 当 
0< 1x-al て 9@。 有 7 (x) -M1|<e 成立 、 如 図 2・4 所 
示 取 x ,满足 0 之 lxo -al<min {9j9。 }。 记 


し ルー M= (L- 1(x0)) + (f(x0) — M). 
ター の 9 ーーg。 2 Xa + e+ 
图 4・2 


于 是 
| ルー MIL- fz) | + fx) ~- | て g+g 


= 2e=2.( 六 |L- MI)= | と - MI, 


出現 | ルーM| <|,- M| 的 矛盾 ， 
定理 2・2 ( 常 数 的 概 限 ) 设 c 是 和 常数， 对 R ,的 一 切 x， 
f(x) =c。 那 么 ， 对 每 一 数 a 有 


limf(x) =c 


正明 对 每 一 正 数 。 , 取 6= 1 , 便 有 

| fx)-c|=|ec-ec|=0<e, 对 |x-al < の 的 
成立 。 
定理 2・8 (明显 的 极限 ) 设 f(x) =x， 对 每 一 数 a, 都 有 


limf (x) = a, 
r= 


证 明 因为 f(x) -=x-ma 对 每 一 ss>>0 取 6= g。 品 
然 当 0 之 | xーal< ぐ 86, 有 | 人 {x)-al<e, 婦 timf(x)=a. 


定理 2・4 〈 相 等 图 数 疯 和 极限) 设 1 与 g 都 是 定义 域 包 合 
集 S= x 0 |x-al <r，r 为 -一 正 数 ) 的 函数 ， 且 当 
xES 時 。 了 (x) =8(x), limg(x) = 工 ,那么 


limf(x) =L, 
证 明 因 img(e)= ち 対 毎 一 8 0。 存在 8>0 ， 中 


当 0 ぐ lx-g| ぐ 9 有 |g(*)- と | べく 8。 如 有 必要 可 以 减 小 
606, 使 6 二 r， 由 xES，f(x) =g(x)。 因 此 ， 当 0 过 jx-a 


ぐ @ 便 有 |7(x) - 了 | = |g(x) -Li<e, Bplimf(x) = 工 。 
注 定理 2.4 中 的 六 8 在 集 $ 之 外 可 以 不 相等 ; 1 或 8 也 都 允许 在 x 二 0 无 定义 
定理 2.5“ 和议 极 限 》 设 limj; (x)=Li, limj, (x) = 上 ,， 
定义 g(x) = 了 1(xX) + 了 fx), 那么 
1img(X) = L, +L,。 
证 明 设 s > 0 是 给 定 的 ， 那 么 对 -7， 存 在 正 数 9: 与 
0:， 使 当 0<1x -al<6: 有 fx - エ LI くっ 及 当 0 ぐ く |x 


-0|<6: 有 | f(x)—L2| < っ 取 一 比 610。 都 小 的 80>0, 


那 女 、 当 0 ぐ |x-q| 过 6 时 便 有 
1g(*) 一 (し 十 工 > ) | ー f(x 上 」 キ 用 (x) 一 工 :| 


<] 7 *) -Ll + | 太く テキ テーe。 
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于 龙 limg(%) =L,+L;, 
推论 区 im (x)=Lisi=1,2,… sn。 定义 


g(xX) = f(x) 


那么 Limg(X) = マル 
推论 可 稼 定理 那样 直接 证 明 或 用 定理 及 归纳 法 证 明 ， 把 


定理 2.6〔( 积 的 极限 》 设 limf， (x) = 工 :及 1imyf: (x) = 


Li。 定义 g(x) = f(x) "f(x) ,那么 limg (x) = 工 工 :。 

证 明 ”为 了 估计 |g(x) -LiL;|, 由 等 式 

g(x) LiL, =L (fi (x) 一 工 1) + fi (x) (Ff; (>) -LL,). 
取 绝 对 值得 不 等 式 
lge) = LiLa gL le lf x) -Ll + Coo fC 一 Za。 
”由 假设 ， 对 正 数 。 ,及 e ,， 存 在 相应 的 正 数 6, 及 6， 使 


当 0 ご ぐ [ター の 」 ぅ |f 1 (xX) -Ll<el, (2*1) 


当 0<lx~al<6s, a(x) -Ll<es, (2°2) 


此 时 (f1Cx) | = fi と と | 


< -LtlLl<lLlite, 


把 | 工 | + 8 ;用 MM 来 亿 。 
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现在 对 于 给 定 。>0 ,为 了 找到 相应 的 6, 使 当 0< jx~ al 
ぐ @ 有 ge) - と と | て g。 逃 取 (2*1) 及 (2・2) 中 的 


ーー て ーー と 
1 で 2 1，8 一 2M ， 


并 记 6=min { @」。9。 。 当 0 之 |x-al<6 有 
lg(*) と を | SE 中 Fi Li + i lf, (CX) 一 工 :| 


ど ど 
< 了 al tI1+M' 2M <e. 
于 是 limg(x) = Li*L>. 
推论 役 当 *ーg チ (2 うー と (= 1 2 … 80) 及 


g(x) = [1g; (2*), 那么 limg(x) = Hr. 


设 函 数 g : Di>Si， 了 : の っ S。 且 S」 こ の 。,) 邦久 由 % っ > 
fig(x)J 所 给 出 的 D, 上 的 函数 h 称 为 1 与 8 的 复合 函数 , 记 为 h = 
fg 或 h(x) = fCg《x)]， 

定理 2・7 (复合 函数 的 极限 〉 设 h 是 1 与 8 的 复合 函数 ， 
且 x~>a，g(x) >， 而 了 在 工 点 连续 ， 那 么 


limh(x) = の .。 
证 明 ”因为 在 L 扩 连续 ， 对 每 一 8 > 0 。 存 在 一 9 > 0 
使 当 1#- と | べ の 有 
f(D -f(D | て g。, 
而 出 x->0，5(4x) 一 了 対 ge^=0>0, 存在 の > 0 使 当 
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0 ぐ く |x-gl ぐ 6@ 有 
、 1g(x) —L|<e’ = d」。 
进而 有 
[hx) — FL) [= [fg(x)) fCD)|<e., 
注 定理 2.7 要 求 1 在 L 点 连续 ， 个 能 减 加 为 mf() 存 在 .本 节 的 习题 8 就 是 


例证 , 
推论 ” 奉 8 在 a 点 连续 且 g(a) = 工 ，f 在 工 点 连续 ， 那 る 复 
党 把 推论 叙述 成 ， 连续 函数 的 复合 函数 是 连续 函数 。 
ms ( 商 的 概 限 ) 设 limf (x) = 工 及 Limg(x ) = 


目 Mw*0, 定义 h(x) = {2 ， 那 么 limh(x) = 也。 


证 明 只 需 证 明 1im-- xy = 六 ,然后 应 用 定理 2"6 便 得 本 


_ ーー ,可 以 按 极 限定 义 完 成 证 明 。 


. 1 
定理 的 结论 .对 于 1im 二 ee) 


下 面 用 另 一 方法 ， 即 通过 证 明 函 数 : ューー ッ テ 0 连续， 把 


一 看 作 一 与 8 (x) 的 复合 函数 应 用 定理 2.。8 得 到 lim 
0 re 


现在 证 明 函数 -> -在 o# 0 点 连续 。 对 给 定 e 》0， 由 


人 


-二 |- っ 到 6=min| 9 ， et。 当 0 で 


_ 1 ュー Tal 2lt-aq 
| a | くる 8, 有 | 一 [ET < lal * < i 
a* 
2. 


£= 8。 


定理 2.9( 不 等 式 的 极限 ) 设 limj (x)=L,limg (x)= 


M, 且 在 包含 a 的 茶 区 间 内 《ao 氮 可 能 除外 )f(Cx7<g(x)， 那 公 
L<M. 


证 明 ”假定 L>M 将 导致 耶 盾 ， 取 e = -< 名 .>0, 由 极 


限 定 叉 存在 正 数 9」, 9。, 使 当 0<lxーal<d 1 人 (x) - エ | < 
gj 当 0<lx-al<6:,lg(x) -MI<s. 选 取 比 0 与 6: 都 小 的 正 
数 6， 且 使 6 小 到 使 0 之 |x ~ al <8 的 x 有人 (x) きき gx) 成立 。 対 送 
样 的 x， 有 

M-es<g(x)<M+e 及 LL-e ぐ i)<L+e, 


因为 8 = 9 M+e=L~-&, 导致 


L-M 
2 
E(xX) M+e=L~e< f(x) 


的 矛盾 。 


注 “定理 2.9 中 的 jg 在 X 一 0 点 可 以 没有 定义 .如 果 f 与 8 在 0 点 连续 ,由 定理 
断定 Foc) 委 go)， 如 果 定 理 中 乓 xj 大 SCx) 换 成 xj gx)， 但 却 不 能 断定 志 
<M 例如 在 -~ 1Kx<t,x 闻 0 内 有 (x)=x" C8(x)=X" ,可 是 limx "= lims' 
三 0. 


定理 2.10( 两 边 夹 定理 )” 设 kK 是 一 正 数 ， 给 定 函 数 fg 
及 kh 在 0 过 |x-a| < 之 k 上 有 定义 ,车 对 这 样 的 x 有 f(x) 坊 g (x 
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h(x), 齐 且 mf (x) = limh (x) = 工 ,那么 ， limg (x) = 了 

证 明 由 x 一 0a，fGx)，RCX) 和 都 以 工 为 极限 的 假设 ， 对 任 
始 ge>0。 存在 小 子 KK 的 正 数 6;, 82z。 便 当 0<|x-al ぐ 
min {9」。 92}。 有 | (x) - 工 < 之 e 写 jh(x) -了 工 <s， 也 即 

L-e<f(x)<L+e 及 L- e<h(x)<L+e, 
由 f(x) g(x) k(x), 対 満足 0<|x-al<min{0:i; 02} 
的 *, 有 
L—e< fx) Eg (x が (*) て と 

也 即 |g(x) 一 工 | <e, 于 是 limg(Xx) =L, 


A 题 
1， 综 会 运 用 定理 2.2，2。3，2。5，2.6， 证 明 对 任意 0 
(i) lim(cx+d)=catd., 


(ii) lim(cx:* +dx+e)=ca*+dat+e, 

2、 设 hl 交 多项式 ps《X) = CoX 十 41X"” + 二 Gr=tX + Aa 
用 归纳 法 证 明 limp, (x) = pn (@) 。 

3、 设 Dp,(X)，gn(X) 分 别 是 nh 次 、m 次 多 项 式 ， 运 用 习题 2 的 
结果 及 定理 2e8 证 明 。 当 a 不 是 qn(X) 的 根 时 ， 


pr (X) _ Pr (a) 
lim gn (X) Qn (a) 


站 4 设 X XeX 是 趋向 04 的 点 列 ,j 与 g 在 0< | x 一 a | 过 
内 有 定 ) = g(%。) 。 如 果 limf(x)= 工 ， 是 否 有 


11 3(X) ニル 。 


ME 
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5。 自然 数 1 之 3， 运 用 定理 2*10 证 明 1imxs =0。 

6。 直 接 按 极限 定义 证 明定 理 2.5 推 论 。 

7。 证 明定 理 2.6 的 推论 ， 

*8。 设 f(X) = xsinー。, -XAT，X 拓 0 ,元 出 1 的 草图 。 
(i) 证 明 limj(x) =0; 
ii) 定义 g(x) 三 J(X)。 显 然 地 ， 当 X= エーーー カ 1.2 。 
…。 g(x) =0。 由 此 断定 对 X=Xs， fCg(X)] 没 有 定义 ， 
Ciii) 用 (ii) 的 结果 证 明 及 (Xx) = fg(x)〕 当 x っ >0 时 极 
限 不 存在 。( 请 读者 把 (1i1) 与 定理 2.7 相 对 照 ) 
Kiv) 如 采 定 义 


|*sinx, ー ア SS を SS アッ 区 0 
F(x) = 
lo, x=0. 


用 定理 2"7 证 明 LimFkg(x) = 0。 

9。 设 j，8g 是 连续 部 数 ， 定 义 F(xX) = maxCf(x)，8g(CxX)]， 证 明 
BF 是 连续 函数 ， 

10. 证 明定 理 2.8。 

11, 设 hn 为 自然 数 ，a 之 0, 证 明 G(x) = YX 在 0 点 连续 。( 关 于 
对 数 沪 数 、 指 数 函 数 的 严格 定义 将 在 35.3 中 给 出 。) 


$2.3 单 边 极限 -一 相对 于 集 的 连续 性 


函数 1 ;x->w x 对 x 之 0 的 点 有 定义 并 且 连 续 。 因 为 力 
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数 对 x< 0 没有 定义 ,在 x= 0 点 1 不 满足 82.1 中 的 连续 性 定 
义 。 很 明显 ， 当 x 通 过 正 数 趋 站 于 伶 仍然 有 fc) 一 10) 。 为 了 
使 连续 性 概念 包括 象 上 上述 函数 在 定义 域 之 端点 的 情况 ， 我 们 
推广 连续 性 的 定义 。 为 此 ， 和 需要 引进 单 边 极限 概念 。 

定义 ” 设 1 是 以 D 为 定义 域 的 函数 ，aE R ,, 称 当 x 从 a 的 
右边 趋 襄 于 a，f 趋 癌 于 L, 当 且 仅 当 () 征 在 一 个 以 a 点 为 左 绵 
扣 的 开 区 闻 ICD, (11) 对 每 一 0 存在 6 >0 使 当 0<xー- 
a 之 6， 有 


| fx) -LL|<e, 
当 此 记 为 ， 当 x->a* ,了 (Xx) 一 或 linf (x) = 工 , 称 f(x) 在 x =a 


点 的 右 极限 为 工 。 

同样 地 ， 把 定义 中 的 “ 右 了 换 成 “ 左 ” ,把 0<x- a ぐる 
换 成 0<a-x<a 就 是 f(x) 在 x= 0 反 的 左 极限 年 义 。 记 为 ; 
当 x っ gq ， f(x) >L 或 :im 了 (x) = 工 , 讽 数 的 左 、 广 极限 统称 为 
单 边 极限 、 


注 既然 0 之 1x 一 8 | 之 6 和 0<<* 一 4 之 6 与 <<4-x 人 9 两 者 相等 价 ,那么 
8 2.2 证 胃 的 关于 极 杞 的 所 有 定理 对 于 左 、 右 单 边 极限 都 有 相应 的 定理 成 立 ， 
只 须 抬 定理 撤 述 中 的 “极限 ” 换 成 “ 单 边 极 限 ”. 


由 单 边 极 限 概念 来 定义 单 边 连续 狂 。 
定义 ”函数 I 在 a 点 有 ( 左 ) 连 续 当 且 仅 当 a 属 于 定义 域 且 
limf (x) = f(a) (limf (x) = f(a), 
车 沙 数 1 的 定义 域 是 有 限 区 间 a 志 Xx 三 b， 当 x 是 (a。 b) 内 
的 点 ,7 在 x 点 有 极限 , 当 且 仅 当 人 在 x 点 有 相同 的 左 、 右 极限 ， 
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f 在 x 点 连续 ， 当 且 仅 当 } 在 x 点 左 、 右 连续 。 在 [ae，b 的 左 端 
点 只 能 讨论 右 极限 ， 右 端点 只 能 讨论 左 极限 。 相 应 地 在 左 
端点 a 讨论 右 连续 性 ,在 右 端 点 5b 讨论 左 连续 性 ,如 函数 站; x 一 


Wx 。 0 xs 1， 在 x= 0 点 右 连续 ， 在 x= 1 点 左 连续 ， 
在 (0，1) 的 每 一 氮 连 续 ( 注 意 是 双边 的 ! ), 说 f 在 C0，120 上 

在 区 间 上 端点 函数 的 单 边 连续 性 ， 限 制 x 在 定义 域 里 变化 
的 这 种 观点 能 够 用 来 进一步 推广 连续 性 概念 。 

定义 ” 设 函 数 ] 的 定义 域 DCR 」, egCR」, 称 函 数 f 在 
a 点 关于 了 连续 ， 当 且 仅 当 (i)aED，(ii) 对 每 一 盖 0， 存 
在 9> 0 。 当 z と の 且 |z-g| <@。 有 ] 

| f(x)-f{f(a) | <e. 

如 果 f 在 DD 的 每 一 点 关于 D 连 续 称 f 在 D 上 连续 .。 

注 (i) 今 后 我 们 常 省 略 定义 中 为“ 关于 D” 的 副词 ， 这 是 因为 在 上 下 文中 
也 往往 是 已 知 的 .Cii) 当 存在 区 间 I，eeJICD， 那 么 现在 的 定义 与 8 2*1 的 定义 
相 重合 .(iii) 当 0 是 区 间 T 的 左 端 点 ，aED， 现 在 的 定义 与 右 连续 性 重合 . 定义 
域 是 闭 区 间 4x 志 bp，f 在 D 上 连续 就 是 指 f 在 Ca，b) 的 每 一 点 连续 ， 在 4 点 右 连 
续 ， 在 b 点 左 连 续 . 

定义 ” 称 a ED 为 DD 的 孤立 点 ， 当 且 仅 当 存 在 开 区 间 1， 
使 INnD= {a} ， {a} 表示 仅 有 单一 元 聚 a 组 成 的 集 。 

设 a 是 函数 j 的 定义 域 了 中 的 扳 立 点 ， 那 么 1 在 ca 点 关于 姜 
是 连续 的 。 事 实 上 ，a 是 D 的 孤立 点 ,存在 包含 a 的 开 区 间 1， 
IND= (oe) 。 选 取 6 小 于 a 点 到 I 的 端点 的 距离 中 较 小 者, 
那么 x ED 而 又 满足 | x 一 a | 过 6 的 x 仅 有 x= a 点 。 这 时 | (x) 
-了 (a) | 成 为 | fa) 一 了 (a) | = 0。 因 此 ，T 在 点 连续 ! 

函数 在 定义 域 D 的 孤立 点 a 处 其 图 象 是 R; 平 面 上 的 孤 文 
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点 (97( の ) ,7 的 图 象 在 这 里 不 再 是 “连续 ”的 曲线 。 由 此 可 
见 连续 性 概念 已 被 推广 成 相当 一 般 化 的 概念 了 ， 仅 在 定义 域 
是 区 间 的 特殊 情况 下 ， 连 续 和 函数 的 图 象 才 有 “连续 不 有 断 ” 的 
形象 。 

背 助 于 连续 性 的 一 般 定义 。 可 以 证 明 函数 g :x->3 x 

Cn 为 自然 数 ) 在 其 定义 域 上 连续 。 

定理 4<12 設 函 数 &:・ メ マー x 当 々 訪 正 偶数 時 8g 在 
[0,co) 上 连续 8 当 ? 为 正 奇数 时 ，8g 在 (-~ coyce) 上 连续 。 

证 明 上 节 之 习题 11 证 明了 对 自然 数 n 当 x 二 0 时 ,g 在 x 
点 连续 。 对 x 密 0 及 任意 的 e>0， 当 |x-01|1<s ”有 
1 ツァ -01<e. 于 是 g 在 x= 0 点 右 连 续 。 知 i 为 奇数 ， 那 么 
二 x= 一 以 X ;因此 g 在 0 点 也 是 左 连续 的 ,从 而 g 在 (~%， 
ce) 上 连续 。 

有 时 讨论 单 边 极限 比 讨 论 双 边 极 限 来 得 简便 些 。 

(x, -1X<2, 


例 设 函 数 1 (x) = (jacxr 二 了 6 研究 在 x = 2 
org) 2<xS5， 


函数 是 否 连 续 ? 
解 ”因为 } 的 定义 域 了 D 是 闭 区 间 [- 1;53, 而 2E〈(- 155) ， 
因此 要 研究 } 在 x = 2 的 双边 连续 性 。 根 据 定理 2,3， 1imj(x) 


limx=2= f(2) ,函数 在 x= 2 点 左 连续 。 
现在 再 来 研究 f(x) 在 x*>2+ 时 右 极 限 是 否 序 在 。 首先 对 


3(x* 16) 3(x+2) (Xe 二 人 ,Bh 有 
XxX>2， -2zs-8) 2 の 7 +2x+4) 。 应 用 极限 定理 有 
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1im3(x+2) (x“+4) =3・4(4+4) =96。 
同 理 ， lim2 x. +2x+4)=2°(4+4+4) =24。 


再 应 用 商 的 极限 及 由 i->V f 上 对 过 0 连续 及 受 合 函 组 的 极 ' 根 
定理 得 到 


| 


函数 在 x= 2 点 左 连续 也 右 连续 ， 所 以 } 在 x = 2 点 连 续 。 


习 题 
对 习题 1 -12， 讨 论 给 定 画 数 在 给 定点 0 是 否 连续 ,车 f 在 
0 点 不 连续 则 进一步 讨论 是 左 不 连续 还 “是 右 不 连续 ， 
|x 一 4 一 1<<x 委 2 ad=2; 
1 。 f(x) 


[x2 -6, 2 ゥ で < ぐ 5, 


x 一 1 1<Xx<2 ニク 』 


2 十 3 メ ー2 2SS% ぐ 5 


ん 
3 。 了 5 | a=0; 
4 。 fx-> lxー1|» a= ls 


り 0 


ー1 ぐ % ぐ 2 
2 を で 4。 


1 ごく <2 


2S、X ぐ 5, 


ニク の 。 


2 ぐ %< ぐ 3 
3Sax べ 、4 。 


0 ニニ 0 


り J 


13。 设 jx) = tgx。 一 <* く ぐう» g(x) = テー XT 研究 
lim fr g(X)] 
当 @= ,a= 0 得 出 什么 结论 ? 


14, 对 上 志 家 限 彼 述 并 证 明 如 定理 2。4 的 相 划 函数 的 极限 定理 。 
15, 对 右 极限 反 述 并 证 明 如 定理 2o5 和 的 极限 定理 。 
16,。 对 右 极 限 色 述 并 证 明 如 定理 2。10 的 两 边关 定理 ， 


$2.4 趋向 无 窃 处 的 极限 ， 无 窃 极 限 


研究 函数 1 : メーー と ニー x 一 1, 它 的 图 象 如 图 2.5 记 示 、 
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从 图 形 上 看 出 ， 当 x 递增 通过 正 数 无 限 增 大 或 递减 通过 负数 
无 限 减 小 ，f(x) 随 之 趋向 于 1、。 

定义 ”如果 x 递 增 通过 大 于 某 数 的 所 有 实数 ， 就 称 x 趋 问 
于 正 无 穷 ， 记 为 x 一 + co， 划 果 xx 递减 通过 小 于 基数 的 所 
有 实数， 就 称 x 趋 向 于 负 无 穷 ， 记 为 x->-cof 如 果 |xj-> 
+ co 就 称 x 趋 向 于 无 穷 ， 记 为 x->oo。 

定义 称 当 x~>co 时 fx)~>L， 当 上 且 仅 当 对 每 一 e> 
0 ， 存 在 -4> 0， 使 对 1 定义 域 中 满足 1x|>A 的 一 切 x， 
都 有 |f (x) -了 工 < 8， 也 记 为 limf kx) = 1。 

称 当 x 一 + co 时 f(x)->L， 当 生 仅 当 对 每 一 e 之 0， 
存在 -4>0， 使 对 了 定义 域 中 满足 x>>A 的 一 切 z， 和 者 
有 げ (<) で es ， 也 记 为 limf(x) = 工 。 

称 当 x-> -ce 时 ，f(x)-L， 当 且 仅 当 对 每 一 8 之 0， 
存在 4> 0 ， 使 对 f 定 义 域 中 満足 x で - 4 的 一 切 x， 有 げ 
(x) - 工 < es， 也 记 为 mf (x) = 工 ， 

$ 2.2 内 关于 极限 的 许多 定理 ， 对 x 趋 向 于 ce， 趋 站 于 
+ ce 或 - co 有 类 似 的 结果 ,其 叙述 和 证 明 只 需 以 xs，x 一 
+ co，xX-> - co 分 别 代替 x->4 便 得 ， 只 有 定理 2.3 和 年 理 
2.7 例 外 。 定 理 2.3 在 x~co 时 采取 下 列 形 式 : 


定理 2.13〈 明 显 极限 ) 若 の 一 c キ 0)> 那 る 
limf(x) =0,limf(x) = 0, limf (Xx) = 0。 


下 一 定理 代替 关于 复合 函数 的 定理 2*7， 
定 理 2・14 (复合 函数 的 极限 ) ” 设 1，g 为 R. 到 R, 的 員 
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数 。 且 1 在 工 所 连续 ， 当 x~> + so 时 g(x)->L。 郊 么 
limfrg(x)) = f(D). 


注 ”QD 定理 2 好 也 可 对 % 一 一 ce 或 Xece 来 氢 述 ., 同 拌 ，82.2 内 的 每 个 
定理 部 有 分 别 相 应 于 Xx-> 十 oo， ァ テ ネーeo 和 ァ ~eo 的 定理 . (lI) 定理 2*13。 2・14 
的 证 明 可 分 别 份 照 定理 2,3 及 定理 2.7 写 出 ， 我 们 把 它们 留 给 读者 ， 


现在 再 来 观察 图 2,.5， 当 x-> 一 1-,f = 一 守 无 限 递增 ， 当 x-> 


-1+，f 无 限 递减 ， 我 们 说 x-> - 1 时 } 趋 向 于 无 穷 极 限 。 精 确 
地 令 述 为 如 下 定义; 

定义 ”函数 f 当 x->a 时 成 为 无 穷 大 ， 当 且 仅 当 对 每 个 数 
4> 0 , 存在 9> 0 ， 使 1 定义 域内 满足 0 过 |x-al<6 的 一 
切 x， 有 1f(x)| 疾 A。 记 为 x 一 a， f(xX) 一 co， 人 但 表示 为 
limf(x) = coo, 也 称 当 x 一 a 时 ，f 赵 向 于 无 穷 极限 。 


把 x->a 换 成 x->a (x っ at) 得 limi (x) = oo(limf (x) 


= co) 的 定义 。 
把 1(x)1 守 A 换 成 1(x) 盖 A 或 f(x) 过 -4 便 得 


1imf(x) = + co 或 limf (x)= 一 oo 以 及 limf (x) = + co， 
limf (x) xz Cos {im f(x) 一 +oo,limf(x) = 一 ca 的 定 尽 。 
8 2.2 中 的 极限 定理 对 无 穷 极 限 大 都 有 类 似 的 定理 。 但 
是 ， “oo? 4+oo ク goo》 袁 示 函数 相应 的 状态 ， 它 们 关 


不 是 数 , 数 的 通常 代数 运算 法 则 对 “无 穷 ” 不 适用 ,因此 关于 
无 穷 汲 限 的 定理 条 件 与 8$ 2.2 极 限定 理 有 所 不 同 ， 要 注意 
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下 途 定理 中 的 新 条件 。 

定理 2・15 ( 扱 限 交 唯 一 性 ) 没 陣 数 了 当 x っ a, (x) っ 
ceo， 那么 当 x 一 0 时 ff 不 能 趋 问 于 茶 一 有 限 极限 。 

证 明 ”用 反 证 法 。 设 x->a 时 还 有 f->L，L 是 一 有 限 数 ， 
閣 号 致 矛盾 。 既 然 す と 由 定 叉 取 e = 1。 存在 9>0, 使 
当 f 定 义 域内 满足 0 过 |x-al<6 的 x,， 有 |) と 1 。 
即 - 1 + 工 <f(X) 之 1 +L。 由 此 对 这 样 的 x， 

-1-|LI<-1+L<f(x)<1i+l<1+ILI| 

成 立 。 从 而 导出 f(x)| 之 1+1LI。 而 由 lim 了 (Xx) = eo, 对 


4> 1 + iI 存在 比 6 小 的 6, > 0 ,使 对 定义 域 中 满足 0 过 
| ァ ーg| < 之 61 的 一 切 x， 有 |f(x)| 二 A 之 1+ j 工 | 。 导 致 1+ 
Li1+| iL| 的 矛盾 。 

定理 2.16 (复合 水 数 的 航 限 ) 设 limf(X) =L,lim g (x) 
= co， 那么 im Kg(%)] = 了 工 。 


定理 2*16 的 证 明 留 给 读者 。 定 理 中 的 ee 可 换 成 +， 
- cc， 也 可 以 ca 。@ 代替 a， 还 可 以 把 工 换 成 2，+ ce， 
~ co。 但 是 ,所 有 这 些 定理 都 应 保证 复合 了 芒 数 f[g(x)]J 确 有 秆 
义 才 行 。 例 如 下 面 定理 


定理 2・17 区 imf(x) = oo, limg(x) = ay 日 设 有 一 正 数 
M， 当 x<- M 时 有 g(x) a 那么 limjCg(x)]= co。 
注 如 果 有 gx) 一 a，f[g(%》) 可 能 没有 定义 .例如 (x) 一 -二 
8 (x) 一 -二 -siny,x 点 0 ,这 里 limf (x) 一 co ,limg (x) 一 0 .由 于 当 
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x 一 一 nt 时 ，8(X) 一 0 使 复合 廿 数 / (8 (x) 」ーー エ ーー 役 有 定 え 、 十 中 
im fC8 Cx) )=co 不 成立 
例 1 设 1:x-> 二 cos 二 ， 判 断 当 x~>0 时 。f 是 否 趋向 于 极 
限 。 
1 


解 = nm Xe) = NIR Lo 


当 ! _-_ 1 . , 
- oNn x+ /4 ;| (X,)=0, n= 1,2,°, 因此 当 x->0， 了 不 
2 


存在 概 限 ( 図 2・6)。 


アテ 
ア / ヽ ・」 
ー アデ Te 
< 
、\ | Va “ 
デ 
、 ヽ ノ - 
2 
/ ” 
\ 1 
图 2*6 


例 2 设 f ュー ンダ すす ,家 limf (x) 及 limf (x)， 要 
ZZ 十 ォ マ イエ ウ 一 四 


求 叙述 每 一 步 又 的 理由 ， 
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解 ” 当 x<0， 将 函数 表示 式 的 分 子 、 分 母 同 除 以 x 得 


1 1 
VXI+2X+4 (1+2L+4 


DX 十 3 ーー 1 7 
2 エ 9 こ 


了 () = 


应 用 常量 的 极限 、 明 显 的 极限 及 和 、 积 的 极限 定理 有 


lim C1 + 2 + 4-3]= im ] + jm2 ・ im エ ェ iim4* {im 1 


ギー 十 加 TT 二 和 Ed 中 ダー テー 上 翅 tex? 
=1+2:0+ 1408=1, 


同 理 ，lim(2+3 二 )= 2 .应 用 复合 函数 定理 ， 求 得 


im Vi+2( 汪 )+ 人 (十) ェ ン 1 = 1 ,最 后 出 商 的 极限 定理 


便 得 lim f(x) = 工 . 
を で 十 の 2 


当 x 达 0， 将 函数 表示 式 分 子 、 分 母 同 除 以 x 得 ”f(x) = 


- 1 
rT YT 112 + 
2X+3 ?713 二 2+3 二 

え ん 


sj- 


如 x 盖 0 时 间 样 的 讨论 可 得 ， lim f(x) = 
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当 胃 数 有 无 穷 极 限 或 作 分 母 的 函数 以 零 为 极限 时 ， 和 、 
积 、 商 定理 要 特别 补充 条 件 才 能 成 立 。 下 面 以 商 的 极限 定理 
为 例 说 明之 。 


定理 2.18 设 limf(x)=L (LL 关 0),limg(x) =0。 当 存 


在 正 数 9， 使 0<ix-al<0 的 x 有 5(x) 壮 0， 那么 


证 明 贸 给 谍 者 。 
注 人 为 了 在 0 之 | x-a 1 之 6 内 有 定义 ， 定 理 中 假定 在 a 点 邻近 


g(x) キ 0 是 不 能 少 的 ，(ii) 数 了 换 成 ce 定理 也 成 立 , 也 可 研究 单 边 极限 . 如 果 
7 


f>+coo, g—>1 1+, 有 -六 > 十 co， 
对 于 两 函数 和 的 极 限 ， 者 1imf(x) = 了 1img(X) = co， 


那么 limCf (x) +g(x)] = coo, 当 ，g 都 趋向 无 穷 , 不 能 冒 然 
下 结论 ， 需 进一步 讨论 1 (x) +g (x) 是 否 有 极限 以 及 极限 是 什 
么 。 这 是 因为 “co” 不 能 和 数 一 样 对 待 。 但 是 可 以 有 《+ ce) 

+(+oo) = +ceo， 及 (-eceo)+(- co)= -co 的 “法 则 ”， 而 
(+ co) 一 (+co)。 (一 Co) 一 (一 oo) ，(C+Tco) +【《 一 coj ぅ 

(eo) (co) 均 无 意义 。 

对 于 积 的 极限 ， 若 limf(x) = L,L #0,limg(x) = oo。 有 
imf(x)g(x) = oo。 但 当 と = 0 时 ,应 进一步 讨论 jg 才 可 能 作 
出 结论 。 

v8 


习题 1 一 10， 求 函数 的 极限 红 无 穷 极 限 。 


1 lim 人 一 < 十 9 


ァ ー o Xs 十 4 


ルス +6 
3 


5, lim (x— x’—a’); 


x て ーー 


ーー 2 
9 limー ジ 4ー%" ,) 


11, 证 明定 理 2。13。 
12。 证 明定 理 2"14。 


10。 


x* 3% 十 4 
-wo 。 ター2 寺 3 


下 十 全 


メー1 

limー ズ ニー】 _ 

ke AAAX2 一 1 
“十 | 

1im -一 一 一; 

: + x 


lim (vx’*+2x— xX) 


十 的 


13 和 拖 述 并 证 明定 理 2.15 以 X 一 0+ 代 赫 x 一 0 的 定理 。 


14。 证 明定 理 2。17。 


15 .分别 举 出 x-> 士 co， (x) 一 +co 8 (X) ユー の 的 す g・ 


使 满足 


(a) lim Cf(x) +g(X)J= 十 co。 


(b) lim Cf(x) 十 g(x) コ ミー の o。 


りり 


(Cc) lim Cf(x) tg(x)j=A，A 和 为 任 给 字数 ， 
16。 确 定 D 的 值 ， 使 下列 极限 存在 ， 
(olimxtsin 二 ;(b) limxtrsin 工 ， (colimlxlrsin 工 
と を 0* ~ 让 十 名 x ， を で や 一 の の xX" 
17。 正 明 定 理 2・18。 
$2・5 序列 的 极限 ， 和 连续 性 公理 


无 限 序 列 是 以 自然 数 集 为 定义 域 的 函数 ， 它 可 以 记 为 
{xs} ,n= 1，2，…， 简称 为 序列 x,。 汉 nm 依 次 取 自 然 数 
1 ，2 ,，… 变 化 ， 也 记 为 1 一 二 ceo， 对 下 取 目 然 数 趋 回 于 
+ ce， 习惯 上 省 去 正 号 记 成 n>0o .相应 地 ，x, 在 rh 习 oo 内 
可 能 趋向 或 不 趋向 于 极限 ， 当 x 趋同 于 极限 时 它 也 有 32*2 
中 所 述 的 极限 定理 ， 

定义 ” 设 序列 {x,} , 当 且 仅 当 存在 数 上 ,对 每 一 2 二 0， 

存在 一 自然 数 N, 使 当 z 有 が 有 
XLl<e. 
称 h->co 时 序列 {x} 趋 回 于 极限 工 记 为 ->coxXr" -> 工 或 
limx, = 工 , 类 似 地 ， 当 且 仅 当 对 每 个 4> 0 存在 目 然 数 , 
使 当 rx>N 有 
x >A (Xx, 之 A 或 xX, 二 一 AA) 
称 h->co 时 序列 x, 趋向 于 无 穷 大 《 正 无 穷 大 ， 负 无 穷 大 )， 


记 为 limx, = oo( 十 oo ょ 』ー 69) 。 
1 > 


读者 可 以 叙述 与 证 明 关 于 序列 的 如 $$ 2:2 中 那样 的 极 腿 
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定理 。 作例 子 , 把 明 申 概 限定 理 及 痢 前 概 恨 定理 叙 迷 紀 
下 。 


定理 2・19 
Co) (明显 极限 ) >co。 一 っ 0。 


(6) 《和 的 极限 ) 设 hn->oo 时 ，x, 习 4，y, 一 了 ,那么 
X 十 yu 一 0 十 (nO) 。 


关于 复合 函数 的 定理 2.7 变 形 为 
定理 2.20 设 f 在 a 扩 连 续 ， 当 nn->o0，X,>4Q ,那么 得 
在 一 月 然 数 N ， 使 当 n>N 时 ，f(x,) 有 定义 , 且 limf (x.) 


= f(a}. 


研究 函数 在 其 定义 域内 的 特殊 序列 的 状态 ， 对 于 判断 图 
数 的 性 质 有 重要 意义 。 


工 :in 二 ， X 次 0 


例 HH a ~ 在 x= 0 点 是 否 
] 9 X 二 站。 
在 在 极限 ? 
解 选取 序列 x,=- 工 ， = Ls = 
て (ze+ 今 )* 


ー。 最 然 z。。 yi，z 当 1 一 co 时 都 趋 问 于 零 ， 而 


27 十 兰 
( 天 7 7 
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f(x,) =nzsinnzx =0 


f(y.) = (2n+3) zsin(2n+ 3)7 = (2n+ 5) 7x, 


= 4 ( 37 /5。 ょ 931 
f(z,) (2n+ 3 rsin(2n+ ) テ = nt)T. 


hn->ooN flxs)->0, f(y D>+oo, f(z,)-> ~ oo0。 
据 极 限 唯 一 性 定理 ， 親 定 1m7e) 不 存在 。 

这 一 例子 导 发 我 们 寻求 函数 极限 与 序列 极限 的 关系 。 如 
下 重要 定理 十 定 理 2. 20 的 推广 

是 理 2.20 了 明 数 (xX) 在 X~>al 寺 ，j(x) 一 LL， 当 且 仅 当 对 


0 <<|x~al<k (Kk 是 菜 一 正 数 〉 中 的 任何 一 个 趋向 a 的 序列 
“sa (Xx, a) し 有 


limf (x,) ー ル 。 
証明 (i) 设 limj(x) = 工 , 对 每 一 >0, 存 在 6G>0, 使 当 


0<|xーal< ぐ 6, 有 | (x) - 了 と | <e. 


现 设 {Xx} 。 于 0， 当 ->co 时 xc。 对 上 述 6>> 0， 存 
在 N， 使 当 n>N， 有 0 过 |x, -al<a. 因 而 


if(x.)~LI|<e, 
Rjlimfjf(x )=L, 
Cii》 设 对 任何 一 x, 】 x +*ayx,->a 都 有 limf(x。) 


02 


= 工 .假定 1imy(x) = 工 不 成 立 。 那 么 存在 某 个 正 数 。。， 不 论 
6 如 何 选 取 , 在 0 く |x- a]<<6 中 总 有 xX, 使 |f (x8) - 工 |>>eo。 
取 6, = 让 ,n=1,2，…。 相 应 地 0 之 |x-al<6, 中 有 使 |f(x,) - 
LI 人 es 的 x ,显然 序 列 x, a 且 x,->a。 按 所 设 条 件 limf(x,) 


= LIL， 这 便 导致 与 |f(x, ) 一 L| 之 eo 相 矛 盾 。 

现在 按照 序列 极限 的 观点 来 完成 实数 公理 系统 的 讨论 。 
$ 1。1 的 十 一 条 域 公理 再 加 上 $1.3 的 序 公 理 ， 还 不 是 以 实数 
系 为 唯一 解释 的 公理 系 。 例 如 有 有理数 系 也 满足 这 十 二 条 公 
理 。 这 十 二 条 公理 的 系 还 没有 描述 实数 系 不 同 于 有 理 数 系 能 
够 和 直线 上 所 有 点 一 一 对 应 的 完备 性 质 。 例 如 数 轴 上 原点 之 
右 到 原点 距离 为 单位 正方 形 对 角 线 长 的 挟 ， 其 坐标 是 2 , 
便 不 是 有 理 数 。 (参看 本 书 附 录 2 ) 这 说 明 有 理 点 不 能 布 满 
数 家 , 即 有 理数 糸 不 完备 。 此 外 ,还 有 一 个 困难 ， 夺 序 列 x,， 
対 毎 一 自然 数 # 有 X。 ンカ れ 。 接 极 限定 理应 当 有 limx， =+ eo 。 


但 确 有 满足 上 述 十 二 条 公理 的 有 序 域 ， 在 这 域 中 和 大 在 序列 x， 
>>1，x,。 一 + co 却 不 成 立 (这 样 的 例子 见 本 节 的 习题 8 、9、 
10) 。 

如 果 在 有 序 域 的 十 二 条 公理 系 青 加 上 下 述 连续 性 公理 

(总 计 十 三 条 ) ， 那 么 实数 系 就 是 这 一 公理 系 的 唯一 的 解释 

7 

* ”抽象 地 定义 凡是 满足 记述 的 十 三 条 公理 的 数 系 称 为 实数 系 丸 . 实数 系 
也 被 称 为 连续 的 有 序 域 .我 们 说 公理 系 以 实数 系 Ri 为 唯一 的 解释 的 含义 是 ， 如 
果 另 有 一 数 系 义 也 满足 这 十 三 条 公理 ， 那 么 下 与 尺 , 之 间 存 在 同 构 对 应 . 即 存 在 
与 尽 , 之 间 的 一 一 戏 应 ,在 这 对 应 之 下 , 零 元 ， 单位 元 筱 此 对 应 ， 对 应 元 素 的 和 、 
积 与 元 素 的 和 、 积 相对 应 ， 递 增 有 上 界 序列 的 极限 与 对 应 序列 的 极限 相对 应 . 
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定理 C (连续 性 公理 ) 如果 序列 xyzzy…x >…> 対 毎 
一 ?都 满足 (i) xxtx (ii) 存在 数 M，x, 委 M,， 那么 存 
在 一 个 数 1 委 M，x., 委 工 且 [imx。 ニル 。 


公理 C 的 直观 形 象 如 图 3.7 所 示 。 在 水 平 轴 上 表示 *。 的 


キョ i Kj Ta a 


.图 2*7 
点 随 闭 nm 增 大 向 右 移 动 ， 但 不 能 超过 M， 那 么 必定 在 茶 一 不 
超过 M 的 点 I 左边 来 集 于 1L。 
根据 公理 C 可 以 建立 下 面 结 果 。 
定理 2・21 
(Ca) 不 存在 大 于 一 切 自 然 数 的 实数 
(8) 车 对 每 一 4，x>>H， 那 么 xs 一 Tcoe (n> の の) 。 


Co Lim =0, 
正明 (a) 邻 X. = 其 (n=1, 2 い ・) 9 且 设 有 实数 
M，M 之 x。。 按 公理 C， 存 在 数 L<M, 使 x. <L,limx. モル < 


在 极限 定义 中 取 。 = 1 ， 那 么 存在 自然 数 N， 使 当 n 之 AN 有 
L~1<x, <L+1。 


但 是 xwn+1 = N+ 1， 因而 
Lー1 ぐ N+1 ぐ <L+1,。 


因此 N+ 2 = xw+:>>L， 这 与 对 一 切 %*，x, 亿 L 巴 由。 
(p) 设 M 是 任 谷 的 正 数 。 由 (a) 存 在 自然 数 N 合 NM， 
当 n>N，x, >N 之 Mi 1x, = 十 co。 
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Ce) 设 是 任 给 的 正 数 ， 存 在 自然 数 N>-*， 那 么 当 


n>N 显 然 有 基 <s, 即 im 二 = 0， 


ゴリ 题 


1 。 设 池 数 1， Xx 一 XCo5x， 
Ca》 求 一 序列 {x 使 x. 一 +co 且 f(x,) 一 0 
(hn->00) 。 
(D) 求 一 序列 {9} 使 y, 一 +o0 且 f(y) 一 +o0 
(n->00) ， 
(e) 求 一 序列 (zj 使 ge 一 十 co 史子 (z。)…ーeo 
(no) 。 
2 .证 明定 理 2.20。 ーー 
8 。 役 対生 一 7。 技 6 ょ すう ZL (8ー と の 9 ) 。 
证 明 noo, アテ ー テ ル 。 
4 。 计 算 下 列 极限 或 判断 ce， + oo 或 一 cei 


je ht+2n—l iiy lim 于 十 4 一 1 
Ci 
1 
Dn in 
(111) Mp an a Vn 42ー2 ・ 


5 。 著 a 盖 1， 有 为 自然 数 ， 证 明 a 1+ れ (og 一 1)。 


6 。 基 gc つ 1。 征 明 lima" = 十 co 。 


7 。 若 lal<1, 正明 
(1) lima, = 0, 


b 
+ー@ 


(ii) limb(1+ata’+.+a' !)= 


[提示 』 利用 1+ata?+.…+a'-!1-= 40. 


> 、 QoX" 十 CIX ++an_ix+ta 
9 研究 虹 4 分 Co TON ni mw 《 
の ブレ ルル し テリ グーテ ー 71 、 所 
へ XX トト トト b。 ” 


为 非 负 整数 ) 组 成 的 集 Q。 若 按 通 常 分 式 相 加 、 相 来 定 
駐 か 法 己 来 法 。 选 -为 “A 元 ， -为 单位 元 ， 证 明 


$9 .第 8 题 中 分 式 当 ao>>10 定 义 为 正 的 。 证 明 @ 满 足 库 公理 
1. 妈 QQ 是 有 序 域 | 


s10, 核 习题 8，9， 证 明 Q@ 中 存在 “ 数 ”， 即 OQ 的 元 素 大 于 住 
何 自然 数 --。 这 样 的 有 序 域 @ 称 为 非 阿 基 米 德 有 序 域 ， 
11, 证 明 不 存在 有 理 数 ， 它 的 平方 等 于 2， 
[提示 ， 用 反 证 法 ， 设 既 约 分 数 - 了 _ ， (2) =2, 导出 
| gq 7 


上 
“12。 证 明 有 理 数 系 不 满足 公理 C。 
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[提示 ， 找 一 有 理 数 序列 {x,} 和 xuw<2， XRXnt Le 


并 且 满足 2 - xi マー ュー。 x, 不 存在 有 理 数 的 极限 


1 正明 公理 C 可 叙述 罰 芋 介 的 形式 , 如 林 陸別 {x,) 对 每 
ー タ 都 満 入 (DDx。」」 SG1) 太 友 数 MM。 x。>M, 那 久 邊 
を 一 数 , 学 ラメ ァ グル. 1imx。 一 Le 


第 三 章 R, 上 函数 的 基本 人 性质 


$3・1 介 億 定理 


敏 积 分 中 全 多 定理 的 证 明 ， 需 要 利用 连续 孟 数 的 基本 性 
夺 。 本 攻 启 介 值 定理 就 是 证 明 微 、 积 分 中 值 定理 和 微 积分 基 
本 定理 所 必 伏 的 。 
定理 3。1 ( 财 区 间 套 定理 ) ” 设 闭 区 间 序 询 
= {x a RXTED,} 。 N=1, 2。 の 
对 Yn (阁下 示 “ 每 一 个 ”或 “任意 的 ”符号 )，1, CEI.。 
如 果 lim (b, ~a,)= 0。 那么 有 且 仅 有 x, 属于 每 ~1,，。 


证 明 ”由 半 2，1 CI， 有 os 和 安 0:1 及 bs 委 b, ,因此 
数列 { g。 ) 不 减 且 以 b: 为 上 界 ! 数 列 {5。} 不 增 且 以 ai: 为 下 
界 ( 囲 3・1) 。 根 据 连 续 人 性 公理 ce， 存 在 数 x。 及 *。", 満足 
lima, = Xo GX 及 limb, モテ の) b, 之 Xo。 再 由 'im(b, 
~4,)= 0， 可 得 x。 = xo'， 所 以 

G, < 大 Xu 入 b ( 対 せ 成立 ) の ゅ 


图 31 
疫 述 有一 x, 也 属 王 毎 一 了 。 日 Xx) 孝 え 。。 既 然 *」。 Xo 同 i 
-68 


属于 每 一 1,， 必 定 有 |xi 一 xo | 二 5 -ea 対 ぜ ヵ 成立 。 手 是 
lim (b,—a,) > 


但 由 假设 im(b， 一 0,)= 0 |ixi-xol >C 导致 0 之 |x1 一 xol 
> 0 的 矛盾 。 于 是 证 明了 仅 有 一 个 x,。 属 于 所 有 1,、 

注 ”定理 假 设 区 间 为 闭 区 间 的 条 件 是 未 可 少 的 ,例如 半 开 区间 序列 

I ={x :0x 1 } 満足 fa+ ュ と 『。 > limCbn ~an)=l rim ニ ー6 的 条件 . 7。 是 

熏 缩 的 ， 但 它们 没有 公共 点 .事实 上 ， 设 1 有 公共 点 x,， 一 方面 xX， 之 0; 吸 一 
方面 x, 入 二 对 一 切 m 成 立 ， 又 有 x,< 0 ， 便 导致 池 盾 ， 

现在 建立 本 节 的 主要 和 定理 。 

定理 3・2 ( 介 值 定理 ) 设 函 数 f 在 Ca，b 的 上 连续 ，c6E 
R,，f (a) <c，f (5) >>c。 那 么 至 少 存 在 一 个 xe 。 XoE 


[a, bJ 。 使 (x6) ご C。 
注 、 图 3:2， 说 明 使 f Cx.) 一 c 的 x ,可 以 多 于 一 个 。 


图 3:2 
证 明令 ok = ao，Di = 0, 所 4) 等 于 co、 大 于 或 小 


于 Cc 三 者 有 且 仅 有 其 一 成 立 。 车 /( テーー ーー )= co, 取 *。 = 
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LOITOI ーー 


一 7 ー 足 理 成立 。 若 7 (2)>e 人 を a 


6」 十 り Gi 十 り 十 
ba= 一 了 < と 7( ラ <e, る り 。 Di () 


这 样 ， 1 《as》<<c，f (bs) < 成立 。 再 看 人 (テー), 


2。 十 D 


a,+b,,、 、、。 /ay 十 已 
各 (=c, 取 x。 = 3 定理 成立 。 有 有 (そう ) 


a 2 
> 令 os=a = デラ テー 若 


ュー テー s=b, 。 

继续 这 样 做 下 去 ， 或 者 在 有 限 步 求 得 x,， 或 者 得 44 闭 区 
同庁 列 tCe ，b 3} ， 后 一 区 间 是 平分 前 一 区 阅 所 得 的 两 者 
之 一 的 区 间 。 我 们 有 

D ,一 0,=2 " (bi-41),， 

耳 対 ぜ ヵ 。 有 
1 (a,) <c, f (b.) >c, (3・1) 
由 闭 区 间 套 定理 存在 唯一 x。， 对 六 Yn，xo€ [a,，b,j] 且 


lima, ニュ > limb, = Xp 


六 + CO 


由 定 理 2・297 及 # 的 连续 性 
lim7 (a.) =limf (b.) =limf (x) = チ (xo) 。 
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而 由 (3+1) 及 不 等 式 的 极限 定理 Lim (a ) 世 ce 及 limf 


(5,》 之 ce， 得 cf Cx。) Ee, 即 7 Cx。) =c。 


习 题 


ts 1, x 为 有 理 数 ， 
1 , 设 函数 /x 1 人 天 天才 
(a) 证 明 f 在 每 一 点 xo 都 不 连续 。 
(b) 设 g (x) 是 R, 上 连续 函数 ， 当 Xx 为 有 理 数 时 
gz) = 1。 证明 g(x) 天 1] (YYxER)， 

2 , 设 f(x) =anx”"tan-iX"” :+taxtado nz チ #0, m 
为 奇 自然 数 。 

(a) 用 介 值 定理 证 明 方 程 1(x) = 0 至少 有 一 个 根 。 
(b) 证 明 j 的 值 域 是 Ri 

3 , 设 f(X) =anX”" 十 dm-1X” 十 人 十 CGIXT+TQo 是 人 惕 状 乡 项 式 。 
且 anao<< 0 。 证 明 方 程 fCx) = 0 至少 有 两 个 实 根 。 

“4 , 注 数 称 为 递增 的 志 沁 若 X1 达 Xs 时 有 f(x1) 二 J (XxX:》。 设 
f 是 Ca 5J 上 的 递增 画 数 ， 了 具有 外 值 性 印 介 于 所 aa) ， 
f(b) 之 间 的 立 c 有 xXoE [asbj 使 人 Kxo) = c、 证 明 j 是 
Lg, 56] 上 连续 了 萄 数 。 


$ 3.2 最 小 上 界 ， 景 大 下 界 


本 节 证 明 有 关 实 数 系 的 一 个 与 公理 c 相 等 价 的 基本 原 
理 。 
定义 ”实数 集 S 上 界 M 志 >YxE5S，x 三 M， 也 称 集 S 以 
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M 为 上 界 。 集 S 有 下 界 丸 生字 闻 XES，xP1 也 称 集 8 以 m 
为 下 界 。 集 5 是 有 界 的 失 人 9 有 既 有 上 界 又 有 下 界 。 

设 DD 是 函数 1 的 定义 域 ，SCD， 我 们 用 1 , 表示 7 限 制 于 
集 S 上 的 函数 , 即 f ,的 定义 域 是 ， 对 xES, J,(x)=f(x)， 

由 于 述 定义 并 中 导出 

定理 3，3 和 集 5CR, 是 有 界 的 寺 >3 数 K,， サ ィ ES5S。, 
| x | ミミ K.。 員数 げ 在 S 上 有 上 界 MM そそ > ササ xES, f(x) き 
Ms 員数 げ 在 S 上 有 下 界 m ザ x CS, fx) 学 み 。 函 数) 
在 S 上 有 昇 を >3K>0, 和 Yx ES, | 1(x) | 委 开 。 


多 0 ぐ xS、 1 。 
例 如 , (x) -| 2 ー 在 S={xi0 


xSS1 上 无 界 〈 图 3.3) 。 


现在 米 证 基本 原理 ， 

定理 3・4 ”车 Ri 的 子 集 S 非 空 且 有 上 界 M， 那 么 S$ 有 最 
小 上 界 O < 即 び 基 S 的 这 样 一 个 上 界 ， 当 U'<U 时 ，5 不 能 
是 S 的 上 界 ) 。 若 集 $ 非 空 且 有 下 界 mm 那么 8 有 报 大 下 罚 忌 ( 即 忆 


(4 


差 5 的 返 欄 前 下界 , 当 / ン ルル 不 衣 天 8 的 下界 ) 。 

证 明 ”定理 关于 最 大 下 办 的 论断 可 对 集 { x: -xCSj 
应 用 二 小 上 界 的 论断 得 到 。 因 些 ， 我 们 仅 需 证 明 有 上 有 界 M 的 
集 S 存 在 最小 上 界 り 。 

如 果 上 界 MES， 取 D = M。 这 时 ， 寿 CI <U， 由 ES， 
U′ 不 能 是 S 的 上 界 。U = M 便 是 S 的 最 小 上 界 。 


di 


如果 MS。 役 り 5」=M。 取 g」 ES。 现在 看 。 (i) 


着 二 路 是 上 界 目 ES， 取 U= 代 2 即 可 。 (iD 


若 虹 一 是 上 界 不 属于 5， 今 @。 = a1，b;= 


Gr+b: 
2 


りす) 不 是 $ 的 上 界 ， 令 a = 全 雪 b=b，。 急 续 这 一 作 


法 ， 或 者 在 有 限 步 《〈i) 的 情况 出 现 ， 或 者 得 到 六 区 向 序列 


{ Ce,s 5。J}, 対 ぜ か れ 。 有 
Ca rs b ,+1 Ca,s り 。J 及 


b。 ュ コーデ (も 。- 0.) (3 ゝ 2) 


因 此 対 ぜ 4。 ザ x と 5, 
b, -0, 委 2 (Cb; = gi) ぅ as CES, b, >x。 (3・3) 
由 闭 区 间 套 定理 3*1， 了 唯一 的 U0 钳 于 这 所 有 的 区 间 ， 县 


limb,= lima, =U 。 


| ml, 得 一 と 坦 
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由 (3・*3) 対 ザ ヵ 。 ダァ と ES, b>x。 由 不等式 概 眼 定 
理 , 有 xSS び 。 即 り 切 S 的 上 界 。 若 り / ご り , 令 e = リー-U′> 
0 。 那 名 因 入 れつ oo。 g そり 。 qa, 守り, コ N, 使 Nー 有 タワ 7? 

] = リーec<aq りり 。 但 ag, € 


S，U/' 不 能 是 S 的 上 界 。 9， 和 
所 以 0 是 S 的 最 小 上 界 l ーー 
《图 3。4) 。 图 3.4 


定义 ”定理 3.4 中 S 的 最 小 上 界 7 也 称 为 3 的 上 确 界 ， 表 
未 为 leue*bS 或 sup5S。 / 

定理 3・4 中 S$S 的 最 大 下 界 工 也 称 为 3 的 下 确 界 ， 表示 方 
gs lsb・S 或 infS。 

车 用 D 〈⑦) ， 尺 ⑦) 分 列表 示 R, 上 函数 げ 前 定 叉 域 , 全 
域 ，SCD (f) ， 我 们 定义 了 在 8S 上 的 上 、 下 确 界 分 别 为 

ap supR (f,,) 。 
S 


g* lobef= 1nff= infR (f,, ) 。 
S S 


推论 若 S 含 有 最 大 数 ， 即 3 x。E5， 对 六 xE€5 有 Xx。 之 
x， 元久 x。=supS。 若 S 不 空 , U = sup5， UES。 那么 3 序 
列 {x。} CS, x。>U (っ oo) 。 也 即 半 ee>0，3x<e 
S,。 > リー 。 。 相 应 的 结果 对 infS 也 成 立 。 

推论 从 定义 及 定理 3. 4 的 证 明 中 得 出 。 

关 助 于 这 一 推论 可 以 证 明 连 续 性 公理 ce。 即 在 有 序 域 公 
理 系 前 提 下 ， 连 续 性 公理 c 与 定理 3.4 彼 此 等 价 。 证 明 作 为 习 
题 留 给 读者 。 

定义 ”以 D(I) 表 示 f 的 定义 域 ， 称 函数 1 在 区 间 ICD() 
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上 通 多 を と サメ 」。 XEI, x = f (1) <f (x,) 。 
f 在 1 上 不 減 人 > サメ 2 と ちち ァ えて テー ツチ (を) f(x2). 
在 [上 递减 所 他 站 xx Ez 一 > f(z D>f (xs )。 
げ 在 上 不 道 を 学 ザ ァ 」。 と か XX 一 > f(x ュ ) 学 (>) 。 
上 述 四 种 函数 统称 为 单调 函数 。 
单调 函数 不 必 是 连续 函数 ， 例 如 阶梯 函数 ー 

f: メーー テ ル 。 nn -1<<x<n ， 

n= {,2, ee ] 中 一 一 
其 图 象 如 图 3・5 所 示 。 单 调 函 
数 可 以 二 无 界 的 。 例 如 : x~> 
二， 在 1= {x: 0<x< 
1} 上 単 油 是 元 界 。 


下 面 关于 单调 函数 单 边 极限 存在 性 定理 容易 从 定义 及 定 
理 3'4 导 出 。 它 的 证 明 留 给 读者 。 

定理 8・5 设 /是 区 间 T 上 单调 有 有 界 的 函数 ，。 那么 /在 [的 
每 一 点 单 边 极限 存在 。 如 果 ! 是 无 限 区 间 ， 那么 当 x 在 相应 广 
站 趋同 元 究 时 j 的 极限 存在 。 

”和 容易 直观 地 想象 到 在 区 间 上 单 增 、 连续 函数 / 的 租 域 RR 
(f) 是 一 个 区 间 。 其 实 不 必 单 调 ， 凡 连续 函数 它 的 值 域 R (7) 
必 是 区 间 , 为 了 证 明 这 一 定理 3.7， 先 来 证 明 关 于 这 间 特 征 的 
定理 。 . : 
定理 3・6 集 SCR ,是 区 间 志 >> (1)3X1, xX, ES,X <X,, 
(ii) 对 YX1, Xs ES, XxX1<Xs= [Xi,X2ICS, ~ 

証明 者 S 是 一 区 间 ， 虽 然 S 具 有 和 性质 (i) 与 〈i) 。 
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其 道 ， 可 分 几 种 情况 研究 ， 

情況 1 ，S 有 界 。 令 a= infS,， b=supS。 设 xE€ (a, 5) 
天明 xCS。 2 

因为 a=infS 及 a<x， 据 定理 3.4 推 论 , 有 断定 3X1 ES，x 
<x。 而 由 =sSupS 及 x<<b, 同 理 j xs: ES，xz>>X。 由 (ii) 

[xi，x?] CS。 而 xE [xi，x:] ， 所 以 XES。 于 是 (o， 
b) ご S。 这 样 一 来 ， S 或 为 (a, 5) 或 为 以 a， 5 祥 端 点 的 団 
区 同 、 半 草 区 同 。 

情况 2 5 无 界 。 不 妨 设 S 有 下 界 无 上 界 ， 令 a = int 8$， 
那么 SC 〔o, oo) 。 设 x 之 a， 我 们 来 证 明 x ES。 按 情 沈 1 
的 同样 理由 ， 3 x1 ES，xi<x。 因 为 S 无 上 界 ， ヨコ XxX。€5， 
メッ >X, 由 (11) x と (Xi。 %s) ご $。 了 生得 到 5 [a， co) 
或 S= 〈a，co) 。 

当 S 无 下 界 有 上 界 或 无 下 界 也 无 上 界 时 ， 类 似 可 证 $ 是 
エー-o,。 5 ち 5] 或 (=-co，b) 及 S= (~eo，oc) 。 其 证 明 请 
读者 完成 。 

”现在 来 证 明 改 进 了 的 介 什 定理。 

定理 8・7 设 1 是 定义 在 区 间 1 上 的 不 恒 等 于 常数 的 连续 
殉 数 ， 那 么 J =R(f》 是 ~- 区 间 ， 

证 明 证明] 具有 区 间 的 特征 即 定理 3.6 的 (i) 及 (ii) 
的 性 质 。 

由 f 在 I 上 本 全 为 常数 ,那么 J 译 少 含有 葛 个 扣 ， 住 质 (i) 
成 立 , 现 设 y ,过 y; yy，y2: に J。 < 二 > 3xi， Xx,€1, f (x1) 
ys Ff (Xs) =y,, 不 妨 认 为 *! 志 XxX,。 由 f 在 [Xx1， X2J 
上 连续 ， 可 以 应 用 介 值 定理 对 类 cE[y19y2] ， 入 Xo 七 
[Cx,，x:] 使 1(x。)=c。 于 是 cEJ， 即 J] 具有 性 质 (10)。 
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注 定理 $Y 中 , 当 j 王 【g, の ), J 不 必着 (で o) ，f (5⑤) 所 決定 的 区 同 . 
団 3*6 所 ぶり ta) ， 了 《0) 0 是] 的 真子 区 疗 ，Lf (4) , (56) J 包含 在 了 内 
但 不 圭 于 J ,注意 了 有 有 壳 了 无 务 ， 了 无 务 了 有 守 的 情况 都 可 能 出 现 . 例如 了 ;x 


と リー x 0 く テ で 1 其 一 (1+eo) . fi x2 fs! 


x 


.00 x 区 十 oo} 其 J 二 (0 , 1. 


图 3*6 


于 【0，co) 上 研究 画数 fx テ ァ "(7 紋 目 然 数 ) 。 因 
为 f (0) =0。 (x) 递增 ， 且 limf Cx) = + ceo， 由 定 


理 3、7。 的 值 域 为 5 0，%) 。 因 此 六 x 之 0，3 数 yy 之 0 
使 六 = x。 当 y’ ン ッ ー タ ッッ y= 当 Y' 之 0 有 yy’'<y=> 
(< = x。 因 此 y"' =x 的 解 y 是 唯一 的 。 把 y" =x 的 解 


y 记 为 x"， 消 数 x 一 > x"， > で (0。 Co ) 。 接 第 二 章 前 方 法 可 
以 证 明 它 是 连续 的 《也 可 参看 定理 4.17)， 


ご) 题 
习题 1 一 8 求 1.usb.S 与 gb.S, 并 指出 它们 是 否 属于 S。 
1 。S=fx10 ぐ SS3 ) 2 。S=tz・ ダ デー3 ぐ 0} 


7/ 


3. S={x :x*-2x-3<0} 4 。S={ ッ > = ーー メ 0) 


5 、8=(5。 Sa ダー 。 ヵ =1。2。…) 


7, S= {x <。0 く ヶ ぐ 5。 cosx= 0)} 


8 .S=txzi [x[<10, sinx= =} 


9 。 设 S= {S.: SS,。 三 1 十 De n=], の |) 证 明 3 是 $S 


i -1 
的 一 个 上 乔 数 。 
10, 设 $S,CS,， 证 明 infS, 寺 infS,，supSl 志 SUpS;,。 
类 ] ] . 设 S1，Ss，*…S,… 为 给 定 有 的 集 。 冠 义 B; = supS;， b,; = 
infsS, 
(a) 年 明 若 S=S」US,U… US。, 那 久 
SUDS = max(B;, B,, B,), 
infS= min(b;, bs, の ちり 。) 。 


(も ) 著 $ 是 无 限 个 集 8; 的 并 S= U S$, ， 确 定 


supS 与 {B,}，infS 与 {b;}) 之 闻 的 关系 。 
(Cc) SS NS,, 县 去 の 求 以 しり ,) {B,} 
表示 supS。 infS 的 公式 。 
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12。 几 定理 3e4 的 推论 证 明 连 续 性 公理 c [提示 ， 设 
B=sup {x,j},. 证 明 当 n>c0，x, 习 B,J 

13。 证 明定 理 3*5。 

14。 证 明定 理 3*6 中 当 8 无 上 界 也 无 下 罩 时 ，S =(- coyco)， 

15。 设 给 定 集 SICRI，S: CRi。 定 义 S= (< ニテ 』 十 2 ぁ 
xi」 に Si」。 x ES,}, 用 SupS;, inf S, (i=1, 2) 
表示 supS 及 infS. 车 -SI= {x: 一 x E55:}， 证明 
SuD( 一 ぶ 」) =intS」。 

“16。 设 9 是 两 两 最 多 有 一 公共 点 的 有 限 个 闭 区 间 I I 
…] ,的 并 集 , 设 f 定 义 域 是 S 且 在 每 一 1; 上 是 单调 的 ,证 明 
定理 3:5 对 函数 成立。 举例 说 明 S 为 无 限 多 个 闭 区 间 的 并 
时 ，S 无 界 或 S 有 界 ， 定 理 3"5 的 结果 都 可 能 不 成 立 。 


$3.3” 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 所 定理 


设 Xi Xoy og Xs (3*4) 
是 实数 序列 。X1， タッ X59 ツテ 2 ッ X55 Xss X11 “"" 者 
是 序列 (3・4) 的 子 序列 。 一般 地 , 若 k1> kz> ka … 其 月 
然 数 的 化 增 序列 ， 称 

Kis Xess ry XEny 
为 〈3。4) 的 子 序列 。 记 yi1=Xis ダッ ニュ っ "9 Yr = Xi 
…， 就 可 以 避免 双重 下 标 ，y:，?:，…，?，… 丰 《3.4) 的 
子 列 。 

当 序 列 (3・4) 有 极限 工 ,我 们 也 说 序列 {x,} 收发 于 工 。 
很 明显 ， 序 列 〈3,4) 收 俩 ， 它 的 任何 一 个 子 序列 收敛 于 同 
一 极限 。 在 分 析 中 常常 遇 到 从 给 定 序 列 中 挑 收 敛 的 子 序列 的 
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问题 。 例 如 序列 


a 5) 
的 子 序列 

9 _2 4 _6 2k 

”3 5 77? Tokti’? 

1 3 5 7 2k—1 

2 4 6 8， ，” 2k 2 


是 分 别 取 〈3*5) 的 奇数 项 及 偶数 项 得 到 的 。 它 们 分 别 收 伍 
于 一 1，,1 ,但 原 序列 《3。G5) 不 收敛 。 给 出 一 序列 存 在 下谷 
子 序列 的 条 件 的 一 个 基本 定理 是 本 节 的 波 尔 查 诺 一 处 尔 期 特 
拉 斯 定理 。 这 一 和 定理 是 我 们 证 明 连 续 函 数 重要 性 质 定理 等 放 
多 定理 的 工具 ， 并 且 从 中 发 展 出 第 六 章 距 离 空间 中 的 列 始 性 

定理 3・8 〈 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 有 办 的 实 
数 序列 {x,} 包含 有 收 钙 了 序列 ， 

証明 用 闭 区 间 套 定理 从 有 界 序列 {x,} 中 挑 出 一 收敛 
子 序列 。 不 妨 认为 {x。} 含有 无 多 个 反 。 

{x,} 是 有 界 的 ，3 闭 区 间 I = {x:a き x きき b} 包 合 


a+b 


(xz,} 的 所 有 点 。 以 -2 二 > 分 为 等 长 的 两 闭 子 区 间 。 至 少 


有 其 中 之 一 含有 {x,}】 的 无 眼光 个 点 。 以 1 = tx a きき x き 
b 1 }) 表示 这 一 子 区 间 ， 并 从 7 所 含有 的 tx.} 的 无 限 多 个 所 
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中 选取 一 个 x,, ， 记 为 y1 = x,,， 再 以 1 的 中 点 全 二 分 1 为 


等 长 的 两 财 子 区 间 。 与 前 同样 ， 至 少 其 中 一 个 区 间 含 有 {x.】} 
的 无 限 多 个 点 ， 以 I = {x : esx る eb。」} 表示 这 一 子 区 间 ， 
因 I1, 含 有 {x,】 的 无 限 多 个 把, 能 从 中 选取 一 Xx:,，nis 之 ni， 
记 为 y, = x*，。 继 续 作 下 去 得 团 区 间 序 列 

l= {x a 人 xebi}, た = 2，3，… Kg 
及 {x} 的 子 列 yz = Xa El hi-1<ns 
7, 具有 性 质 ，I 包含 xX} 的 无 限 多 个 点 ， 且 六-TCT， 


1 、 、 
DG oF (b-a) 一 0 〈(k-eoo) 。 据 闭 区 间 套 定理 3 唯 
一 的 xn CTI,, k=1l, 2。 の れい 。 
现在 证 明 limy; = x。. 事 实 上 册 
dg SS りら ょ k=1l, 2, の hy 


而 limas = limb。 = xs， 由 两 边 夹 定理 《定理 ?.10》 得 


lim YE = Xo CI を 
注 ”由 定理 的 证 明 可 知 ， 当 {xwj 王 闭 区 间 1, 则 收 熏 的 子 列 的 极限 x,E 1 


2】 题 


习题 1 一 7 确定 所 给 序列 是 否 收 仇 。 在 序列 不 收 你 的 情况 
时 ， 至 少 挑 出 它 的 一 个 站 你 的 子 序 列 。 


= ニ (-1)*(1ー ニ 1+-D 
1 。x。= 1) い 二 ). 2 。Xn= 工 十 n 人 


9』 


3 。* ュ =(-1)*(2 2 や 7)。 4。x，= ター ニー 


. HN 
5 。%。 デー ツー ニー。 6 。x = Sin— +COsHF, 


7。 X; =(1 -元 )sia っ 。 
8。 设 {x,} 收 化 于 L， 证 明 {x,) 的 每 个 子 序列 {y,} 都民 
效 于 工 。 
9。 (a) 六 是 一 自然 数 ， 写 出 一 序列 使 它 人 多 有 分 别 收 歼 丁 六 
个 不 同 数 的 六 个 站 仇 子 列 。 
*# (0) 写 出 一 个 序列 ， 它 有 分 别 收敛 于 无 限 多 个 不 同 的 数 


1 
的 子 序 列 。 [提示 ， 例如 序列 1 25, 3 7 


j } 1 ] 
ーー eh i 本 蜗居 一 一 加 一 一- 一 一 一 、 


别 收效 于 1,2，3 的 子 序列 ] 


$3.4 有 界 性 及 极 值 性 定理 


本 节 建 立 闭 区 间 上 连续 函数 的 值 域 有 界 且 包 仿 它 的 上 、 
下 确 界 的 定理 。 这 两 个 定理 不 仅 对 证 明 微 分 学 各 基本 和 定理 冰 
不 可 缺少 前 ， 其 重要 意义 还 在 于 它 被 准 广 为 一 般 形 式 之 后 
《网 第 六 之 》， 在 答 多 分 术 分 六 当中 被 应 川 。 


$2 


定理 3・9 (有 界 性 定理 ) 设 f 的 定义 域 是 闭 区 间 1= {x 
: dx 二 6b} ，f 在 1 上 上 连续， 那么 j 的 值 域 是 有 界 的 。 

自明 ” 若 不 然 ，f 的 值 域 元 界 将 导致 予 盾 , 当 值 域 无 界 ， 
对 六 自然 数 %，I x El1， 便 [f(x,) | 二 n。 而 {xa} 是 有 办 
序列 。 据 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 { x, } 有 一 收敛 子 序 
タカ 」。 yas ys Yrs 《yy = Xin) limy. = Xa .六 为 [是 


闭 区 间 ，x。 EI。 由 1 在 I 上 连续 当然 在 x 点 连续 , 由 连续 性 及 
定理 2*20。 有 
limf (y,) =f (を 。) 。 


这 与 |f(y,)》| = が ze | PN + (>co) 帮 悦 。 

注定 理 3 中， 假设 /定义 域 为 闭 的 是 不 可 饼 少 的 条 件 . 例 如 函数 厂 : x-> 
-在 半 开 区 加 [一 {x : 0Sx 慷 直上 和 连续， 但 /在 I 上 无 办 

定理 3・10 〈 极 值 性 定理 ) ” 设 f 的 定义 域 为 于 区 并 = 
{ x: oa<x<b ll ,1 在 I 上 连续 , 那么 3x6o，Xx1 ET 了 ,使 对 站 x 了， 
有 fx 和 fx) 委 fxi) 。 即 了 在 [上 取 到 它 的 最 小 值 及 最 大 
值 。 

证 嚼 ”由 定理 3.9,f 的 值 域 R ⑦) 是 有 界 集 ,定义 

M = supf (x) ， m = inif (x) 。 

要 潤 明 コ x。, x EI1， 使 1(x。)=m， 了 (x1〉= MM 我们 仅 证 其 
jxX1，X6o 的 存在 性 证 明 是 类 似 的 ， : 

假定 MER(f) 定义 函数 F 


Mf 
因为 M- jx)》 >0 対 サ x ビ 成立 。 記 以下 方 在 了 上 有 征 又 的 
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正 值 连续 函数 。 据 定理 3.9。R(E) 有 界 。 定 义 M sup F(x), 
那么 M> 0 且 对 x EI， 有 


0 < ぐ 好 即 f(x) <M- = . 


M ~ f(x) 


但 f(x) <M- 一 与 M= supfj(x) 相 矛盾 。 因 此 MER(H)， 


注 ”定理 3. 10 之 I 不 设 为 闭 区 间 ， 定 理 结论 不 真 . 例如 了 ; x>2% 在 半 开 
1 一 {x ;0 入 x<1} 上 连续 在 I 上 不 能 取 到 最 大 值 ， 其 值 域 是 (40 ，17》 不 包 
含 上 确 界 1 .此 外 ， 定 理 3.10 肯 定 x,，x ,分别 至 少 存在 一 个 ， 可 能 出 现 若 干 最 


大 值 或 最 小 值 点 的 情况 ,例如 / : x->sin4x x 在 I={x: 0 く x く 11 上 的 ** テ エー 


x" 二 都 取 到 最 大 值 1 . 


83.5 一 致 连续 性 


函数 于 点 xo 连 续 性 的 定义 里 ， 对 每 一 预先 给 定 的 正 数 s 
能 找到 相应 的 正 数 6 〈$2<1) 。 这 里 6 当然 依赖 于 ze， 同时 
也 依赖 于 x。 的 选取 。 当 对 定义 域 的 所 有 x 点 能 有 辐 一 个 6 的 入 
况 出 现时 ， 我 们 说 了 具有 一 致 连续 性 , 

定义 ”函数 1 在 定义 域 S 上 一 致 连 续 所 字 对 立 8e>0，3 
相应 的 6>0， 使 当 xi，xzcS 且 |xi-xsij<0 时 一 > 
|f (x1) ー f(x;) | ぐ g。 

一 致 连续 性 的 重要 条 件 是 指出 对 S 中 所 有 xi，x: 有 同和 任 
的 。 

连续 函数 在 闭 区 间 上 一 致 连续 的 性 质 在 证 骨 称 分 学 的 避 


本 定理 中 起 重要 作用 。 第 六 章 中 它 的 一 般 化 定理 在 分 析 中 同 
样 也 有 很 多 应 用 ， 
在 S 上 连续 的 函数 可 能 不 一 致 连续 。 例 如 


} 
{: ァ テ ーー xcES= {x: 0 ぐ で SS1} 。 


显然 1 在 S 上 连续 。 对 给 定 e 汪 0。 如 取 & = 1。 找 不 到 使 
fx) fx2) | 之 8， 对 一 切 x，, ，x: 成 立 的 6。 如 图 
3・7 所 示 , 当 x, x。 越 接近 0 点 , 函数 変化 越 “ 陸 ”。 
要求 6 越 小 。 以 致 没有 一 臻 适用 的 正 数 6。 事实 上 ， 取 


图 3:7 


ァ ュ ニー。 %2 = 一 ,这 时 [fx1) ~ xs)| =1。 面 |x, -x;| 


， 不 论 取 定 6 >> 0 如 何 小 ， 当 nn 足够 大 ， 可 1 


tl 
n(nt+l1) 
x = Xx2| = < 6 。 jf(x1) -f(x:)| =1 并 不 
小 于 1。 
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f . xX 一 X S ニ テニ ュ ァ 1 0 和 yx 委 1 ) 。 (3。6) 
区 >0, 要 求 一 6>0 ,使 当 |xi-x:1<6 有 |xi2-xy2| 


<<s， 对 S 内 一 切 这 样 的 x;，x: 成 立 。 为 此 取 6 = -> 。 注 意 到 
X1，X: 古 小 于 工 的 正 数 ， 那 女 
X= |x1+x,| ° [x1—xz | ぐ <2 =e £ 


这 一 不 等 式 对 [0, 1〕 中 一 切 满足 |x1 一 xs| 达 6 的 x1，x， 
成立 . 
定理 3・11 (一致 连 续 性 定理 ) 设 函 数 ] 在 闭 区 间 I 工 = {x 
: o<x<b } 上 连续 ， 那 么 f 在 I 上 一 致 连续， 

证 明 ”假定 } 在 7 上 不 一 致 连续 将 导致 矛盾 。 设 fj 在 [上 不 
一 致 连续 。 3j eu>> 0 ， 对 它 不 存在 6 之 0， 具 有 人 性质， 当 
ーーx2 <o 有 [fxi) 一 了 (xs ) | 之 eo 对 I 内 一 要 这样 的 X14， 
x, 成 立 。 也 即 不 论 6 如 何 小 ， 如 取 6 = 一 -， 也 能 找到 x,"， 


nt 
>。 El, 满足 
lx ーー 一 且 げ (x。 の ) -TOx.7 zs (37) 


按 波 尔 查 诺 一 外 和 尔 斯 特 拉 斯 定理 ,有 界 点 列 { xx“ 上 有 收 伍 子 
列 {xis。 }，{xs, ) 收敛 于 其 一 xe。 由 1 在 财 的 ，xoc1。 


1 1 1 
那么 ， 由 |x/ ーー 信二 出入 
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也 有 {x } 收敛 于 同一 点 x。。 由 f(x) 在 xn 连续 及 定理 
2。20, limf(xi, 9 = limf (x 7 = 了 f(xo)。 由 此 导出 


fx 7) -fx 77) 一 >0 (n>) ， 
但 这 与 (3・7) 式 相 了 矛盾 。 


注 x っ エー, xES={x:0 く x<1} 不 一 致 连续 ， 说 明定 理 3*11 区 间 1 


是 闭 的 要 求 不 能 去 掉 ， 当 然 在 开 区 间 上 甚至 无 穷 区 间 上 函数 也 可 能 是 一 致 连续 
的 .例如 / x-> 土 ，xE Si 一 {x :1Sx<eoj 在 8 上 一 致 连续 .对 这 些 情况 应 当 
具体 分 析 . 


习 是 


1。 设 f 是 在 闭 区 间 1= {x :a<x<b5} 上 连续 且 递 增 的 店 
数 ， 证 明了 于 的 值 域 是 区 间 [f(a)，f(b)] 。 

#2 用 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 证 明 极 值 性 定理 。 

3。 举 出 在 $= {x :0 二 x 之 oo 上 连续 且 有 界 的 要 数 刀 在 S 
上 极 值 性 定理 不 成 立 。 

4。 设 f 在 闭 区 间 1 及 1, 上 连续 ， 证 明 了 在 S= Ti UTI: 上 一 致 连 
续 。 


5。 证 明 函 教 1 : x-> 在 9= {x :1<x<+eo} 上 一 致 连 


续 。 = 
6。 证 明 函 数 j :x>sinx 在 S= {x - co<x<+cey 上 一 
7. 设 在 1 = {1x:a<x<bj 上 连 续 , 且 lim f(x), limf(x) 
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iim f(x), 当 x = 4, 
Xt 


存在 。 证 明 函 数 太 = | g ぐ ぐち 
\ lim f(x) x=b 


任 fay,D] 上 -一致 连 续 ， 
8。 判断 函数 : x->sin 一 ， xET= {x :0<Cx<1L } 在 1 上 是 


天 一 臻 连续。 
9。 按 定义 证 明了 ;x 一 wx 在 1= {x :0 世 x 太 1} 上 一 致 连 续 ， 
10. 设 f 往 半 开 区 间 1= {x : 0x1 } 上 一 致 连续 , 在 1 上 是 
合 有 葛 ? 


S3・6 哥 西 序列 与 哥 西 准 册 


序列 { x。} 収 叙 隆 級 限 的 定 叉 基 対 g グ 0 。 3 自然 
数 N, 使 当 7, 有 有 


| x， -Lil<e, (3*8) 
如 果 妥 判断 给 和 定 的 厅 列 是 否 收 伍 ， 常 常 是 数 工 并 未 给 出 ,| 这 
样 〈3・8) 的 条 件 由 于 不 知道 L 不 能 直接 验证 。 由 此 可 见 ， 


在 LL 未 给 出 的 情况 下 找 出 判定 序列 收敛 性 的 准则 就 是 很 重要 
的 了 。 如 下 所 述 的 准则 首先 由 哥 西 给 出 ， 
定义 ”无 限 序列 { x } 称 为 哥 西 序列 专人 > 对 千 。 这 0， 
3 一 自然 数 N, 使 対 一 切 カ NM。 rt ン N 的 m, が) 有 
lx。 Xn le. 
定理 3*12 《 哥 西 收敛 准则 〉》# 序列 {x，)} 收 化 的 必要 充 
分 条 件 为 { x. } 是 哥 西 序列 。 
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证 明 ” 先 证 必要 性 ， 设 序列 { x，} 收 伐 ， 那 么 它 征 哥 西 
序列 。 以 工 表示 {x } 的 极限 ， 对 忒 >0， 由 收 敏 的 是 
义 ，3N 使 当 n>N， 有 


| x, ー ル | マー ジテ ® 


设 x, 是 {x。 } 的 一 个 和 全 站 航 开 给。 条 


ix xal=]x 一 エキ ルータ LL 上 | エー テ 。 <e。 
于 是 (xs 上 大 LM 了 
现 证 充分 性， 设 诺 习 《x 1 生理 站， 那么 {x， 上 收 
首 于 省 轩 (xx ) 時 根据 哥 占 序列 的 定义 取 s=1， 


。 使 当 サ m ン N。 及 イヤ nr> ン No リン = 
Nor 得 到 |x ー タ ma 中 ぐ 1 対 Yr ン Ns 成 立 。 子 基 , 対 
n>No 

lx l= |x — XN, +! TF XN ti 

[x — xn ri [+ xn +1|<1l+ ar, 111 
六 总 到 N。 是 固定 入 自然 数 。 记 M =max {1xil, |xzl, es 
xy bd nl 1 对 半 有 1xs <M， 即 {x, 了 元 
有 界 序列 。 

对 {xs } 应 用 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ，3{x，!} 
的 子 序列 {xe,，)}， {Xr} 政 合 于 极限 L， { xs } 也 收 鲸 于 
,。 事 家 上 , 対す g ン 0, tx。} 是 哥 西 序列 ， 3N」, 使 对 


Wi>Ni，Yn>Ni 有 |x, -xn|<-2。 面 又 由 {x1，} 收敛 


ギル 。 コ N。, ， 当 n>Ns 有 |xs -II< 3， 记 N=max {Ni 
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Ns } ， 对 Yn>N， 注 意 k, 之 n， 便 有 
Ll = |Xx,. ~ xt, + xXx, —L| 
xX xr LI くす + る 8 
于 是 {x, } 收 全 于 工 。 
例 证 明 x， = =] PA ・ 是 環 西 序列 . 対 サ e>0, 


选 一 大 于 二 的 整数 N, 对 六 mm 


| = | OSHT_cOsmR} mlcosnr|+nlcosmrl 
| Fn 用 ーー 
_ m+n 
mn ~“ 


Wm>n>N, ーー = <2 /二 =e， 


mr 


即 |x。 一 Xx, | 之 e, 因 此 { x, } 是 哥 西 序列 。 


S3・7 汉 昔 一 波 赖 尔 与 勤 贝 格 足 理 


本 节 将 证 明 今 后 发 展 微 积分 很 有 用 的 互相 等 价 的 两 个 定 
理 。 它 们 在 证 明 一 致 连续 性 时 特别 方便 。 在 第 六 章 还 将 给 出 
它 的 一 般 化 结果 ， 

通常 以 光 表示 集 族 , 例 如 研究 区 同族 


(ュー <x<1) 。 n=2, 3, 4, (3・9) 
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(3・9) 的 区 间 族 多 是 以 区 间 为 元 到 的 集 。 区 间 本 身 又 是 实 
数 的 集 为 了 不 发 生 混 消 ,把 多 叫 作 族 ,必须 小 心地 区 别 多 中 


的 区 间 的 点 与 区 间 本 身 。 区 间 J = { x : -二 <x <-3-】} 不 是 


多 的 元 素 ， 可 是 J 的 每 一 点 含 于 4> 2 的 每 一 1, 内 ， 

定义 “区间 族 .多 称 为 集 SCSCR,) 的 覆盖 < 会 立 x CS, 
:至少 属 于 .多 的 一 个 区 间 内 。 

例如 区 间 族 (3・9) 覆盖 了 集 S= {x :0<x<1}， 因 为 


sf 和 SS， 当中 全 スゴ 。 


我 们 感 兴趣 的 是 : 当 , 多 是 无 限 多 个 区 间 的 族 , 多 履 一 了 
华 S, 能 否 从 .多 中 挑 出 有 限 多 个 区 闻 组 成 多 的 一 个 有 限 的 于 


族 还 能 覆盖 集 ,例如 族 F” = (kk =( ニ エモ ッッ ネリ 


n=1，2，… } 覆盖 了 S= {x: 0<x < くう, 宛 不 存在 能 
狗 硒 芋 s 的 有 限 的 子 族 (习题 13)。 可 是 对 任 一 6 之 0，e << 却 ， 


51= (xie<xー テ ) 存在 有 限 子 族 { ki ka> …k.) 


六 了 Sb 紫 邊 7 +2>ー- e 
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常常 间接 地 定义 区 间 族 ， 鲍 如 ， 设 1 : x-> -二 其 定 义 域 


D= {x: 0 て x く 1 } .对 a ED 满足 |f(x) - (の 1 -的 
解 x 的 集 为 


_f 。 3a 3a 1 


ZL 组 成 的 族 多 = {し 。: a€ED } 覆盖 了 集 D， 但 .不 存在 能 

奔放 DD 的 有 限 子 用 《习题 16) 。 

p 之 所 以 不能 被 . 的 有 限 子 族 所 改 盖 ， 其 原因 在 于 D 是 
半 开 区 间 ， | 

定理 3.13( 汉 茵 一 波 赖 尔 定理 ) ” 设 开 区 间 族 多 覆盖 
了 闭 区 间 1 = {x : a 和 x<b } ， 那 么 存在 .多 的 有 限 子 族 仍 能 
覆盖 1。 

证 明 用 反 证 法 。 若 1 不 能 被 8 的 有 限 子 族 所 履 盖 。 以 I 
的 中 点 分 1 为 两 个 等 长 的 闭 区 间 ， 则 至 少 有 一 子 闭 区 间 不 能 
被 .多 的 有 限 的 子 族 所 覆盖 ,以 1 表示 这 一 子 区 间 ,1 = [ai， 
b1], 继 续 分 1 为 两 个 等 长 的 闭 子 区 间 , 以 1, = Cas ぅ ち 。] 表 示 藤 
中 不 能 被 .多 的 有 限 子 族 所 覆盖 的 一 个 子 区 间 。 继 续 这 一 步 
了 又， 得 到 闭 区 闻 序 列 


/。 デ し < 0, SS%SS り 。 }， n=1, 2。 の 。 


每 一 L, 都 不 能 被 多 的 有 限 子 族 所 覆盖 ， 但 由 于 0 g。 = 
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( ゎ -a) っ 0 (n>co) ， 据 闵 区 间 套 定理 ， 存 在 属于 记 有 
1 中 的 唯一 反 xo。 有 既然 多 桥 访 了 工 ，xoE 了 IT， 存在 .多 的 元 
素 7= {x kg ぐ x ぐ 8 } 含有 xo。 即 
< xi 8 
由 lima, = limb, ー Xos 当 N 足 夏 大 困 , 有 
a<aw<xo<bry<B。 即 IvCy . 


这 样 及 竟 被 .多 的 一 个 元 素 J 的 有 限 族 所 履 盖 。 这 与 Iw 不 能 被 
有 限 多 个 多 的 元 素 的 子 族 所 客 盖 的 性 质 相 矛盾。 于 是 定理 
被 证 明 。 

注定 型 3.13 中 为 闭 区 癌 的 “ 闭 ” 字 是 不 可 少 的 ， 我 们 已 举 出 了 反例 . 现 
在 举例 说 明 区 闻 改 为 无 穷 区 间 结 果 也 不成立 ,例如 区 闻 上 一 {x ;0<x<co} 被 
ZZ ,一 {K，: KK 一 (一 1，P1 二 1， 一 0，]，2?，… } 所 覆盖 ， 但 有 不 能 被 人 3 
的 有 限 子 族 所 覆盖 ， 

汉 英 一 波 赖 尔 定理 通常 称 为 有 限 覆 盖 定 理 。 和 它 等 价 的 
另 一 种 有 用 的 形式 称 为 勒 员 格 引 理 。 

定理 3.14 〈 勤 贝 格 引 理 ) 设 一 开 区 间 族 .多 覆盖 了 财 区 
间 1= { x: ae 委 x 委 5 } ， 那 么 存在 一 正 数 p?， 对 每 一 c E€1， 人 能 
使 区 间 J.= (c-p，c+p) 包含 于 .8 的 某 个 元 素 内 。 

正明 ”由 . 久 履 盖 了 1, 六 cE1，j .FF 的 元 素 11 = {x :as 
<x<Bi}, cEI,.. i 记 20,.= min{(c-d.) 。 (8。ーc) } 
(图 3.8) ， 区 间 (c-26,., c+260,.) CI.itK,= (cc 一 60;, 
c+ 06。) 图 3.8 (图 3。9〉， 设 多 是 所 有 Kc 组 成 的 族 。 注意 对 
celI ] 


K;CI,, モグ 〆 。 
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アー ペー 
ニャ ーーーーーー ト ーーーーーーーーーーー ト ーー 
de a A ーーー ド > 一 一 一 人 
+ Se he OT 
le ダー dr ど C+ 好 < 
图 3・8 图 3:9 


多 覆盖 了 上 ， 由 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 多 的 有 限 子 族 多 ,覆盖 
了 了 7。 多 ,的 元 素 表 示 如 下 ， 
Ks,, Ki,, Ks,, 


记 0.o=min(to，c，… 0 。 以 下 证 明 p = d。 , 便 
満足 定理 的 要求 。 即 正明 , 対 cC7。 了 。= (c~p，c+p) 
包含 于 .多 的 茶 一 元 素 内 。 事 实 上 ,对 半 cE€1，3 多 ,的 某 一 元 
束 反 :, = (Cc; 一 0 > Ci 填 の si) ， cE 玉 ci。 很 明显 
Je=(c~p, ctp)C(ci~o0e -pp, citodecit+p)=1’. 
由 p 委 4，71 CE = (cr 一 20。。 c,」 よ 20。,」) 。 据 264; 定 义 
グー li EZ, 子 起 , Tee, Te C.F ( 関 3<10) 。 
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2 う ) 题 
う 3 欧 1 一 6, 者 断 欠 定 訂 列 迷 召 類 禁 西 評 列 。 若 不 天 斗 西 


序列 时 ， 至 少 找 出 它 的 一 个 子 序列 为 哥 西 序列 ， 


} 。 


9。 


8 。 


10。 


1 1 
Xn 二 2 。 ん 。 = ます 
る る 
AR 于 四 1 
っ カ 人 
x = sin( tT + 6, x, =(1+(-1" + 
ud 3 于 各 冉 py 


RS 一 >u,;,s, 一 > uil, n=1,2, .如 果 1inmS，。 
) =1 i= i ーー 
= 3， 证 明 S, 妆 铸 ， 
用 哥 西 准则 证 明 闭 区 间 套 定理 《定理 3。1) 。 【提示 ! 证 
明 闭 区 间 端 点 as，D, 痢 组 成 哥 西 厅 列 。 ] 
设 f 的 定义 域 包含 I= (xig ペ x く も 且 imJf(x) = 工 


证 明 对 芝 sg>0，362>0， 使 得 满足 - 6<<X<b，D- 
9 の ぐ ッ 5 的 任 何 x。 >。 都 有 |f(x) 一 了 7) 1 <e。 

证 明 习 题 9 的 北 命题 成 立 。 即 设 阅 8E 盖 0， 3 6>>0， 使 满 
足 b 一 6<x<b:p-6<y<b 的 xy 有 |f(x) 一 7(y) [<e. 
那么 了 茶 个 工 使 limf(x) = 工 ， 


综合 9。10。 可 得 f(x) 在 x->b 时 极限 存在 的 准则 。 通 党 
称 之 为 关于 函数 报 限 的 可 西 准 则 。 
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11 。 


12。 


13。 


』4。 


15。 


dh 


把 习题 9 中 1 换 为 J= {ro で で eo 】 。 设 limf(x) = L, 

皇 明 』 訂 す e ン >0,。 3M>0, 使 一 区 メン M。 y ッ >M 右 
f(x) — f(y) 1<e. 

这 一 命题 的 逆 命 题 成 立 不 成 立 ? 

设 1 在 1 = {XxX G<X<CD } 上 一 至 连续 证 明了 (Xx) 在 


4，b 的 单 边 极限 limf (x)， limf (x) 都 存在。 车 以 这 机 


限 值 作 为 济 数 在 ac， 上 志 的 值 ， 那 么 所 得 函数 企 [a， 
b] 上 一 化 连续 。 


(o) 征明 所 有 形 如 ,= [x : ーー ーー PP キン 


投 盖 了 区 间 J = {x: 6 こ ッ て テト 。 
(0) 证 明 , 玉 不 行人 芷 能 够 徐 盖 JJ 的 有 限 子 族 。 


设 多 是 习题 13 中 .7 添上 区 间 {x%: 二 < x 迟滞) 的 族 ， 
找 出 多 的 着 盖 K = {x : 0<<x<< 避 -| 一 个 有 限 子 族 。 


关 F ra の で) 


省 差 了 区 问 J= {x :0 之 x 之 1.}) 是 否 丰 和 广 妨 ! 的 有 限于 


能 得 盖 J I? 正明 人 6 ] 结论 。 


17。 


1 8 。 


・ 六 (x) = 一 ーー。 xD= 1 ek0 ぐ wsS1 1 对 GD 定义 Ta 


カメ < IT XED})}， 证 明 族 


{I 


a 
结论 。 


} 惟 关 了 DD。. 久 的 有 限 子 族 能 否 着 关 D? 证 明 你 的 


. } 
信 ナ モ ーー xCE= { x: 1x<oo} .a€tE, 7 = {x 


の に レン (7。) 胡 まま. 


9 的 有 限 子 族 能 否 稚 盖 E? 证 明 你 的 结论 
用 有 限 益 美 定 理 3:13 证 明 有 界 性 定理 309， 


*19。 用 勒 具 禄 引 理 (定理 3e14) 江 明 一 致 法 续 性 定理 3.11， 


*20。 


【提示 对 EE 广 0， 间 在 Xo 点 连续 ，391, = (xe < 
Or, Xo + G0), 当 Xi5 x2 CEI,,, fx) ~ f(x "~ 
族 F = {1,,} 徐 益 了 1， 用 勒 贝 格 引 理 得 到 束 p， 这 
一 人 可 作 为 一 人 恤 法 续 は 主 的 6， ] 


区 间 T= {x: 0x 过]1}》 中 网 有 理 数 可 以 排 成 下 面 的 序 
"1? 2 3 3 44 5 5 5° 5? 
1 9 1 に っ 用 3 

686? 63? 79 ( 先 分 ~ 其 为 1 得 上 再 排 分 母 为 2 つ os’ 得 分 


母 为 3 者 往 下 排 ) 对 于 0<e<1i， 了 是 以 上 面 序列 第 
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項 的 毅 旋 下心 天 力 ーー 的 弁 区 同 。 疾 の = {1,， n= 


2，… } 覆盖 了 T 内 的 一 切 有 理 数 的 集 。 所 有 1 的 长 的 和 
等 于 se。 证 明 F 不 能 重 盖 区 间 1。 
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第 四 章 ”微分 学 的 基本 理论 
$ 4 1 R, 上 函 数 的 微分 


定义 役 了 信 Ri 到 民 , 的 刺 数 。 呈 数 由 公式 


f' (x) =lim th (4。1) 


所 定义 。f’ 的 定义 域 由 (4・1) 右端 概 限 存在 前 一 切 z 点 所 
狙 成 。 当 存在 称 7 可 微 , 求 号 返 算 志 叫 微分 。 
下 面 关 于 导数 的 定理 是 第 二 章 中 有 关 极 限定 理 的 直接 推 
论 。 它 们 的 证 明 作为 习题 留 给 读者 。 以 下 定理 中 所 说 的 函数 
都 是 RR,~>R ,的 函数 ， 
定理 4.1 若 1 是 一 常量 西数 ， 那 么 对 站， 
(x) = 0。 


定理 4・2 设 ! 定 义 在 开 区 间 1 上 ，C 是 一 实数 ，& 由 8(*) 
= Cf(x) 定 叉 。 若 が (x) 存在 , 那么”g'(x) 存在 ， 并 且 
g(x) = て が" (x). 
定理 4・3 设 1 与 8 定义 在 开 区 间 I 上 ，F 由 F(x) =f{(x) + 
g(x) 定义 。 若 f(x)，8g'(x) 存 在 ;那么 F’(x) 存在 并 县 
F(x)=1’(x)+g’ (xX), 


定理 4・4 ” 设 f 在 a 点 f' (ea) 存 在 ， 那 么 j 在 4 后 连 续 。 
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(9 すう 一 {gj 


証明 ftat+h)—- f(a) ー カ っ た 由 了 (a) 存 


。 lim 
# -eO0 


~ テア! . (a 十 不 一 |} a 
在 ,等 式 右 端 在 h> 0 时 极限 lim で コキ ター 9 た 
か ふけ 


= Ma)。0=0. 因 此 limfCa+mm = 了 (Q) 雪 站 a 点 连续， 
ho . 


定理 4*5 没 な 4 な, v 定 叉 在 弄 区 同上 上 , 了 下 人 (x) =g(x)・ 
り (x) 定 叉 。 若 (x) 。 v(x) 存在 , 那 名 ア (x) 存在 并 且 
I(x) =ulx) * U(x) tu (x) * Ulx), 


定理 4・6 没 w。 定义 在 开 区 间 T 上 ， 且 xEruCx) 关 0， 


f 由 f(x) = - 芭 C20 定义 ， 著 wr(x)，Uw (xz) 存 在 那么 jx) 存 


u(x) 


1 UX x) Ux) UC 
在 并 且 (>) Co ， 


定理 4.7 设 1(x) =x*，n 是 整数 ( 当 x<<0。 x 史 0) ， 
那么 (x) =nx"…!, 

定理 4.1 到 定理 47 再 加 上 复合 函数 求 导 的 链 法 则 ， 就 能 
计算 大 多 数 初 等 函数 的 导数 。 链 法 则 可 由 下 面 微分 基本 引 理 
导出。 基本 引 理 指出 在 一 点 可 微 ( 指 导数 存在 ) 的 函数 在 6 
点 邻 域 里 可 以 直线 函数 来 通 近 ， 直 线 的 斜率 是 尔 数 的 村 数 。 

定理 4・8 (微分 基本 引 理 ) 设 在 a 点 导数 存 在 ， 那么 
存在 一 函数 9 ;91 在 包含 0 的 某 个 开 区 间 内 有 和 定义 ， 井 且 ?(0) 
= 0，1T 在 0 点 傍 獄 且 満 足 

f(a+h)—f(a) モニ [ガザ (og) +7 th)Jh, (4*2) 
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证 明 ”定义 1] 为 
f(a+h) -f(a)) -4 (a), hz0, 


0 ぅ 0。 


因为 在 o 点 可 导 ，limm (hp) = 0 ， 所 以 9(p) 在 h= 0 点 连 


线 ，11(0) = 0 且 (4<2) 式 成 立 〈 图 4.1) 。 


y= ft 


多 = 了 


图 4・1 

设 g， 以 是 R 上 的 函数 ，1x) = 
gL (x))。 若 在 Xo 上 成 有 导数 ，g 在 w(x6o) 点 有 导数 。 那么 f= 
goU 在 Xxo 点 有 导数 ， 并 且 


(xo) =g u(x u(x) 。 


定理 4.9〈 链 法 则 ) 


证 明 用 4 げ 表 示 が za。+ す の)ー7(x。), Ag 表示 (zo。 + 


W(X0), 那么 
Af=Bg[LGXo Fh) glulxo) d= gu Tt Au) 一 g(rz) 。 (4*3) 


対 (4・3) 式 右端 育 用 定理 4<8, 得 到 
Af=[Cg’ (2) キイ (Az) コ Apz, 


注意 到 h-> 0 >Au 习 0， 将 上 式 除 以 x， 极 限 
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人 


lim ーー = f(x) = imtg? (gz) + 人 (AA) うう)* ‘lim ーー 


= g/ [u(xo)jeu’ (Xo), 

极 什 性 定理 指出 ， 闭 区 间 上 连续 的 沙 数 在 这 闭 区 间 上 的 
点 达到 最 小 值 及 最 大 值 。 下 面 的 定理 给 出 求 函数 的 最 小 值 、 
最 大 值 点 的 方法 。 

定理 *10 设 1 在 区 间 I 上 连续 ，f 在 I 的 内 扩 x, 取 到 它 的 
最 大 值 ， 若 f' (xo) 存 在 ， 那 么 

だ (x。) = 0 

定理 4.10 能 直接 由 导数 定义 导出 ， 把 证 明 留 给 读者 。 当 
最 小 值 出 现在 内 点 xo 时 ， 同 样 有 f(xo) = 0。 因 紫 当 函数 可 
导 时 应 从 f(x) = 0 的 解 集 及 1 的 端点 中 去 确定 最 大 值 或 最 小 
值 点 (4*2) 。 


图 4・2 
罗 尔 定理 与 微分 中 值 定理 是 微分 学 理论 进一步 发 展 的 基 


而 。 
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定理 4.11( 罗 尔 定理 ) ” 设 f 在 闭 区 间 1 = {x: asxz き b す 
上 连续 且 在 开 区 间 1= { x! a<x<b} 内 有 导数 ， 若 人 Ko》 
= f(b) = 0 ， 那么 jxo ET!, ff (xo) =0 (图 4*3) 。 


em 到 


图 4・3 
正明 淮 f 二 0， 定 理 显 然 成 立 。 当 1 大 60，f 有 正 值 或 
負債 。 疫 攻 有 正信 , 那 久 据 概 値 性 定理 , 7 在 革 一 内 点 Xo 这 
到 其 最大 信 。 由 定 理 4・10 断 定 7 (xo。) =0. 设 /有 人 抽 值 ， 应 用 
定理 4・10,7 在 最小 値 的 z。 点 外 , ア (X。) = 0。 
定理 4・12 (微分 中 値 定理 ) ” 设 1 在 I = (xi gSxS ら 5 
上 连续 昌 在 开 区 间 11= {x: ox ぐち} 内 有 呈 数 。 那 灸 


f(b) — f(a) 
4 


EE だ (5 モー あー (图 4.4) 。 
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”证 明 定义 函数 


ー F(x) = jx) 一 (x-a) 一 了 (2) 。 


1(b) 一 了 (a) 
b-a 
将 ac， 代入 x,FE(a) = F(b) = 0，F 满 足 罗 尔 定理 条 件 。 于 是 

I3EE1 2 (E) = 0. 对 F(x) 求 守 得 


F’ (x) = アー ピー ， 


PF’ (と ) = ff (E) - - パ 5 うー バ @) -~ 0 。 


ぃ りー 


即 (も =- パ の ー れ 92 
ーー ら ー@ 
“下 一 定理 是 中 信 定 理 的 直接 推论 ， 在 函数 作 图 中 有 用 。 
其 证 明 留 给 读者 。 
， 定理 4・13 设 / 在 闭 区 间 1 上 连续 且 在 1 的 内 点 可 导 . 
eg) 车? 在 [内 恒 为 正 ( 非 负 ) ,那么 在 I 上 递增 (不 减 )。 
Cb) 若 7 在 I 内 恒 为 负 ( 非 正 )》， 那 么 在 1 上 递减 (不 
増 ) ， : 
下 列 定理 给 出 计算 未 定型 的 洛 比 达 法 则 ， 
定理 4.14( 广 义 中 值 定理 ) 设 f 与 F 在 I = {Xx;a<Xx< 
b } 上 连续 ，f 与 8’ 在 1 = { x: a 之 x 过 b } 内 存在 ，F’ (xX) 
*0。 那 久 ”F(b) 一 F(a) 0 有 3EEI1， 有 
fb- f(a) (8) ， 
F(b) Fa) Fé) ‘4°4) 
正明 F 满 足 中 值 定理 条 件 ，I7E€ 11， 合 F(b) 一 F(a) 
= F/'(n)(b~-a), 扬 F’(?) 关 0， 志 以 F(5) 一 了 4a) 头 0， 
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定义 函数 の 


ff __f(b)~—f(a) _ 
p(X) = f(x) ~—f (a) EF) Fy CF(x) - F(a)), 


容易 算得 g(a) = wm(b) =0 。p9 满 足 罗 尔 定 理 和 条件 ，386 
Ti の (5) =0 便 导 册 《4 4)》 式 。 


定理 4.15〈 关 于 下 的 洛 比 达 法 则 ) 设 /与 FP 在 1 = { x: 


a<x<b } 内 可 导 ，F' 在 I 上 不 等 于 零 。 若 


Hin) -lin FO =0, lim Fr" 邦 


. (x) _ 
lim F(x) = 


证 明 ”定义 fa) = F(a) =0。 册 F/(x) 在 了 上 不 等 于 零 且 
F(a) = 0， 由 中 值 定理 F(x) 在 1 上 不 等 于 零 。 
现 由 广义 中 值 定理 3&€ (a，x) 使 


f(x)—f(a) _ f(x) . (6) 


F(x)—F(a) F(x)  F’(£) °° 


対 Ye>0, 由 !imm < -= 工 .39>0, 使 <x<a+e 有 


f(x) ェ 
F(x») 1| <e. 


7( づ ) _ 本 
Fr CE) L <e. 因 此 对 病 足 


当然 对 a<E<x<a+ 0 的 E， 
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ag 之 Xx 之 a + 6 的 一 切 x 均 有 


人 


fx) 
0 lim F(x) 一 二， 


推论 1 洛 比 达 法 则 对 于 左 极限 ， 双 边 极限 也 成 立 。 只 


要 把 lim 五 := 工 的 假设 痪 成 左 极限 或 双边 极限 ， 


推论 2 ”定理 对 x-> + ceo，x-~>- co 或 x 一 co 的 情况 也 成 
vy 


、 1 ， 1 x) 
征明 im = lin PO = 0 Fe 


/ ‘ f(x)_ 
和 目 在 (a,;50) 内 F’ (x) *0， 证 明 lim ecx) L. 


事実 上 。 設 2Z= 工 且 定义 8(z) = 一 ),GC2) = (二 )， 
那么 
g’ (2) = (=), G2)= - FD), 
因此 ， 当 z 一 六 时 
(の >0, 。 G(z)->0， E>L, 
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应 用 定理 4.15 于 各， 便 得 1im ES in 1(%) EA と 。 


定理 4.16( 关 于 二 的 沼 比 达 法 则 ) 设 九 与 F/ 在 IT= {% 
・9@ ぐ くく ちょ 内 存在 . 若 


ニル 。 


lim ( = ] F — ・ ff (x) 
i mPFC) = ,lim 7x 


日 在 I 内 F/’(x) 壮 0, 那么 


f(x) 
lim oxy F(X) 


证 明 由 定理 条 件 可 知 ] 及 F 在 I 上 连续 ， 且 F(x) 在 某 一 


区 同人 = {x ;a 过 x 之 a 十 hh} 上 不 锋 于 堆 。 册 lim て の = 


一 工 。 


L, 対 ザ 0, 3 の >0。 使 xEIs= {x' a<x<at+d} 


fC(%) . 1 ， 
| 7 Cx) 4 へ す @。 ] (4 5) 


选取 6 比 h 小 ， 并 研究 1 ,内 的 x 及 ce,x 过 ce, 那么 由 广义 中 值 定 
理 ， 届出 dz て まで ご c 使 
f(x fe) (8) (4・6) 


F(X) - Fle) FI(E) “ 


把 (4*6) 式 代入 不 等 式 (4.5) 得 出 


fx) 一 人 cc) _ 1 。 
FR L < (4°7) 
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不 妨 认 为 se<1， 于 是 


が が) 一 oc) 1 ーー ン ティ ュ ミエ 4e8 
FCx) Fl | Olt e+ (4*8) 
用 恒等式 
f(x) _ f(x)— fo) 
F(x) F(x)—F(e) 
fo) Fl) 1-0] 
F(x) F(x) LT(x) -下 (c) 
取 绝 对 值 并 用 不 等 式 (4.8), 有 


PAC 
F(X) F(x) ~ FCC) 


F(c)| /71,1 | 
| + ET) 9 


国定 c， 让 x 下 a+， 那 么 由 F(x)->co (4・9) 右端 趙 向 手 愛 。 
因此 ， 存 在 比 6 小 的 0 > 0， 使 当 


a<x<01:， 有 
fc) | -em | FOC) é (4<10) 
I Aes es 


最 终 ， 由 (4 の ，(4*9) 及 (410) 得 


f(x) 
F(x) | 
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< RD がめ ー が e) (o-oo) 
FX) F(x)- Fc) 5 


1 1 
-一 上 十 一 8 一 。 
7 De と 


ぐさ 
し 


(1) 定理 4*15, 4:16 的 区 回 了 的 大 小 井 不 量 要 . 公 要求 在 g 右 边 充分 小 
部 域内 戸 "(x) 不 丸和 ] 


Qi1) 形 如 0 coo, 1" , 及 (oo 一 co0) 的 不 定型 总 能 通过 代数 变 形 或 取 对 
,0 oo 
数 化 为 下 或 并 型 


wf Cx) EO FC a 
Gii) 当 均 57 2 也 是 不 定型 可 应 用 法 则 于 二 -0x3 ， 因 包 zc) 是 否 有 极 


限 . 这 种 步 又 在 定理 条 件 满足 的 前 提 下 可 进行 多 次 . 
。 、 1+X—e* 
例 计算 lim 一 了 ， 


2 ァ < 


解 设 fx>1+X~e*,P;x>2x?, 记 求 根 限 为 二 型 。 


(tre _ |, 1-e: 


这 里 -后 ?一 = -一 还 是 全 型， 并且 满 足 定理 4.15 条 件 ， 


AX 

再 次 应 用 定理 得 
f(x) 1 -6 _ 1 
Hm F/(x) reo 4 4 * 


し i Lin 1 
因此 im FCx) = F’ (を) a FY (Xx) 4° 
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に ュ 


いう 


こら は 


> 


Cl 


6 


题 
用 和 的 极限 定理 证 明 两 个 函数 之 和 的 乎 数 的 定理 4*3。 
用 恒等式 
U(x+h)U(x+h) ~ (を )0(%) = (u(x+h v(x+h) 
ーu(x+h) vxX)) +tulx tux) 一 rk(%) ひ 人) ) 
及 和 、 积 的 极限 定理 证 明 积 的 求 导 公式 〈 定 理 4.5)。 
用 数学 归 约 法 证 明 关 于 积 的 丸 阶 奸 数 的 菜 布 尼 兹 公 冻 8 


f(g) 


一 下) (Xx)g(X) ーー (と)g/ (xX) 十 


的 1 ) f(g (XK) Fe + fxg (2). 


运用 极 跟 的 定理 证 明 商 的 导数 公式 《定理 4:6) 。 
F(x) = 了 {ucv(x)]} 入 述 Fi(xo)= 1 {wcv(xo)D} 
WU CU(Xo)Jv’ (Xo0) 公 式 成 立 的 条 件 并 证 明 这 一 公式。 


， 分 别 以 D+fi(X,) = lim ft ee 多 


D-f(%,) = lim— t ー ポ %。) 


定义 右 、 左 单 边 导数 。 证 明 f 在 Xo。 可 吐气 汶 
Dt+f (xo)，D f(xo) 存 在 且 相 等 。 
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?。( 链 法 则 的 部 分 送 》 设 J，g， 的 关系 为 (Xx) =gLw(X))> 


"9 


10。 


11 。 


12 。 


13。 


k 在 .X 進 猿 7/(x。) 邊 を g/Ck(x。)] 邊 上 左 是 不 訪 案 。 邊 明 
7 (Xo0) 由 fi (Xo) =g CUCXo)JU CCXo) 所 确定 【上 提示， 用 
定理 4*9 同 样 的 证 明 过 程 。] 

证 明定 理 4*10。 

设 1 在 包含 Xi 的 一 开 区 间 7 内 连续 ， 玉 在 Xo 之 外 的 了 的 点 


处 有 定义 且 1imf' (x) = 工 ,证 明 
f/ (xo) = し 。 提示， ee 1 (6) .) 


研究 济 数 在 x = 0 的 可 向 性 : 


] x"sin x 大 0， 1 为 大 于 1 的 整数 。 
(五 ) f : x-—> ~ ( 
0 x= 0, 


对 于 的 什么 信和 在 * = 0 点 1 的 Kk 阶 导数 存在 ?7 [参考 习 
题 9。] 
证 明定 理 4*13。 


f(xo toh) 一 fxo 一 有 7) 


若 f 在 xo 点 可 微 ， 证 明 lim - 


= (a +B)f’ (xo). 
证 明定 理 4*15 的 推论 1， 


11I 


14。 设 /xy->co，F(Ox) 一 co 二 一 -> 十 co( 当 X 一 十 co) 。 
Ff (x) 
> f(x) 、 _、 
证 明 F(x») 上 oo( + co) 。 
、 | ta アー% 
15。 求 lim る 
3 
16。 求 Lim ーー 。 
XxX? 二 を 
17。 计 算 lim( 1+ 二 ) 。 [提示 ， 取 对 数 ，】 
r > ~ 
16。 设 放 在 xo 存 在 ， 证 明 
lim キー 人 りー ター ュ ガル (xo)。 
A—0 + 
ーー x メン >0。 
19。 设 fo 


f(x») 


0 当 x 安 0， 


(a) 对 每 一 自然 数 n,j'" (0) 存 在 且 等 于 0。 [参看 习 
题 6。] 
。- ふ ヨメ 0。 
*( り ) 和 正明 語数 g・ <> 
0, 当 ァ =0。 


对 一 切 自然 数 n,8'"*(0) =0。 [参考 习题 9] 。 
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S4<2 反 数 


在 $2.1 中 定义 R, 到 民 , 的 关系 是 指 R, 中 的 序 侦 (x,») 
的 集 S。 函 数 是 关系 的 特例 。 

定义 ” 设 S 是 从 Ri 到 只 ,的 关系 。S 的 逆 关 系 是 满足 〈(》， 
>) ES 的 序 偶 (x,») 的 集 。 

若 S 是 方程 1(x,y) = 0 在 R。 内 的 和解 集 , S 的 逆 基 方 程 
f(y,x) = 0 的 解 集 。 设 1 是 一 函数 ,1 是 方程 ?= fx) 在 只 :内 的 
图 象 ， 那 么 1 的 逆 则 是 方程 x = f(y) 的 图 象 。 数 通 的 逆 关 系 
不 一 定 是 函数 .例如 函数 1 ; x 一 x 其 图 人 象 是 y=x”， 其 道 关 
系 由 y” = x 的 图 象 给 出 ,这 逆 关 系 不 古 函 数 ， 

定理 4.17 〈 反 函数 定理 ) ” 设 } 是 连续 递增 (或 递减 ) 问 
数 ， 其 定义 域 是 区 间 7， 值 域 是 J 〈 图 4*5》 ， 那 么 


(ca) 了 是 一 个 区 间 。 

(5) ;的 逆 关 系 是 一 函数 g，8 以 了 为 定义 域 且 g 在 上 计 
连续 递增 的 〈 或 饮 减 的 )》。 
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(c) 对 xX EI, glilx)] =%。 

对 xX EJ, f (g(x)J = ァ 。 (4.11) 

证 明 《a》 由 介 值 性 定理 (定理 3.2)〉 易 知 J 号 区 间 ， 
区 Xo EJ, 3 yoE€1 使 Xo, = 了 (yo)。 由 f 弟 增 ，yo 是 唯一 的 , 因 
此 g 是 以 J 为 定义 域 的 函数 , 且 g(xu) = yo, 即 xo ET fCg (Xo)) 
Xo。 设 yo EJ fo) EJ 是 唯一 胸 ，g 【f(yo)J2=y6o, 因 此 
Cc) 成立 。 据 〈c) 8 是 递增 的 。 事 实 上 ， 当 7 中 z」 ぐ テ 。。 
必 有 g(x1) 过 g(x,)。 合 则 将 有 ffg(xi)] 之 fgCx)]， 吕 
X12>X2. 

现在 只 剩 下 (b) 中 g 的 连续 性 未 证 . 设 xe 是 J 的 点 ， 当 x, 不 
是 ] 的 右 端 点 ， 证 明 g 在 x 右边 连续 。 设 xX: EJ, xs >x。。 
记 yo = g(xo) ys。 =g(Xs ) 由 8 递增 y: >yo。 因 此 yo 不 是 7 
的 右 端点 。 对 于 给 定 es 这 0， 且 选取 e 小 到 使 ye+sET。 记 
xs = (yp +e) (参看 图 4.5) 因 g 递 增 。 对 xo 委 x 委 xx: 中 的 x 有 

g(x,) xg(x) Eg(xX2) =yo+e ー (4*12) 
取 比 z。-。 小 的 正 数 @。 対 満足 々 。SS ァ ぐ 9 的 一 切 *。 有 
lg(y) - g(x。) | ニモ g(X) ~ g(X。) ぐ と 

即 limg (x) =g(x。)。 g(x) 在 xo 右 边 连续 . 同 理 当 xo 不 是 J 的 
左 端点 时 ,g(x) 在 xo 左 边 连 续 、 于 是 当 x 是 J 的 内 点 时 g 在 x。 
连续 当 x。 是 左 ( 右 ) 端 点 时 g 在 xo 右 ( 左 ) 连 续 ， 即 g 在 J 上 连 
续 ， 

f 为 递减 函数 时 ，g 也 是 递减 的 。 这 种 情况 的 证 明 与 递增 
情况 的 证 明 完 全 雷同 。 

通常 习惯 地 称 g 为 了 的 反 函 数 。 

关于 反 冰 数 可 铀 性 如 下 所 述 ， 
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定理 4・18 (及 函数 可 微 性 定理 ) 设 j 满 足 定理 4*17 的 
条 件 。 党 xo。€ J，f’5g(x)] 存在 且 /Cg(xo)] 志 0 ， 那 
么 8g' (Xo) 和 存在 ， 且 


8’ (Xo 六 -一 (4*13) 


正明 ”由 定理 4.17 有 有 fCg(xo)2=x, 利 用 $41 习题 7 的 
结果 ,g'(xo) 存 在 并 且 1’ Cg(x。)]g7(x。) = 1 因为 1 て gtx) 
ーー 、 ] 

为 零 ; 所 以 g* (xo) 一 fg 3 

注 函数 /不 单调 时 , 它 的 逆 关 系 不 一 定 是 函数 , 有 时 /的 竟 关 系 可 作 如 下 分 
解 ， 首 先 求 1 的 单调 性 区 间 1, ,1,… 等 ,使 在 区 间 1; 上 ff 递增 或 递减 ,以 fi 记 们 7;. 
fi 的 反 汞 数 记 为 gi .对 g ;分别 地 由 fi (8i (の =x, エコ = 1,2,…, 求 年 ， 

例如 ， 设 1 x->x: 定义 在 1 一 fx : 一 co<xYCco},j 在 六 一 {x : 0X 之 co} 上 
递增 ， 在 1 ={x : 一 < 之 x 所 有 上 弟 威 .fz 记 为 六, 了 7 记 为 所 .了 的 反 中 数 
g :XxX->wx 其 定义 域 几 i 二 {x :0Sx<coj .了 2 的 反 函 数 g: : メ ラー ツ x 其 定义 
城 也 是 了 ,等 式 (4・11) 成 为 如 下 的 两 种 销 沈 : 

(ww x):=x, KET VV x2=X メチ 


(~ x) := XE 一 ジィ 2 =X,%ET,, 
的 逆 关 系 是 8g,U 8，( 图 4*6) 
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本 是 
寻 题 ] 一 12， 求 给 定 函 数 j 的 单调 区 间 1 ,1 及 相 应 的 
反 男 数 的 定义 域 J1，j …。 画 出 对 应 于 JJ， 上 的 反 巴 数 
8 お 1 ぅ > … 的 图 旭 。 尽 可 能 地 来 得 g ,的 去 示 式 ， 


] 。 す ナミ ルー を 2 圭 2 を 十 2。 2 。 fx x ト 8 ァ ー 4 

3 。 す < メー テー4 ル メー を < 。 4。 了 ナミ メー2ー ェ ー テ ルッ 
os 2 を tx 

5 。 :xx x ャ +2 2 6。 了 :区 1 一 % ” 

7 。 リド ャ ーー デー 8 。 ナミ を - を (メー 1)°, 

gf :x>xs+3x, 10。 7 ニッ ッッ ター4 メ 1 。 


11。 了 了 : x->x’?+3x:—9x+4, 


1 时 1 さ し 」 2 
?xx 十 一 
12, ff :x 本 本 x 3 ・ 


13。 设 1 8 部 是 定义 于 TI 上 的 递增 函数 且 对 所 有 XET 有 (YX) 
g(x%) ,以 PF，G 分 别 表 示 fJ，g 的 及 这 类 ， 它 们 的 定义 域 
分 别 是 Ji ，jJa 证 明 对 xXEJinys 有 BOX)<GGx)， 
习题 14 一 18 求 给 定单 调 函 数 的 反 场 数 。 计 算 太 与 8 并 验 

和正 公式 (4・13) 。 


。 4 と ーー 和. 1 一 
14。 リタ テ ーー ター ィ {= XFS, 
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15。 


16。 


17 。 


16。 


f < メ - を (メー 1):, [= {x: i1<x<oo}， 


fe x(x +3xX), I{x: -Xo }。 
了 XxX->SIiNX, l= {x :<x<z}， 


f : Xe *, I= {x: -co<x<o0}, 
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第 五 章 。” 积分 学 的 基本 理论 


S5x] 达 布 积分 


本 革 不 再 重 述 初等 微 积 分 讲 过 的 积分 方法 ， 集 中 论述 积 
分 理论 ， 积 分 概念 、 性 质 及 积分 方法 所 依据 的 基本 征 理 。 

设 f 是 定义 在 闭 区 间 I= { x: ao<x 和 bp } 上 的 有 界 函数 。 
以前 内 点 ちち) っ ち -」 基 分 7。 令 如 =a， ft =b， 其 大 
小 次 序 放ち くち てく … ぐ くち くね BI, T° 7。 表 示 
区 间 I; = {x :ti-1 人 Xx 二 t; } ( 団 5*1) 。 把 1 分 成 这 样 有 限 


。 に リー1 v 
! Uvpree けり TTY も すま ta る 
图 5・1 


个 子 区 间 的 分 解 ， 称 为 1 的 一 个 划分 ， 用 A 来 记 之 ， 
了 在 # 上 有人 界 , 以 m, MM 分 列表 示 int f(x), Sup fx). 


Mm;» M 分別 表示 in{f (x), supf(x), 区 回 的 記せ 


表示 为 L(I;). 
定义 f 了 关于 1 的 划分 A 的 达 布 上 和 S11 (14, 4) 定义 为 
SA) = DBM) (5x1) 


778 


达 布下 和 5$-(f,A) 定 义 为 


S_(f,A)= (7。) (5・2) 


| i 


图 5*2 表 示 的 是 1(x) 六 0，xETJ，S+，S$_ 和 中 请 加 项 各 
取 一 项 画 出 的 图 形 。 


に pr pr 中 六 me 


设 A 是 划分 a = =b, 基子 区 
所 是 了 ， > "$s I,, 引进 新 分 点 加 到 站 ) 客人 
划分 A ，A 的 子 区 间 为 11 ，J ,…，Jn 其 中 毎 全 所 
4 的 子 区 闻 或 是 一 子 区 间 的 部 分 ， 称 和 “为 A 的 细 分 。 

设 区 间 I 被 划分 A 1 分 解 为 1，T2z，…，I， 被 划 人 外 A， 
分 解党 7 …) 等 子 区 同 。 以 A」 及 A;, 的 所 有 子 区 
合 前 端 点 为 分 点 得 到 1 新 划 分 A 各 六 4 与 4 的 中 同 细 分 ,A 
以 每 个 子 区 间 屁 eh i 的 区 间 (i=1, 2 …。 2。 K=1,， 
2。 …。 mm) 。 毎 一 不 空前 7。 含 手 A」 的 唯一 子 区 同 7, 也 
生子 区 ラキ (图 5。3》 


JJ9 


> 
| 1 4 | | | 
Ad, 一 トー キーー ト ーーーー ナ ーー イーーー- キ ーーーーーーーーーー オ ーー レーー レ ーー 
do 3 $9 1 村 3 :| | Ts t= Fa 
1 FI [ | 1 
トキ エコ ュー エト し エコー 1 | [ 1 1 ーッ 
| エー ロコ | | | | | | | 1 
4 オーー ネーーー パ ーー オト ーーーーーー キ ーーー ゴ イーーー ト ーーー 
ーー > fy F “| re Fr rs Fs あか = ァ 」 
NF, no, fn 
图 5・3 


定理 5・1 St+(f, 和 4) 及 S_(f,A) 的 基本 性质 ， 
(a) m(b—a)<S_ (fj,A)sST (fj,A) ミ MG- a) 
(も ゎ ) 若 4* 基 4 的 氏 分 。 邦久 
S_( あ AO)SS_( あ 47 の SST( あ AO ES (用 4) 。 
(c) 若 A:，4: 是 [的 两 个 划分 ， 那 么 
S_(j AD) 委 9 (f,A;,) 
证 明 (a) 由 上 、 下 确 界 定义 
mm; Mi 三 M =1, 2, RH。 


同時 ツ LGi) =b-a, 于 是 由 (5*1) 及 5・ ろ 
i=1 | 


mlb-a) = Sm DS miLl1;) =S$-(f,4) 


imt i=1 


< WML) = SA)E TD MI;) = Mb -a). 


二 i = 1 


(も ) 设 4A,i 是 [的 子 区 间 六 的 以 A' 位 于 六 内 的 子 区 同 壮 
20 


把 为 分 点 的 划分 ， 应 用 (o) 于 每 -~1 ;及 A,; 便 有 


S_(7,A) = mL < ZS. (A;)=§-(f,4’) 


jl 


5+(f,A’) = DE A. ) <P (I;)=S+(f,A), 


cm i 


(c) 设 A 是 4, 与 4, 的 共同 细 分 。 由 (5b) 有 
S_(f,A1)<S.(f,A)SS'(f, A) <S (f,A,)., 


定理 51 革 手 S_7,4)。 S* (f,A4) 的 三 条 基本 性 质 用 几何 
图 形容 易 站 观 地 表示 (图 5*2) 。 基 于 定理 5*1。 可 以 定义 f 
在 1= {x : a<x<b } 上 的 达 布 积分 

定义 ”定义 的 达 布 上 积分 为 


| fdz =imt( 54,2) :1 的 任 一 划分 A 


达 布 下 积分 为 
| f(x)dx = sup { S.( あ 2) :7 的 任 一 划分 4 人) 


由 定理 5.1 之 〈c) 及 上 、 下 确 界定 义 


『 7 の gw テ | f(x)dx 


恒 成 立 ， 当 等 号 出 现时 ， 称 了 在 了 上 达 布 可 积 或 简称 可 和 榴 ， 
上 、 下 积分 的 共同 值 叫 作 积分 ， 记 为 | f(x)dx。 


定理 5・2 若 对 XE€1= {x :a<x&b},，m<f(x)<M, 
A 


w⑥- の | f(x)ax<| f(x)dx ミ Mt(b-a), 
证 明 设 和 Al， A, 是 1 的 两 个 划分 。 由 定理 5*1 的 (ちり) ゃ 
Cc) 导出 
m(b—a)<S_ (ADOSST Cf,A,) ミミ Mlb- 6) 。 
固定 A :让 4A: 恋 ， 据 上 述 不 等 式 对 一 切 可 能 的 4 :成 立 ， 
CS'(f,As)} 的 下 确 界 即 | ”f(x)dx 之 S_(f,4)， 于 是 


mb-a) Sf,AD < drEMG-0. 


现 让 A」 変 , 由 S.( ち Ai) 对 一 切 可 能 划分 都 不 超过 


[f(xyax， 所 以 


m6- の | (xax< 了 (x)gdxS.M(5ー 6) 。 


推 浴 若 ぜ xEG7= {x: ax<b}, が SS 人 Kx)SM。 耳 
f 在 [上 达 布 可 积 ， 那 么 


mlb -a <| rEMG-0. 


为 了 建立 达 布 上 、 下 积分 的 简单 性 质 ， 要 用 到 关于 函数 
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上 上 上、 二 人 确 界 的 基本 事实 ， 
引 理 5<1 设 f 是 1= {x :oo<x 生 5 上 的 有 界 函数 ，K 
为 实数 ， 定 义 g(x) = kf (x)， 那 入 


(i) 当 k>0 有 infg(x)=k inif(x) , 
Supg(X) =k Sup 人 バズ ) 。 
Gi) 当 k< ぐ 0 有 infg(x) =k Sup(X) ， 
supg(X) =k inif(X). 


证 明 仪 证 (ii》 中 后 一 等 式 . 其 余 类 似 , 设 m = 
inff(x)， 由 下 确 界定 义 对 xE1 有 fx) 之 m， 而 k<0， 所 以 


対 サ xCEI, g(x) =kf(x) 志 km ,因此 


SHDg() < km, (5*3) 
だ 』 


现 证 (3・3) 式 的 等 号 成 立 。 事 实 上 由 mm 的 定义 及 K< 0， 对 
WW ンジ 0, 了 xu ET 全 


f(xo) < m +( Blg(x0) = kf(xo) >km—e, 
根据 上 确 界 定义 可 得 / 
supg(x)>km. 5・4) 
Ei 
综合 (5*3) 。 (5*4) 便 有 supg(x) =k in{f (x). 


定理 5*3 以 下 各 函数 都 是 1= {x :asx 委 时 上 的 有 
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界 呈 数 
(a) 行 g(*) = kf(x), xET, 


Ci) Bk>0, 那么 | g(x)dx=k| f(x)ds 


L _ Il 


| g(x)dx = | f(x)dx 』 


= A 


《11) 当 k<0， 那 么 | edx=k| f(x)dx 
及 | s(x)dx = f(x) ツ dx 。 
(b) 设 h(xX) = 了 1(x)+f,(x)，x EI， 那 么 


C1) | px)dx>| oaxt | f,(x)dx§ 


GD px)ax<c| 7 f(x)ax + | (<)gx。 
(Cc) 若 す () 穫 7。()。 xE€EI, 那么 


| 1 xp)ax<| f(x)dx § 


(11) | f 1 (XxX) dx | f,(X)dx. 


《d) 若く c ぐ ち , 那 名 
724 


CD 7 の = 了 eog+| fa 


《11) 「 ax= | e+ | 了 (%)dX。 


証明 ” 仅 证 阴 (o) 的 (及 (d) 的 (ii， 其 余 奖 侯 ， 
(G) 的 (i)。 设 A 是 I 的 划分 ， 分 解 了 入れ ラチ ッッ Ls, 


Sinn= inff(x), M ;= sup f(x) 及 m; = 1111g() 9 
+E I. cel, wtEI 


M = supg(X) 。 由 た > 0 握 引 理 5:1m;=km;，M,= kM」。 
x 
因此 。 


S_(g,A) = Fm) = Tm) = た KS) 


i = 1 i=1 
rb 
< kl f(x)dx. 


于 是 | geodxSk| 7ogz。 (5*5) 


现在 建立 相反 的 不 等 式 。 由 确 界 许 质 ， 对 斗 gs 之 0，3 A 使 


1 
s_ の の >| fax- Fe: 
对 这 怎 的 划分 4A， 我 们 有 
| g(%)d メ テ S、 (g,A) =kS_(F,A) >k| 7Gogx-6。 
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狂 s 的 任意 性 ， 导出 
| g(x)ax>k f(x)dx (5*6) 


综合 (5*5) 及 (5*6) ， 得 (a) 的 (1) 。 


(の 的 (ii)。 対す サ e ン 0。 由 上 积分 定义 ，3 1 =《x 
:ax 委 c } 的 划分 A:， 合 


[一 


s+(f,A D<| f (x)dx + Te, 

也 317 = {x : c<x<b } 的 划分 A 使 
M ーー 

了 (x)GX +=E, 


s+(f,As) <)| 1 


令 A 是 由 1 的 划分 A 及 I” 的 划分 A, 所 有 的 于 区 回 所 组 成 的 
I 的 划分 ， 那 么 | 


| F(X)dxES*(f,A) = すげ Ar) + Sf,As) < 


「 7 で )gx+ | f(x)dx +e。 
由 的 任意 性 ， 因 此 有 
| ras[ rar 7eoe。 GD 
現下 相反 不等式 。 対 sg ジ 0。 ヨ 7 肘 鞭 分 A, 使 
sd,2>| fy)dz+g。 
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于 划分 A 加 入 分 点 C 得 A 的 细 分 A ,由 定理 5.1。S+ (f ,A’) 
<S*7。A)。 若 以 A」, 4。 分 別表 示 由 4/ 帯 来 的 7 及 ?的 旭 
分 (图 5.4) ， 这 样 便 有 

| yoax+| Foaxssrd, AD+S AD 


s+(f,A’)<S'(f.A) <| (XK te 


が 


FF 一 一 一 ,nm 一 ~ — イー 一 一 一 
LE 
一 
i 人 D 
一 
- が 
| うま 
图 5・4 


由 e 的 任意 性 ， 所 以 有 


| fax + fgxs| j{x)dx. 


综合 这 一 不 等 式 与 〈5*7) 得 (④⑰ 的 (Gi) 成立 。 
推论 ” 当 f 于 TI 上 达 布 可 积 ， 孝 么 
(a) 若 gCx) = ki(※), k 为 常数 ， 有 
| gcoax -| f(x)dx, 
(b) 车 h(x)=f1(X)+f,(X)， 有 


| hc)ax = | fax + | fax 
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(ec) 若 f(xX) 志 f(x)， | 


“hear | f,(x)dx, 


(a) 若 7 在 = イタ 1 gSSySSc ) 及 1 = {x; c<x<b] 
十 达 布 可 积 ，1 在 7T= {x : ao<x 和 bj] 上 和 达 布 可 积 且 


| fooax=| foax+| fcoax， (5°8) 
定义 | 7 の の =0 及 | fooa = 一 | fx)ax 是 有 益 的 ， 


作 了 这 样 的 规定 之 后 ， 上 面 的 (5・8) 式 在 所 论 积 分 在 在 的 
条 件 下 ， 不 论 c 是 否 在 a，b 之 间 (5*8) 式 都 成立 

定理 5・4 若 1 在 区 间 I 上 可 积 ， 那 么 它 在 1 的 子 区 间 1 上 
是 可 积 的 ， 

定理 5.4 的 证 明 留 给 读者 。 ] 

重要 的 问题 是 如 何 确 定 函 数 的 可 积 性 。 下 面 定理 给 出 可 
积 的 必要 与 充分 条 件 以 及 适用 的 可 积 性 充分 条 件 的 推论 ， 

定理 5・5 设 1 是 区 间 1= {x :ao 委 x 魏 bj) 上 和 定义 的 有 界 
函数 。f 在 I 上 可 积 所 > 对 半 8 盖 0， 打 的 划分 4 使 

S+(f,4)-S (1 A)< 2 。 (5・9) 

证 明 ” 先 证 条 件 是 充分 的 。 假 定 条 件 (5*9) 成立 。 出 

上 、 下 积分 定义 ， 有 


f(x) dx — -| fxJdx<Sr( ,4A)-S (HA)<e。 


等 式 左 端 与 8 无 关 ， 由 8 的 任意 性 ， 央 而 
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人 rooax-| reoax= 0。 


即 j 是 可 积 的 。 
现 证 条 件 (5・9) 的 必要 性 。 假 定 1 是 可 积 的 ， 由 定义 对 
Ye> 0。 3 划分 A, 及 A; 使 


- ーー ー あぁ | 
ーー sf,AD<| f(x)dx + Se 


及 5.( げ ,4。 ) >| fax- Te, (5・10) 


把 4; 与 4, 的 共同 细 分 记 为 A， 据 定理 5 。1 
Sf,A)-5 ADRST, A; ) 一 S_ (f,A, ) 。 


将 《5 .10) 代入 并 据 了 可 积 妈 fes f(x)dx， 得 


S+(f,A) —S.(f,A)<e， 


于 是 条 件 (5・9) 成立 。 
推论 1 车 } 在 闭 区 间 T= {x :ao<x 委 bj 上 途 然 , 邦久 
1 是 可 积 的 。 ーー 
证 明 (纲要 ) 大 団 前 , 所 以 す 一 致 傍 仁 。 対 gg グ 0 
39> 0 使 ? 中 満足 Ilz-yl<@ 的 x。 > 都 有 


Ge) - 7 の ) 1 マテ ニー 。 
取 7 前 記 分 A 使 毎 一 子 区 同 之 大小 9。 便 有 不 等 式 (6*92 


成立 。 由 定 理 5*57 是 可 息 的 。 
了 29 


推论 2 若 f 在 闭 区间 1 上 单调 ， 那 么 1 可 积 。 
推论 2 的 证 明 留 作 习 题 ， ー 
注 推论 1 与 2 中 假设 为 财 区 问 的 条 件 是 不 能 去 的 ,例如 画 数 ;x> 二 在 


半 开 区 间 J 一 fx : 0 <x<1} 上 降 连 续 又 单调 ，/ 在 7 上 无 界 ， 对 每 一 划分 4， 
y+( げ 4) 不 是 有 限 数 ，f 在 1 上 不 可 积 . 


定理 5*:6《 积 分 中 值 定理 ) 设 1 在 I= {x : 4 委 x 安 b 
上 连续 。 那 么 存在 数 EE1 满足 
[10ax=f(8) + (0—0). 


证 明 ”以 m，M 分 别 表示 f(x) 在 1 上 的 最小 合 号 最大 値 。 
由 连续 函数 的 极 值 性 定理 (定理 Se10) ,JXosXi CI, f(xo) 
=m, f(xi) = M, 而 据 定理 5。2 推 论 有 


mb - < | yg MD-a) 。 (5.11) 


由 此 号 | fx)dx=4G-a) 中 的 A 是 满足 1 了 f(x,) 夺 A 二 


(x1) 的 数 。 由 介 和 值 性 定理 (定理 3*2) 。 38EI。 ff (5)= A， 
下 面 给 出 反映 微分 与 积分 互 为 道 运算 的 微 积分 基本 和 定 
理 ， 
定理 5・7 〈 微 积分 基本 定理 的 第 一 形式 ) 設 了 在 7= 
{x :aa<x<b } 上 连续 ， 且 定义 为 


F(x) -| fat ， 


那么 F 在 I 上 连续 ， 且 对 xED = {x :ao<x<bj ， 有 
730 


ーー FC = fxr). ーー 
证 明 jf 在 1 的 每 一 子 区 间 上 可 积 ， 因 而 
| fog= | oar | oa, 
也 即 


F(x+h)— F(x) = の dt 
対 | f(x)dx 应 用 定理 5.6, 3 介 手 *x。 *+ ヵ 之 同 的 8 使 


| f(x)dx= f(E) .这样 便 有 


Rg), 


据 f(x) 的 连续 性 ,等 式 左 端 在 x+ 有 严 ~x 即 户 -0 时 有 极限 jx)， 


因此 lim 人 2 存在 且 等 于 (xz)， 妈 
7 (x) =jx)，xcETl= {x: a<x<b}., 
定理 5・8 ( 微 和 分 基本 定理 的 第 二 形 式 ) 设 了 及 了 在 
1= (ig 和 SS } 上 连续 ， 且 对 xXE1l1= {XxX; a<x<b* 
有 F’' (x) = (x)。 那么 


| 7 の gk =FO) -F ド F(a) 。 


定理 5.8 的 证 明 留 给 读者 ，。 
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设 f 是 定义 在 1= {x : eSxSS5 } 上 的 疾 負 可 和 数 。 


由 
[fax 2) 


给 出 图 5.5 所 示 的 曲线 之 下 的 面积 。 在 初等 几何 中 ， 面 积 依 
直观 定义 ， 给 出 了 箱 形 、 多 边 
形 、 圆 等 的 面积 计算 公式 。 积 
分 5・12) 可 以 作为 图 5。5 所 
示 的 区 域 面积 定义 。 关 于 面积 
的 严格 定义 放 在 8 5.4 中 详细 
讨论 ， 


习 题 
1 。 役 す ニテ ワッ xEl= {xX :as xs<b 1 ，A 为 将 [分 成 5 个 等 长 
的 子 区 间 的 划分 ， 计 算 ST(f,A)，S (f’ ,人 AA). 

2。(a) 设 f :Xx 一 Xx?”， に 了 ー {tx < 0<x< 安 1 ) 。 A 是 一 划分 ， 
A 是 是 人 又 添加 上 一 个 分 点 的 A 的 细 分 。 证 明 S+(f,A'》 
<<S+(fA) 及 S_(f ,A’)>S_(,A). 

(5) I，A 与 4/' 同 (a)， 给 出 一 个 1 上 的 函数 使 它 满足 ， 
Sr AD =S+(,A) , S_(f3A') = S_ げ 。 4). 
(c) 设 f 在 I 上 是 严格 递增 连续 函数 ， 证 明 対人 A 的 人 尾 一 短 
分 A7/， 有 S+ (1 ,4A“ )<o 1 A)。 
3 车 g(x)=kf(x), XEI= {xX :ao 委 x 魏 证明 《〈 足 理 
5。3(a)) ， 
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| B 5 ] 
gg<0。 | g(x)dx = を | ”f(x)dx 成 立 ， 


4 。(a) 若 h(X) =f1(X) キ 了 2(X)。 XEI= {xX :a 二 Xb 证 
明 (定理 5・3(b)) : 


rt 5 
| pg 了 」(X)dX + 


| 2 (X%) dX, 


「 h(x)ax<| (xydx + 


由 
| ; 
| 了 。(X)d。 
(8) 若 f ,1 是 达 布 可 积 的 ， 证 明 

Te 「 ぁ & b 
neoar=| 110d + のみ 。 


5 。 著 也 (x)SS 了 (>)。 > ビィ = ニ f(x :as<x< 和 bj 证明 (定理 5 
(c)) + 


[ax<), GOes | oar f,(x)dx, 


Ln 


6 9 
yf ， 玫 这 市 可 积 。 有 | の dy る | 409 が 


6 。 证 明 ， 在 各 积分 存在 时 ， 不 论 c 是 否 在 a，b 之 间 ， 邦 有 
b E rh 
| f(x)dx=| f (x)dxt| (oax. 


7。 设 f 在 I = {X。 0<Cx<b }) 上 可 积 。I’ = {x ‘oxEB} 
是 I 的 子 区 间 。 证 明 在 1/ 上 可 积 ( 定 理 5:4) 。 
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[提示 ， 推 广 定理 5"3(d) 于 a<e<p8B<D 三 区 间 。 而 后 在 各 - 
区 间 上 以 上 积分 减 下 积分 。】 / 
8。 名 成 定理 5。5 推 论 1 的 证 明 。 
9。 证 明 单 调 函 数 可 积 性 的 定理 5*5 推 论 2。 
[提示 :用 S+(j 4) -SA) 委 | 上 fb) -f(a)l maxil?;) ] 


10. 称 定义 在 区 间 T 上 的 函数 为 阶 辜 函数 > 3 1 的 划 分 A， 
使 当 x 为 子 区 间 1, 内 点 时 ， (XX) = Cs 1 三 工 2 hh DY 
明 阶 梯 巴 数 是 可 积 的 ， 并 找 出 其 积分 值 公式 。 | 


11。 了 斌 = EB 
设 画 数 7) L。 
1 一 于 
| f(x)dx = 0, | j(x)dx=1, 
12 。 (0) 设 f 是 1= {x:aSx<b} 上 的 有 界 滞 数 ,M = supK ぇ )> 
m= inf f(x), M*= sup |f(x)|, m* = inf lf C(x)!. 证 
x i rEeEl x 
MM* mM-m, 
b 
(bp) 设 j 在 I 上 可 积 证 明 げ (x)1 在 IT 上 可 积 . 且 | (xd 
<| lw lax, 
13。(e) 设 站 与 引 是 了 上 非 站 有 界 思 数 ， M= supf (x), m = 


inf f(x), N=supg(x), r=inf g(x) 证 明 
* と 』 * に 』 x に I 
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sup 了 ()g(x) 一 int 了 (x)g(x) EMN -mn, 
xc に 』 ォ モ た} 


(b》 设 j，g 可 积 , 证 明 feg 在 1 上 可 积 ， 


14。 设 I= {xX :0 二 XxX 人 1 } ，T 上 汤 数 J40 下 定义 


シン 当 X = 7 到 二 数 0 く 7 て 2 うれ モミ 1 2 
了 (x) -| | 
0 当 X 在 别处 。 
研究 1 的 可 积 性 


机 ]5, 设 f，g 是 1= {x :aa 和 xx 魏 b) 上 正 值 过 续 函 数 ， 证 明 


16。 


17。 


18。 


ョ 8 と | fg Gdx= r ゅ 1 g(x) dx。[ 提示 ， 用 


定理 5.67 

设 了 在 T= { x! a きき x る 0} 上 除去 内 点 Cc 之 外 连续 ， 营 f 
是 有 界 的 ， 证 明 f 在 [上 可 积 。 且 于 c 点 的 值 不 影响 了 的 
积分 值 。 进 而 证 明 在 工 内 仅 有 有 限 个 不 连续 点 的 有 有 界 函 
数 是 可 积 的 ; 改变 可 积 坪 数 的 有 限 个 点 的 值 ， 涵 数 仍 可 
积 ， 而 且 积 分 值 不 变 。 

设 1j 是 I= {xX， 0<x<b} 上 非 负 过 续 不 恒 等 于 零 的 函数 。 


江 明 | Ce dx>0. 若 /只 是 非 负 可 积 的 ， 结 果 如 何 ? 
设 f 在 1 = {x ao<x 和 过 5 ) 上 连续 ， 且 对 每 一 连续 函数 
g (x), 部 有 | f(x)8g (x) = 0， 证 明 j(x) =0。 ザ * と 7 。 


J3o 


19。 证 明定 理 5.8,[ 提 示 ， 用 F(b )-F(a)= 六 CF(x,)- 


二 


F(x.-1)J 对 每 一 项 应 用 中 值 定理 。]j 


$5,2 歼 受 积分 


黎 曼 提 出 另 一 种 直接 用 和 的 极限 定义 积分 的 方法 。 

定义 设 A 是 把 1= {x: a<x 之 5 } 分 解 为 子 区 间 1,， 
1,,…，1, 的 划分 。 称 1 ;的 长 度 Li) (i=1，2，…n) 的 最 大 
值 为 4 的 网 孔 ， 记 为 1 A . 设 /定义 在 1 上 ,于 划分 4 的 每 一 


子 区 间 1; 中 选取 一 点 x E1;， 作 成 的 和 已 f(xi)LC1)， 称 


为 黎 受 利 。 
对 于 非 负 函数 如 图 5.6 所 示 ， 当 上 A1 很 小 时 黎 曼 和 的 
几何 意义 是 曲线 下 方 图 形 面 积 的 近似 值 ， 


图 5・6 


定义 [上 定义 的 函数 } 称 为 黎 曼 可 积 的 所 人 3 一 煞 4， 
対 g > 0，3 相 应 的 6> 0, 使 当 141 ぐ 9@, 有 


了 30 


| 之 fx I) -Al<e. (5*13) 
”对 任意 这 样 的 划分 A 及 x; ED 的 可 能 选取 都 成 立 。 数 4 称 为 
f 的 歼 遇 积 分， 表示 成 4= Him fr)L7J. 


定理 5・9 一 个 函数 的 黎 曼 积分 是 唯一 的 。 

定理 5*9 由 极限 唯一 性 导出 ， 贸 作 习 题 ， 

定理 5・10 若 f 在 1= {Xx: a<x<b} 上 黎 曼 可 积 ， 那 么 
f 在 1 上 有 界 ， ーー 

证 明 于 黎 曼 积分 定义 里 取 & = 1, A 妨 使 (5・13) 成立 
的 划分 。 即 对 选 目 六 中 的 所 xisxi， 有 
ta an - A| <1R| E10) -4|<. 


i 1 


从 而 


] 7/ 70 の だ あっ 5 人 9) ) | <2. 


fw] 


现在 对 i= 2 ,3 ,…,n 取 xi = xi， 上 面 不 等 式 成 为 
Df NID ESD fm の マー ゴー 
利用 lal - 8LS lg-4| 的 不 等 式 ， 由 [f(x1) — f(x] 
< 得 
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f(x) rs ; + f(x) 


固定， 让 x1 取 遍 1 1， 便 得 于 I 上 f(x) 有 界 。 同 理 了 在 
1,,1,,…1。 上 有 界 。 所 以 在 I 上 有 界 . : 

定理 5*11 党] 在 1= {x: ax<b } 上 黎 螺 可 积 ， 那 么 
j 在 I 上 达 布 可 积 。 以 A 表示 黎明 积分 ， 


= | fx)dx, 


证 明 ”对 半 & > 9， 由 黎 曼 可 积 ，3 网 孔 充 分 小 的 划 
分 A， 对 六 xi ETi 有 


| ican- 4 < を (5.14) 
i= 1 
分 别 记 M; = sup jx)， mi=ini f(x). 按 M;、m ;的 定义 ， 
i i 
1 ;中 3x;、 xi 使 
f(x;)>M, -— jp- | (Mm; + 45 ニ o) “ 
于 是 可 得 


S+(f,A)= Su ‘LI; < [re キャ ーーー 7) 
i := 


= > f(x I, ) + Le, 
i t 4 


再 用 (5・14) 式 , 得 
了 38 


"の A)<AT + At (5°15) 


2 * 
同 理 ， 可 得 
S-,A) = Dm ™ ee 1rr 
) = Sn っ > る 7 こう 
= Fx) ) ーー 
t= 

以 及 

S- (4A) >A-— (5.16) 


由 (5*15) 減 (5・16) 式 。 得 
S*(f,A) - S- げ ,4) て g 
于 是 f 是 达 布 可 积 的 。 并 由 (5.15)，(5。16) 


-| fcoax， 


为 了 证 明达 布 可 积 淫 数 是 黎 曼 可 积 的 ， 需 要 如 下 技术 性 
的 引 理 . 

引 理 5・2 设 / 是 定义 在 Ca,b) 上 的 有 界 函 数 ， 那 る 対 
Ye>0, 36>0, 使 当世 分 4 的 141 ぐ の 有 


Sr(f,A <| f(x)dx+e, 


5 の 2)>| f(x)dx—e, (5.17) 


由 
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证 明 伯 需 年 明 対 ぁ >0, 39」。 使 当 141 べ 9, 有 
(5・17) 的 第 一 个 不 等 式 成 立 。 另 一 个 其 证 明 类 似 。 


为 此 ， 由 | 了 (x) dx 定义 ， 存 在 I 的 划分 As，A。= {lj 


Ti, の 7。) (K>2) > 1.=[t._i, t.], a= to 1 < 
< な = ち 。 使 


E 


SAD Z| ar+ 3 (5.18) 


現在 取 一 比 mig (も ー ち - ウ ッ ラテ EーD OZ) リト 的 の 


并 设 4 为 上 41 < 的 划分 .由 上 Al ぐれ , 至 多 可能 有 胡 1 
个 A 的 子 区 回 uk fp (pK 1 ) 包含 某 一 7, 妨 其 
内 点 。 且 设 A 的 其 余子 区 间 是 Kv Ks» "9 K,. 现 记 4 与 
Au 的 共同 细 分 为 4 A 由 于 区 间 K1 Ks Ks 以 及 J 与 
J 了 (j=1,2,p) 2p 个 子 区 间 ， 共 2p+ gq 个子 区 问 组 成 ， J 
与 Jf 是 Jj 册 二 ; 点 分 成 的 两 子 区 闻 。 对 A 写 A' 分 别 号 出 相 記 的 
达 布 上 和 | 
S+(f,A)= DMLO)+ > MELCKE) 
ーー (5・19) 
St+(f AD)= EMG MT )I+ 2 MCKE) 
7 = 1 だ =1 
苦 中 M ， ML ,MY* 及 M# 是 了 在 相应 的 Ji ,JJ 和 上 的 上 确 
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' (= ) キ JJ5)。 mEM,, M;, M,NM, 


因此 


| ーー 
8S+(f ,4)-SiCf A’ ) <(M-m) > TI) 

于 1 
S(K-1)(Mーm)9 ぐ ーー。 ーー (5x20) : 


综合 (5.18) , (5r19) 及 (5・20) 式 导出 
S+(f,A) <S* げ 。4。) + fooOax+e， 
定理 5.12 ”函数 /是 黎 曼 可 积 的 所 六 /是 达 布 可 积 的 并 且 
两 种 积分 相等 ， 
证 明 “ 仅 需 证 明定 理 5.11 的 逆 命 题 成 立 ， 即 当 } 达 布 可 


积 它 是 黎 曼 可 积 的 。 对 站 之 0， 6 是 按 引 理 5* 2 所 选 ， 使 当 
划分 A 的 网 孔 | A ! <6， 有 / 


fi f (x)dx— e<S_(f, A BI ) GT ) Sf, A) 


本 
<| foax+e。 
距 然 是 任意 的 ， 得 到 


fs 
im Si I, )= 4 = | f(x)dx. 


a 
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即 } 黎 曼 积分 4 存在 且 等 于 达 布 积分 。 

根据 定理 5*12， 可 以 去 掉 可 积 性 叙述 中 的 “ 达 布 ”或 
“ 黎 曼 ”而 只 说 函数 可 积 、 不 可 积 。 ーー 

最 后 给 出 初等 从 积 分 中 往往 来 子 证 明 的 积分 的 变量 符 换 
公式 。 

定理 5・13 。 设 /在 开 区 间 1 肉 连续， 4 及 Ww 是 开 区 间 / 上 的 
连续 沪 数 ，w 的 值 域 包含 在 I 内 。 耕 a，b EJ， 那 么 


| fut Iu (xX)dx =| fdu. (5・21 > 
证 明 设 c EI 并 定义 
ーー | : 
FG =| 7 の dg 。 ー (5x22) 
由 微 积 分 基本 定理 〈 和 定理 5*7) ， 有 


F’ (wu) ニ 了 (rk)。 uwEI . 


定义 G(x) = Fw(x)]， 应 用 链 法 则 
Grey = PEz(e う 7 (xX) = fu (x U(x) 。 


因为 所 研究 的 函数 都 是 连续 的 ， 因 此 
| fu) uw (ygx=| G6 (x)dx=G(b)-G(a) 


= FCu(b)J— Fiu(a)) 
出 (5°22) 式 ， 得 出 


uw (5) 了 8 (9) 
FCu(b)J- FCu(a)) =| 7 の og に | f(Dat 
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| (1 ニー の 
cal 79 | i Wau, 
下 题 


1, (a) 设 f 在 1= {XxX :aa 委 x 委 D 上 连续 ， 证 明达 市 上 和 、 
下 和 都 是 歼 昌 和 ， 
(b》 设 1 在 1 上 榜 增 ， 证 明达 布 上 和 、 下 和 部 是 歼 曼 和。 
Cc) 给 出 一 有 看 场 数 ， 各 的 达 布 和 不 是 歼 坚 和。 

2。 车 1 在 I= 1x :cx 二 bb} 上 可 积 , 且 0 で mx) ミ NM, 


xE1。 证明 | -Cdx 存 在， 


3。 设 U，U/，U 及 VU/ 是 1= {Xx ax } 上 连续 函数 。 证 
明 部 分 积分 法 公民 


b 
| keoy (>)g 々 ニル (ちり ) り (ちり ) ~ Ua Uv(a) -| り (X) ル 7 (X)dX 。 


4。 挙 出 一 台数 | 月 枯 了 上 可 衝 不可 息 。 

5。 报 据 定义 证 明 艇 星 积 分 的 唯一 性 《定理 5"9) 。 
[提示 ; 若 有 A 和 二 A' 都 适合 〈5。13) 式 会 导致 矛 座 ]] 

6。 证 明定 理 5.13 可 作 如 下 推广 。 设 4 在 Ga 和 xx 委 D 上 连续 ， 
Kx) 在 a<xX<<b 连 续 ， 且 x~>a+ 及 X->D ，W/ 存在 极限 。 
不 妨 认 为 (a)<u(b)， 定 义 


J 当 u(a) Entb) 
すけ = | ftw Ca)) Eula) 
了 げ Cg( も ) フ 当 u>utb) 
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u(x) ーー た さき 
WX)= atu (a(x~a) 沼 zSSg 
ut(b) tu (bhb) (x ~b) 当 X< 魏 5。 


.这 里 4/ (Q) 及 w/(b) 有 是 WW' COX) 的 极限 值 。、 公 大 《521a 9 
成 立 。 
7。 入 述 W，U， 了 满足 什么 条 件 能 使 下 面 公 式 成 立 ， 


u[uvto)I 


| feeG)Jw Culx) I (x)ax = | fCuddu, 


y [vta 


#8 ， 设 与 8 在 1 = {x ax< 妇 bb 上 可 积 。 那 么 帮 ，8g :与 fg 有 是 
可 积 条 。 并 证 明 可 西 一 许 瓦 效 不 奎 和 式 | 


[faogeoax] scog] as. 
(提示 , 注意 对 所 有 Z 有 4Z’ + 28Z+? 之 0 并 令 


』 ゅ b 
a= | f*Cx)dx, B=| f(x)8(x)dx, y =| g* (x)dx.) 


$ 5.3 对 数 函 数 与 指数 函数 


中 学 数学 是 基于 宕 的 概念 来 定义 指数 、 对 数 概念 的 。 现 
在 基于 微 积 分 理论 给 出 对 数 函 数 、 指 数 函 数 的 解析 定义 。 
定义 “自然 对 数 函 数 玫 示 为 logx， 其 定义 为 


1 好 


* 1 
logx= | db, x>0 。 
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定理 5・14 投了 :xー1ogz。 メン 0。 oy? 基 正 数 。 
那么 ( 1 ) log(gob)=logg+log ヵ 。 
( 11 ) og テー! cga-logb 。 
Ciii) log1 = 0 
( iy ) logk(a") =ylioga，7 为 有 理 数 。 
《TY ) f(x)= 


(vi ) 在 1= 1x :0<x<+co ) 上 递增 连续 。 


Cyii) テ すぐ log 2 < 1 。 


(v111) [ogx-r + ooo, 当 x っ + co 。 


(ix ) log メ テー の で S。 当 ァ 0 。 
(C(x) 1 的 值 域 是 民 ,.。 
证 明 ”为 证 明 (i 》， 记 


pe 
log(a*b)= | 3 + =dt。 


于 | 4! 中 换 变量 ， 令 v= -一 有 


745 


因 紫 。、 loga'b = loga + logb, 
为 证 (ii)， 应 用 (i) 于 a=b，- -得 到 


0 
p し 


loga= logb + log 


即 Ci) 成立 。 

于 (il 中 念 a=b 便 得 iii) 。 

我 们 分 儿 步 证 明 Giv) 。 若 * 是 正 整数 ， 由 (i)》 在 a =b 
时 的 结果 ， 并 应 用 数学 归纳 法 可 得 Civ) 。 对 于 负 整 数 由 


o-= -并 应 用 (ii) 可 得 (iv) 。 最 后 若 *= 号 ，p，4 是 


1 
整数 。 を =gy。 7 = 4a, 因此 qlogw= 1oga, 因 为 


有 log(a’) = log(u!) = plogu = —loga= rloga, 
①) 由 微 积分 基本 定理 即 得 。 
对 于 (wi) ， 因 为 f(x) = テン 0。*C1, so) ， 所 以 f 


递增 ， 可 微 函 数 必 定 是 连续 的 。 
为 证 明 (Cvii) 的 不 等 式 ， 用 达 布 上 和 、 下 和 人 重 得 。 外 帯 
留 给 读者 。《Yii) 的 几何 意义 如 图 5*7 所 示 ，。 
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为 证 (viii)， 设 n 为 正 整 数 ， 当 x 之 2"， 由 (vi) 


logx>log(2") =nlog2> > 


设 M 是 正 数 ， 取 P >2M, 当 x>>2" 时 ，logx 盖 M。 于 是 (viiil) 
成立 。 当 取 x ぐ 2"。 (ix) 便 得 证 。 

田 (viii)。 (ix)〕 及 介 債 定理 号 出 (X)。 

由 以 上 定理 之 (Yi)， 对 数 孙 数 是 递增 的 ,其 反 遂 数 存 在 ， 
记 以 下 面 的 定义 古 合 理 的 。 

定义 ”对 数 函 数 约 反 殴 数 称 为 指数 次 数 ， 表示 为 expx， 

定理 5.15 若 了 : Xx 一 >expx 是 指数 聊 数 ， 那 么 

Ci) 在 R, 上 递增 连续 ,其 值 域 为 {x ， 0<x<+o0). 

(il ) f(x) =expx, XER.:, 

《iil ) exp(x+y) = (expx) * (expy), 

(iv) exp(xーy) ニ (exDX)/(expy2 。 

(v ) exp(7x) = (expx)"，7 为 有 理 数 。 
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(Vi) 当 x ラ +oo, (x) っ > + oa, 

(Yii ) 当 x ラ ーoo, (x) っ 0 。 

(viii) log(expx) =x, xER,, | 

( ix) 涯 g ご 0 是 7 是 有理 数 , 那么 exp(rloga) = os 

证 明 (i)，(Y1ii) 是 反 函 数 定理 (定理 4*17) 的 直接 . 
为 证 明 (ii)， 首 先 令 y=exXxpx。 由 反 函 数 可 微 性 的 定理 


4"18，exp 是 可 微 的 。 应 用 链 法 则 于 logy= x， 导 出 十 。y/ 


=1, 即 y =y=expx,. 

为 了 证 明 Gii) ， 令 y1= expX1，。，Y;= expx，， 那 公 
XxX1= log yi xX» = 10g アツ 以 及 Xi 十 xz=logyl+logy: = 
1ogy」 * y: 因 而 

exp(x ， +X2) = yi = (expx1) (expx2) 。 

类 似 于 Gii) 的 证 明 可 证 得 (iv)， 

(v) 的 证 明 能 按 定理 5"14 之 〈iv) 那样 归纳 地 证 明 。 
(vi 及 (vii) 由 对 数 的 相应 结果 导出 (参看 图 5.7), 图 中 expx 
的 图 象 与 logx 的 图 象 关于 直线 y =x 对 称 。 

(ix) 由 exp(rloga) =exp [log(a')] =a 根据 定理 
5*14 的 (iv) 及 (viii) 可 得 。 

当 x 为 有 理 数 ,a>>0, 分 数 指数 的 寡 e 能 诈 初 等 方法 定义 


x=- 《p59 为 整数 ) , "大 a 的 p 次 宕 的 9 次 方 根 ， 但 形 如 


3 “3，《〈w 了 )* 这 样 的 量 不 能 用 初等 方法 定义 。 采 用 如 下 方 
法 来 把 oz 的 定义 域 由 有 理 数 域 扩充 为 实数 域 。 
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定义 邊 ご 0, x KR」。 定义 
a*=exp (xloga) 。 
注意 到 x 取 有 理 数 时 ，a* = exp(xloga) 即 定理 5*15 中 
的 (ix)。 可 见 这 时 的 定义 是 “ 乘 寡 ” 概 念 的 推广 。 
定理 516 设 / ; x->a*,，a>> 0， 那 么 
(1 7) 了 ER1 上 定义 的 正 值 连续 少数 。 
《ii) a 万 1 时 ，jf 的 值 域 为 I= {x: 0<x ぐ + }。 
(iii) 当 g 1 。f 递 增 ! 当 o ぐ 1 ，y 了 递减 。 
定理 5.16 直 接 由 a* 的 定义 及 定理 5*14 与 定理 5*15 避 出 ， 
请 读者 给 出 它 的 证 明 。 
由 定理 5.16 的 (iii》， 对 5 二 0，b 夺 1; x~>b* 是 单调 
中 数 , 存在 反 啓 数, 引 入 
定 叉 画数: x->b*” (も >0,5 キ 1) 的 反 陣 数 称 妨 以 
?为 底 的 对 数 函 数 ， 记 为 logsx。 当 b=10， 称 loglox 为 当 用 
定理 5・17 设 a 汪 0, b>>0，f :x->a*， 那 么 
(1) G7 く 29 ニー ロタ ルー a*/a=a” ts 
(a*)' =a*'; {ab)*=a”*。b”; (dh/b) =a’/b". 
(11) f(x)=a ，loga 。 
(iii) b チ #1, log,x=1logx/logb 。 | 
(iY) 38 关 T， 池 数 8 :xlogix 在 了 = {x :0<x<co} 
上 连续 。 
(v ) a チチ 1, b#1, logsx= (logsx) *。 (logya) 。 
(i) #1, メジ 0。 y>0, 1og,(x・ ヶ ) =log;x+ 
log, yy log, (x/y) = log,x— log;y 
log, (x’)=ylogsx; log,1=0., 
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定义 e=expt1 。 

定理 5・18 关于 e 有 

(i ) log.x= logx, x> 0 。 

(i i) expx=e’, xcCR,, 

iii) 议 太 ;: X->X ，71 为 任意 实数 ， 那 么 


i (x) = カタ ーー) 。 


1 
そ 


(iv) lim (1 +x) =e 。 


注 (i) 与 (二 ) 是 定义 的 直接 推论 ，(iii) 可 由 Xx=exp 《nlog%) 按 链 法 


则 求 导 得 出 ,在 知 等 微 积分 中 仅 对 7 是 自然 数 或 有 理 数 证 过 ， 现 在 得 到 了 % 为 实 


1 
x 


数 的 一 般 结 果 , て iv) 由 C 1 十 %X) 二 exp | | .及 由 exp 和 连续 ， 并 且 


Ji | loe1+3) | 一 1 得 出 ,Ci 表明 x 很 小 时 ，(1+x)" 可 作为 6 的 近似 


值 ,证 明 的 细节 留 给 访 者 . 


コリ 题 


证 明定 理 5。16 中 了 : X->a 的 三 条 性 质 。 

自明 定理 5*17 和 を 1) 所 送 7・ X->07 指 数 律 。 

证 明定 理 5*17 之 (ii)f/ (x) =a 1ogg。 

证 明定 理 5*18 之 (i111)，h 为 实数 ， 了 ,XX 。 有 (x) = 


n-1 


nx "2。 


征明 2 ご e ご 4 。 


1 
证 明 lim(1+x)*=e (定理 5*18 (jiY) ) 。 
0 
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(。 者 メ ンー1。 正明 log1+x)Sx。 
G 。 证 明 xcCRi， e 之 [+X，。 

1\* 
9. 证 明 Pi っ (1 キー) 是 着 增 函 数 ， 


10。 设 1 :Xx 之 logx， 由 导数 定义 ， 可 知 ]im 一 2 
| Be 


1 | 工 
= 二 ， 由 此 导出 lim(1+ の 7 =e。 
0 


$85*4 约 当 测度 


现在 介绍 RR, 中 有 界 点 集 的 “面积 ”理论 ,。 有 界 点 集 $ 是 
可 以 设想 $ 如 图 58 记 示 ，S 是 ?| 


” J Hi 
由 曲线 围 成 的 区 域 . 但 以 下 的 | 六 
讨论 对 任意 的 有 界 集 都 适用 。 网 国人 

基于 正方 形 的 面积 ， 用 正 ,.。 
方形 度量 $, 逐 次 地 提高 度量 的 o 
精度 ， 以 极限 的 方法 得 到 5 的 
可 测 性 及 其 面积 。 在 平面 直角 
堂本 系 中 , 取 内 部 包含 $ 的 息 形 R, 役 玉 由 *= 人 AX =B,y 
=C，» =D 四 条 直线 所 图 成 ， 这 里 A4、8、C、D 必 取 整 数 、 
这 样 ， 当 (x,») <cS 有 时 ， 有 

A ぐ x ぐ ご ぢ , C<y<D. 
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对 每 个 自然 数 n， 画 出 所 有 的 直线 x= 5-，y= 人 


为 整数 ) ,这 两 组 直线 把 平面 划分 成 无 穷 多 个 边 长 为 ( 志 ) 
的 正方 形 ， 每 个 正方 形 的 点 〈x,?) 満足 


XYy 入 一 一 (5・23) 


定义 称 (5・23) 表示 的 正方 形 为 第 n 阶 格 的 方形。 包 
含 在 5S 内 的 方形 称 为 S 芍 内 方形 。 至 少 含有 5 的 一 个 反 的 万 形 
称 之 为 S 的 覆 提 方形， 

对 于 每 一 4， 显 然 每 个 单位 方形 〈 边 长 为 1) 含有 4" 个 n 
阶 格 的 方形 。 由 A、B、C、D 是 整数 ,包含 5 的 矩形 R= {(x， 
y) : ASxsSB。 CSySD } 含有 4 (8 一 A) (DC) 个 n 阶 格 
的 方形 。 很 自然 ， 考 察 量 


4:($) = で r 乗 S 前 内 方 形 條 数 


4:(S) = 一 : 乗 S 前 導 炎 方 形 條 数 . 


4:(S) 表 示 S 的 所 有 ? 阶 格 内 方形 并 的 面积 。A.(5) 表示 S 的 
所 有 n 阶 格 改 盖 方形 并 的 面积 ， 

引 理 5・2 5 的 每 个 覆盖 方形 7r 含 于 R 之 内 ， 

正明 役 (x。 >) と SH7。 因 此 > 満足 不等式 』 


人 4 ぐ x ぐ お, C ぐ ヶ ぐ くり, 


752 


SS < 
2* ~ ] 9 ウメ SS ツ Da (i,j 为 整数 》 $ 


于 是 ->>4， 即 这 2 4 由 A 是 束 数 ， 便 有 i 一 1 之 2' 4， 


-1 と メン g 得 りー1) ズ 2"*B, 光 面 


即 ->>A, 同 再， i 


: 站 の * 
)j 委 2"B。 于 是 
A 二 -一 上 之 B. 
2" 
同样 应 有 
ij—1 了 一 
CS っ へ くっ: <D, 
所 以 + こ R. 
景 A-(S) 及 A1(S) 类 似 于 3S-(j, 人 AA) 及 S+(f ,A), 它们 的 
定理 5・19 设 SCR,， 上 = { (x»y)・ A<x<B, C<y< 
D } ,那么 


(a) 0 AT(S) 委 AS) 魏 (了 一 信 ) (D-C), 対 ぜ ヵ 成 
Y 。 

(b) A CS)>A(S), 

(Cc) 4 1(S) SA44 (5) 。 “ 

(d) 序列 4iCS) A:-(S) 下 父 , 分 別 以 41(⑮)。 A™(S) 
表示 它 的 极限 , 且 有 
0A-(S)<A'(S)E (B- A)(DーC)。 

(e) Ai(S), Ai(S), 4 CS A+(S) 与 包含 5 的 先 形 
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R 的 选取 无 关 。 

正明 《a》 由 引 理 5:3 以 及 A(S)，A1(S) 前 定义 ， 匡 
R 内 恰 有 4 "(B- A)(D~-C) 个 n 阶 格 的 方形 时 出 ，(b》 若 r 
是 n 阶 格 的 一 方形 ， 当 r 是 S$ 的 内 方形 ， 那 么 在 n+ 1 阶 略 中 7 
被 分 成 的 四 个 方形 都 是 S 的 n+ 1 阶 格 的 内 方形 。 (c) 看 和 
是 ("+ 1)》 阶 格 中 8 的 一 覆盖 方形 。7 包含 5 的 后 (Xx,y) ， 
那么 包含 7’ 的 n 次 格 中 的 方形 ?也 包含 (x,y)〉 点 ， 即 ?是 5 的 
一 覆盖 方形 。 由 (g) , 〈〉) 及 (c) 可 知 4(S) 递增 有 -上 有 界 ， 
Ax(S) 递 减 有 下 界 ， 便 得 (の 。(e) 是 明显 的 。 

定义 数 4-(S)，A4+(S) 分 别称 为 S 的 内 面积 外面 
积 。 如 果 4-(S) = 4+(S)， 称 点 集 $ 是 约 当 可 测 图 形 简称 图 
形 。 定 义 其 面积 为 4"(S)= 4*(S) 的 值 。 

当 4~(S) 过 A+(S) 时 ， 点 集 5S 在 约 当 意义 下 没有 面积 . 例 
如 ，S { (x,y) : x，y 表示 0 ,1 之 间 的 有 理 数 }5 不 含有 内 
方 形 , 4:(S) =0, 4~(S)=0』 很 明显 窍 形 R= て (x。 yw)・ 
0<x 和 1，0 乏 ? 委 1 ) 的 每 一 n 阶 格 的 方形 剖 是 5 的 覆 番 方 
形 ， 即 47(S)=1，A4+(o9) = 1。 

既然 不 是 每 一 有 界 集 都 是 图 形 ， 因 此 找 出 判定 点 集 为 图 
形 的 定理 就 是 很 重要 的 了 。 为 了 叙述 这 样 的 定理 ， 先 补充 介 
绍 一 些 有 关 R, 点 集 的 概念 ，。 

者 S$S1， S$, 是 集 ， 定义 Si 一 S,( 或 $1~5,) 为 不 属于 S ,HN 
S$, 的 点 组 成 的 集 。 点 Po 称 为 5 的 内 点 专 之 它 是 含 于 S 内 的 茶 
个 圆 的 中 心 点 。S 的 全 体内 点 的 集 表示 为 5 。 以 IP1, P21 
表示 点 pj」(xi。 yi) 与 点 pz(x yy) 之 间 的 距离 
(ュー テテ 。)" 二 ( タ ュー ッ 7 ヵ 2「。 尺 Po( テ oy ys) 赴 S 的 概 限 点字 
ョ 序列 { p。(z。。 y。) ) 。 p。 と CS,。 p。 子 Pe ぅ 具有 po Pil = 
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VX JTJ->0。S 与 它 的 极限 点 的 集 的 并 集 


称 为 S 的 财 包 ， 记 为 8 . 若 S= 5，S 称 为 闭 集 . 集 S -S 称 
为 S 的 边界 . 

引 理 5・4 设 R= { (x，y) :0 委 x 委 bc 委 y 委 4d } 是 R， 
内 的 矩形 ,那么 (i)R 是 闭 集 。(ii)R' = { (xy) :ao<x< 
b, c<y<d}., 

正明 (i》 的 证 明 留 给 读者 。 现 证 (ii) ,显然 集 { (x， 
y) : og ぐ で x ぐ 5。 c ぐ ッ ぐ 9 ) CR, 设 (Xo,yo) 是 RR 的 一 个 内 
点 , 那 久 コ 茶 一 の pe0, 使 所 有 満 走 (*-x。)*+ (ター ツ 。) 1 
Pp? 的 点 (Xx，y)ER, 其 中 有 的 点 (XxX,y)， *。 の SS SS Yo す の 
与 点 (xo，?)，7?7o 一 Py 全 yop 部 属于 R (图 5.9) 。 这 就 
表明 a 志 xo -p< 之 Xo 之 Xo + Pb,cEyo PE Yo + pd 
成 并 .于 是 (Xo，Y0) Eli(xX,y) y 
・oc で xx ぐ 5。 c<y<d}。 出 
(xX。,yo) 是 民 的 任意 的 内 扩 ， 
所 以 RC{(x, y).a<x 
ぐり 5。 c ぐ タッ ぐ て) 。 相 有 反 有 的 关系 
RIC{ (x, y) :a<x<b, 
c ぐ ヶ て gd } 留 作 习 题 ， 图 5・9 


下 面 证 明 一 些 直观 上 很 明显 的 关于 面积 性 质 的 定理 。 
定理 5・20 设 S;，S:，…，S$)，, 都 是 有 究 集 。 
(qa) 若 SiCS,， 那 么 AS) SS 4T(S。), 

+ A+TCos ), 
(b) A(S, US, U…US SA+(CS + + A+(S, ) 。 
Cc) 若 任 两 集 都 没有 共同 内 点 ， 那 么 
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A て SUS, U…US,)ZA-(S +…+A(S 
(の 寿 每 一 S$; 者 是 图 形 , 那 么 S; US。U・ “U5 是 图 形 ， 
若 任 两 集 都 没有 共同 内 点 ， 那 和 
4(S」 有 US。U…US。) = 4(S」)) ナ 4(S。) キ …+ 4( る, )。 
Ce) 若 R= {(x,y»); a<xxD, cE yd} 其 衝 形 , 
那么 R 与 RW 都 是 图 形 , 且 / 
: A(R‘")= A(R)= (b -a)(d-ce), 
正明 (a) 5S, 的 内 方形 、 枚 盖 方形 必定 分 别 是 5; 的 内 万 
形 、 履 盖 方 形 。 因 此 对 Yn， 
Ai(S1)<Ai(S,.), ACSDEA; (S22 » 
A-(S,)&AS,), ASDEAKS,). 
⑪) 的 证 明 留 给 谈 者 。 
为 证 (e)， 设 r 是 请 S; 中 某 个 S;，, 集 的 内 方形 ， 当 然 ?证 
S 的 并 的 一 内 方形 ， 当 训 基 了 时 Si, 与 8 不 含有 共同 内 点 ， 
那么 r 不 能 是 8 ;的 内 方形 〈 和 否则 。S$;fn Si, 含有 共同 内 点 ) 。 
因此 ， 
Ai(S US, UUS,)>A (CS) + AS ょ 2 。 (5°24) 
刘 图 5.10 所 示 ， (5・24) 式 之 不 等 号 可能 出現 
(d) 的 证 明 也 贸 给 谈 铬 。 
(e) 只 证 明 R 的 结论 ，R 的 结论 类 似 可 证 . 对 每 一 
nn， 设 记 是 满足 让 一 1<a .2 入 让 的 唯一 整数 且 乍 灸 ae= 


t, 一] 


T， _ 、 
27 3 a,* 《图 5*11) .同样 定义 b， 2 日 9 Ca ぅ 2 


Cr ， す 。 ， d,’， 便 
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a ーー の 。 =b,—b,, = (5.25) 
R 的 相应 的 
Ai(R)= (一 ad -ch)， 


A (R)= (hb, —a, )(d,—c,.). (5*26 ) 
由 (5*25) 可 知 a- Fa, ご の 因此 a, 一 a，a go。 同 理 


り 。 と 5。 ち ソー の 5。 で CC。 C; >C, d,—d,d,/'—d, 对 (5. 
26) 式 取 极 限 ， 便 得 A~(R)= 4r(R)=(D-a)(d-c)。 

后 集 $ 的 边界 方形 定义 为 8 阶 格 中 8 的 非 内 方形 的 覆盖 方 
形 。 图 5.8 中 划 暗 线 的 方形 表示 8 的 边界 方形 。$ 为 图 形 的 明 
显 、 下 观 的 特征 是 图 形 边 界 的 面积 等 于 零 ，$ 边 界 的 面 积 定 
义 为 4A+(S)-A4 (S). 

引 理 5・5 《a) nn 阶 格 的 方形 7 是 S 的 边界 方形 专区 7? 距 包 
含 S 的 点 又 包含 不 属于 S 的 点 。 
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( ゎ ) 集 5 是 一 图 形 志 >n 阶 格 的 5 的 边界 方形 并 的 面积 
随 n 一 >oo 趋 向 于 零 。 

引 理 是 边界 方形 定义 及 图 形 定义 的 直接 推论 。 它 的 证 明 
馈 给 读者 。 : 

下 一 定理 说 明 有 限 个 图 形 的 并 ,交还 是 图 形 ， 

定理 5・21 设 91， N29 "る Ss (D 之 2) 都 是 图 形 ， 那 
Si US,U…US,, Si 门 S; 门 … 几 5S, 及 差 S11 一 $s 都 是 图 
形 。 图 形 边界 的 面积 等 于 零 。 

证 明 对 p = 2 证明 S1 US: 是 图 形 ， 一 般 傅 况 由 数学 归 
纳 法 得 到 。 设 "是 SUS: 的 4 阶 格 的 一 边界 方形 。7 含有 S1U 
S。 的 点 p 也 含有 不 属 子 S, US: 的 反 g。4 不 属于 $:， 也 不 属于 
S$:，Dp 至 少 属于 S$, ，S: 两 者 之 一 这 表明 7 全 少 是 S,，S; 两 
者 之 一 的 边界 方形 。 于 左 

0EAS US,)- 44(S」US。)SS(A4(S うー 4(S」)2 

+ (Ai(S,)— 44( Ss )) 
由 引 理 5・5 (b) 及 两 边 夹 极限 定理 、 和 的 极限 定理 有 
4+(S1US,)- A て (Si US,)=0, 即 S」 US$。 基 賠 形 。 

关于 图 形 的 交 。 差 仍 是 图 形 的 证 明 留 给 读 浓 。 
习 题 

1 。 延 明 引 理 5*4 (1) 。 

2 证 明 引 理 5.4 (ii) 中 (xy) 1 ox で 5。 cy て 9 】 

CR 

3 。 延 明和 定理 5・20 的 (5) 。 
4 。 和 光明 定理 5・20 的 (の) 。 
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5 。 证 明 引 理 5".5。 
6 。 证 明定 理 5.21 中 Sifl S,，S1 \S; 是 图 形 。 
了 7。 设 j 是 I={(x:a 委 xx 委 0 上 有 界 图 数 ， 斗 Xx ET， 
c<C1x)，F = ({(xy) :aa<x 和 bb，c 委 <f(x) DF, 
= {(%, y): ao<x<b，c 和 ys1(0x)}( 图 5.12) ， 那 么 


8 
| [f(x)— cIdx<A-(F)S<A-(F,) ， 


| co _ oJdx>A'(F,)>A'(FI). 


图 5:12 


[提示 ， 定义 g(x)=1(x)-c,，S_(g, A)<A (FI)。] 
8 .证 明定 理 ， 设 1 与 g 在 1 = {x; aex き きり} 上 可 积 ， 入 XE 


Ca, by], j(x)<g(x), S= {(x, y) a<x&b, f(xX) 
yg(X)}】，， 于 么 S 是 图 形 计 且 


4 (S) =| es)- f(x)dx 。 
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“第 六 音 距离 空间 和 里 象 


ーー 56 コ 许 瓦 兹 不 等 式 与 三 角形 不 等 式 ， 
距离 空间 的 概念 


通常 ,数学 分 析 下 一 步 的 任务 是 把 Ri >R: 的 函数 的 微 积 
分 理论 一 步 步 地 推广 为 Rs >Ri、R。 ->R ,等 多 元 函数 的 微 积 
分 理论 。 简 捷 的 办 法 是 通过 引入 距离 空间 并 研究 距离 空间 之 
间 的 映 象 ,把 R,->R,、R, >R ,等 多 元 函数 理论 作为 距离 空间 
的 映 象 理论 的 特例 而 得 到 。 这 种 处 理 办 法 既 便 于 透彻 地 理解 
基本 概念 的 实质 ， 又 能 较 旱地 接触 到 近代 分 析 的 理论 ， 有 助 
于 弄 清 近代 分 析 发 展 的 来 龙 去 脉 ， 

先 介绍 分 析 中 很 有 用 的 许 瓦 效 不 等 式 ， 下 面 是 它 的 一 种 
简单 形式 ， | 

定理 6・1 (〈 许 所 人 兹 不 等 式 ) 设 X=(Xi，X29'''gXN)》 ， 

= (アコ ッ ツタ 5 ッッ yy) 年 KK, 的 元素 , 那么 


/ ご 加 3 
ays Sn) (Ty?) (6.1) 
i=1 = 1 


(6。#)》 中 等 号 成立 を 光 所 有 x,=0 或 3%, 使 y」= ル xi ぁ 
ュー1。2。 MY。 
证 明 当 毎 一 x,=0, (6・1) 式 等 号 成立 。 現 没 詩 少 有 
ーx, 却 0 。 有限 数 
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7(2) = マー ) :0 


ji = 1 


N 


A= Sx B = Sy, C= yt, 


那 久 4> 0 0 且 (X) =AX?-2BX+C 之 0。 显然 关于 的 
二 次 西数 1( 和 ) 的 最 小 值 是 ーー 8. 


ーー ツテ 0. 内 此 4C- B* テ 
0, 婦 (6・1) 式 成 立 。 ] ーー 
若 3》 =》 使/ (た 」) =0, (6・1) 式 等 号 成 立 
志 之 对 所 有 i yi; 一 和 Nix; =0 印 ?= 入 1Xi， | 
大 家 都 知道 ， 在 欧 儿 里 得 平面 上 三 角形 一 边 之 长 小 于 另 
两 边 之 长 的 和 。 这 一 事实 的 一 般 化 就 是 著名 的 三 角形 不 等 
式 。 用 许 巨 效 不 等 式 可 得 ， ーー 
定理 6・2 (三角 形 不等式 ) 设 x = (X1， X25 "の 2 )， 
も げき ャ ルミ ん はず も いう 是 Rxv 的 元 素 ， 那 各 


(Sry ) je( Sn (Sn (6*2) 


# 記 


(6・2) 攻 等 全 成立 志和 = 0 或 3 非 负 数 》 ,使 
ダニ (を っ i=1l, 2。 "ゆー 用。 
正明 ”对 恒等式 


S x, ty ) = マ Cx +2Xiyi ty ) Tx + 


ised . rmi im i 


161 


+2 这 x,y;+ 之 中 左 端 的 也 xiy; 应 用 许 瓦 花 不 等 式 ， 


即 


将 上 一 不 等 式 开 平方 ， 便 得 (6・2) 式 。 

藻 所 有 ァ :=0。 (6・2) 中 等 号 成 立 。 若 有 某 x, テ 0。 
等 号 成 立 所 > 应 用 定理 6。1 时 ， 式 〈6。1) 的 等 号 成 立 ， 即 
Ai， Yi= A 为 保证 xiy; 非 负 ， 和 , 非 仿 

推论 设 x = (xi， 2 の XN), y= (ys Vy sy Yn)» 
々 (る 」。 る 5。 …2w) 是 Rxv 的 元 素 ， 那么 


N 


(> (Xx; 時 5 


j= 
C65 (yi (6*3) 


(6・3) 式 中 等 号 成 立 氏 多数 rx 0<r<1, 使 
yi= rk + (1—1)z;, i=1, 2, …。 N。 


正明 令 0i=Xi 一 Ti9 0, ニア ター タッ i=1, 2, 人。 
不等式 (6・3) 化 成 关于 a = (aj， 2 ぅ "> daw), b= (bi, 


162 


り 。。 …， bx) 的 (6 。2) 式 。 7 三 


的 入 le 
注 推论 中 《6*3) 式 是 N 维 欧 几 里 得 空间 中 三 角形 的 边 长 关系， 《6*3) 
却 中 等 号 成 立 的 含意 是 x，y，Zz 在 同一 直线 上 ， 且 ?7 在 x，Zz 之 加 


从 现在 起 本 章 所 讨论 的 集 ， 不 限于 Rw 中 的 点 集 。 凡 能 确 
定 元 素 是 否 属于 该 集合 的 集 都 可 作为 研究 对 得 。 

定义 ” 设 S，T 都 是 集 。S 与 T 的 笛 卡 尔 乘 积 记 为 Sx 工 古 
所 有 序 偶 Cp, g) 的 集 ，pE S。 9 と 7T。 有限 全 集 Sj, 82 の > 
SN 的 笛 卡 尔 乘 积 是 N 元 序 组 (Pi:，P:，… Pr) 的 集 , Pi ES 
i=1。.2，…，N， 记 为 SI1XSzX…XoNe 

例 

( 1) 空间 Rw 是 N 个 R ,的 笛 卡 尔 乘积 Ri xR, x… x Ri。 

(2) I = {x!: ax<b}),， 7 =(y【 ceSySS@) 的 笛 玉 
角 移 邊 7, x1, 是 矩形 T={(x，»y) ! asxxb, c き ysd}, 即 
T=1,Xx1,。 

(3) 圆周 C={(x，y) :x+y2=1) 与 Ri 的 笛 卡 尔 箭 
积 是 R, 中 的 正 圆 柱 面 U0， | 


U={ yy 2) txt ty =l, oo く z ぐ て oo) = で XR 


定义 ” 设 S 是 非 空 集 ，d 是 由 Sx S$ 到 只 :的 函数 。4S 与 4 构 
成 一 个 距离 空间 ， 如 果 函 数 d 满 足下 列 条 件 ， 
(i) (x,y) ESxXS, d(x,y)>0; 
d(x,y) モ 0 ペ ーー タタ ァ テツ 。 
(ii) d(y,x)=d(xsy), (Xsy) ES XS。 
(iii) dx, Ed(x,y) +adCy, 2), の 2 大 9 的 元素 。 
函 狐 d 称 为 $ 内 的 上 距离 函数 。 距 离 空 间 由 偶 (8,d) 组 成 。 
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A, 
和 一， 和 ,为 定理 6*2 中 


距离 至 间 的 例子 ， 
(1) 在 空间 Rw 内 选取 d(x， y) =( > (xX:; は 


x，?yCRx。 函 数 4 是 距离 。 事 实 上 条 件 (i) ， (ii) 显然 ， 
(iii》 即 定理 6。2 的 推论 。 因 此 偶 (Ry，d) 是 距离 空间 ， 
d 是 欧 几 里 得 距离 。 

(2) 在 空间 R; 中 选取 d， 


di(x»Yy) = max lx; ~ yi メニ (を ュ ッ > > "の" CN)? 
た 


ダニ (アッ Yas の yn) 
可 以 验证 d1 是 距离 函数 ， Rw，d1) 是 一 距离 空间 , 又 注意 
(Rw, d」) 与 例 (1 う 之 (Ry，d) 是 不 同 的 ， 

( 3 ) 设 $ 是 非 空 集 、 定 义 
> XY), 


a 《xyy) = { Xx 四 y。 


奶 然 4 满足 距离 的 三 条 ，($， a ) 是 距离 空间 。 这 一 例子 说 
明 任意 的 集 总 可 以 定义 一 距离 ， 使 之 成 为 距离 空间 。 当 一 个 
集 或 说 一 个 空间 ， 伴 之 一 个 距离 使 它 成 为 距离 空间 ， 就 说 这 
个 集 或 空间 被 跑 离 化 ， 象 伴 之 a 这 样 的 距离 。 仅 能 反映 集中 
两 个 点 是 否 重合 ， 它 几乎 没有 实际 用 处 、 

(4) 疫 Cr。,」 基 定 叉 在 】= {x : 0 委 x 委 二 上 的 实 信 连 
续 汞 数 的 集 ， 对 于 1 gECo: 11， 定义 

d(f,8) = max 1 ポ %)ー5 (x) | 


不 难 验 证 4 是 距离 , 因此 (C6; ュ ロッ 2) 是 距离 空间 。 
上 述 例 子 て 1) , (2) , (3) 说 明 对 给 定 的 集 可 能 
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有 多 和 神 方 法 使 之 距离 化 ， 设 5 是 集 ， (5S，d1) 与 (S，da) 
都 是 距离 空间 ， 称 d1 与 4; 等 价 <=> 9 正 数 c:，c: 使 


Cidi (xsy)Ed (タタ) cd (xX,y) (x,y) に S XS。 


不 难 证 明 例 (1) 与 (2) 中 g 与 等 伯 . 若干 R。 中 取 例 (3) 
的 9 使 R。 距 高 化 , d 与 4 或 4 不 等 价 。 


习 题 
1 ,证 明 例 (2) 中 di 是 Ry 上 的 距离 。 
i a d(x,’ 
2. 设 (S55d) 是 距离 空间 ,XYE 8 定义 di(%1y) = 和 2 


ー 
3 判定 R、 上 距离 d(xsy) =( > Cx, = yi) + ) 与 の (xy) = 
r {1 
_ 992 是 否 等 价 ? 


1 十 d(x,y) 


4. 证 明 例 (1) ， (2) 中 距离 4 与 d: 是 地价 的 。 
N 


5 证明 (Rvyd,) 是 一 距离 空间 ,这 里 ds (xy)= 之 |X. 一 yi 


x = ( 2 っ "5 725 y= (Yi V2 Yn. d, 与 习题 1 之 
@ 寺 似 合 ? 
6。 中 明子 Cr。」 ュ 」 中 选取 的 d(f,g) = max|f x) 一 g(x) | 是 


距 见 。 


ーー 1 
7, 证 明 于 Cio; 1 中 选取 的 可 (jg6) = | |j(x) g(x)|dx 是 
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距离 。 
“8, 议 X= (と プシ レナ て uo し すい うじ y 二 (タロ ラダ タッ の ツェ 和 县 


之 持 与 之 ?都 收 煞 。 


t=1i 
证 明 级 数 [Xiyi| 收 约 且 有 许 瓦 巷 不 竺 式 
Be (Ba ee 


9, 设 x，y 如 习题 8 所 设 , 证 明 (x +yi1) 收敛 并 有 三 角形 


i=1 
不 等 式 
(Ze (D+ ( DP (6*5) 


(6*5) 式 中 等 号 成 立志 X= 0 或 3 入 之 0， 使 人 = 入 Xi9 


1 = 1。22 。 


10 。 役 ! 2 = {x *xX= (Xi1, X25 


いう > > Xx? 收 化】。 定 义 
i=1l 


1 
d(x,y) =( > (Xi ーッ し y に Lz 。 
i=1 


证 明 Ct2> の 是 距离 空间 。.[ 提 未; 用 习题 9 的 结 采 。] 
11 设 M={x ;X= (XisXz，"…)sX 为 有 界 序列 }， 定 入 
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d(xsy) = SUD メ テー ダリ X= (xisgx2), タニ ( タ ロア ッッ) 


证 明 (M，d) 是 距离 空间 。 


12。 六 お = {X :X= (xX, “X25 …), > 1xi| 收 仇 )。 定义 
fi=1 


Bo 


d(x，y)= > |xXi-yil， x, yEB. 


mm 
正明 (B，d) 是 距离 空间 。 


13。 设 C= 1(cos8, sin8: 0 ミ < きき 2 ヶ ,} 定义 
"(Dr の >) = I01 ー 9。 |， Di 三 (cos9」。S1101)。 
Ps = (coOS0。 。S110。 ) 。 


正明 (c,d') 是 距离 空间 ， 若 di 如 例 1) 中 定义 的 距 
高 。 (c,d1) 是 距离 空间 ，d' 与 di 是 否 寺 价 ? 

"14, 设 5 是 非 空 集 ,d 是 SxS->Ri1 的 非 负 实 防 数 且 具有 性 质 ， 
(1) d(x,y)=0<——>x=y 
(ii) d(x,z)<d(x,y) + d(z,Yy) % ぅ めった さ S。 


证 明 d 是 距离 函数 。 


S6・2 点 集 拓扑 基础 


直观 上 自然 地 想象 距离 空间 如 同 欧 几 里 得 的 平面 或 三 维 
空间 一 样 。 这 样 的 几何 直观 对 于 启发 思路 是 很 有 将 的 ， 但 是 
重要 的 是 要 识别 哪些 欧 几 里 得 几何 的 定义 、 定 理 。 能 够 推广 
到 一 般 距 离 空间 ， 哪 些 对 一 般 的 距离 空间 不 适用 。 本 节 研 究 
距离 空间 的 一 些 基本 人 性质 ， 
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为 了 方便 起 见 ， 仅 用 字母 5 表示 距离 空间 ,认为 S$ 有 一 相 
伴 的 距离 d。 

定义 P:,,P:,…,P,… 表 示 距 离 空间 元 素 的 序列 ， 记 为 
{tP, PES。 称 当 1 一 co 肘 已 , 趋 间 于 Po<=>d (P,,Po) -* 
0 《1 一 co)， 表 示 为 PP (co) 或 jimP, = Po 也 说 序 
列 (P。) 收敛 于 Po， 

定理 6. 3 极限 唯一 性 )” 设 {fp,} 是 距离 空间 5S 的 序 
列 ，D，9ES。 若 当 n-> co 时 ，pus->p 及 p,->g, 那么 p=4. 

正明 ”由 距离 条 件 (iii， 有 0<d(p，q) 和 dp。，P) + 
2Cp.、g)。 今 れ >co。 便 得 d(p,9) =0, 据 距离 条 件 (i)， 
p=g. 

定义 ” 设 Po€ S，? 为 一 正 数 ， 称 集 B8(Po,7)={PES， 
dCP;P os) 之 7} 为 以 Po 为 中 心 ，? 为 半径 的 开 球 。B(Pos7) = 
{PES :dl(P,Po) 才 7} 为 以 Po 为 中 心 7 为 半径 的 闭 球 。 / 


图 6，1 所 示 是 Rs 以 d(x,y) =( 忆 (xi - ?5 ?六 为 距离 的 


1=1 


it0、0) 为 中 心 ， 革 为 玉 入 的 开 球 有 1101 1 。 
边界 圆周 不 在 如 10, いい 内 。 
攻 5・1 
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空 周 中 。 (0,02 作 中 心 ， 工 作 半径 的 开 球 。 图 6。2 表 示 以 


必 (0 ,0 为 中 心 ， 上 为 半径 的 开 球 日 10 【7 
边界 方形 网 边 不 在 500 1) 内 ・ 


图 6:2 
d(x,y) = max |x; 一 yi| 为 距离 的 R, 中 ,00,0》 作 中 心 , 工作 


半径 的 开 球 〈 两 者 都 不 食 边 界 )， 
图 6。1 及 6。2 说 明 对 距离 空间 用 几何 直观 应 当 小 心 。 再 


0 当 x=? 
| 当 x 举 径 小 于 1 的 开 球 


仅 含有 中 心 点 一 个 把 ， 而 尘 径 大 于 1 人 人 
同 1 

定义 ” 设 4CS，P。 CE A 称 Ps 为 A 的 孤立 点 <> 3 >0 
使 开 球 BP。，7?) 仅 含 有 A 的 一 个 点 Po， 即 

B(Pos7) 站 A={Po}.。 ((P。}) 表 含 単 一 元素 P。 的 集 ) 

例如 具有 上 欧 几 里 得 距离 的 R ,的 集 4，4={tx:I 工 委 x 委 
2,x=3) 4 的 元 素 3 ， 4 都 是 4 的 孤立 点 。 面 1SSxSS2 区 同 中 
的 点 都 不 是 4 的 孤立 点 。 

定义 ”点 P, 称 为 集 4 的 极限 点 专 这 对 每 一 7 之 0 BCPuo7) 
内 含有 不 同 于 P, 的 A 的 点 。Po 可 以 不 属于 A。 
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如 在 R: 中 取 距 高 画数 4(x;») = 


例如 以 通常 距离 d(x1,xs) = xi 一 1 的 R」。 集 C=【x < 
1 和 x<<3} 的 每 一 点 是 它 的 极限 点 ，x = 3 也 是 C 的 极限 点 。 

定义 ” ACS 称 为 闭 集 专 室 A 包含 它 有 的 每 个 极限 点 。 

一 集 4A 称 为 开 集 <=>A 的 每 个 点 Po 是 包含 在 A 内 的 某 开 
球 B(po,7) 的 中 心 尽 、 即 37 之 0, B(po7) 性 A， 

注意 开 集 定义 中 开 球 Bpo,7) 的 7 因 点 而 异 。 

定理 6・4 ”点 P, 是 集 4 的 极限 点 寺 >j{p1)} CA p, 大 
po, limp, = po. 

证 明 (a)》 若 定理 中 的 序列 存在 , 显然 每 一 B(p。o,7?) 合 
有 异 于 P ,的 {p,}) 中 的 点 ， 而 {p,} 导 A， (pos7) 含 有 A 中 天 
于 po 的 点 ， 所 以 Po。 是 A 的 极限 点 。 

(b) 若 P。 是 A 的 极限 点 。 构 造 具有 所 说 性 质 的 序列 ,由 


极限 点 定义 ， 开 球 B(po， 人 六 ) 含 有 点 Di E 4， pi 交 p 。 取 7: 
= 了 ad(pu，pi)， 开 球 B(po，7a) 含 有 点 D: EA。 pa po 再 


取 rs = 3d(Po, Ds)， 开 球 B(pos7s) 含 有 点 Ds に 4 ぅ 0。 大 po3 


继续 这 一 过 程 ， 得 序列 {p.}CA，p, po。 当 れ っ 5 時 7 


0。 而 4d(p。,p,)<yr,， 可 知 p。 一 Do。 


在 $5。4 中 曾 对 R, 中 的 集 以 序列 {p,} 的 术 请 定义 极限 
点 ， 定 理 6*。 4 说 明 分 别 用 “序列 ”或 “ 开 球 ”所 给 出 的 极限 
点 定义 是 等 价 的 。 

定理 6。5  〈o) 开 球 是 开 集 。 

(b》 闭 球 是 闭 集 。 

证 明 (a) 没 B( ヵ p。, 7?) 基 井 球 ,。 サザ gEB(po, 7) .应 证 
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有明 3 开 球 BCp, r+) ご BCGpo。 7) 。 信 名 =@( の pe。 の 9), 研究 以 g 
为 中 心 以 7 = (rr1) 为 半径 的 球 B(g;7) 


《图 6 。3) 。 Wa’ に 万 (の 7, 7), 为 了 证 明 per 
9 の 4B(po，7r)， 上 只 要 证 明 d(po，9g” ) ぐ 7 即 
可 。 事 实 上 


d(po, gq’)d(po, gq)+d(g, gq” ) 6・3 
一 1 1 
< 之 ?1 十 7 二 yl 十 > ケー7i2 = > (T+71)<Y, 


5) 应 当 证 明 B(po,r) 包 含 它 的 每 个 极限 点。 设 4 古 


B(poo7) 的 极限 点 ,存在 序列 pi ps:D,，…，p, 人 Boo7)， 
使 G(⑰,。 g) テ 0。 可 是 对 每 一 4 都 有 d(p, ,po) 魏 7。 所 以 
dl(q,Do) sd(qsDp,) + G(p, 9o)S、d(9 ぅ の 。) 十 7。 


令 #->co, 由 不 等 式 的 极限 定理 有 d(q;po)s<r, 即 4EB(poy7)。 

注 图 6。3 从 直观 上 帮助 导出 定理 6 ,5 的 证 明 . 但 是 必须 注意 定理 的 证 
明 完全 是 分 析 论 证 . 

S 是 元 素 的 空间 ， 意 味 着 8 是 所 研究 的 全 体 元 素 的 集 。 说 
一 个 点 集 ， 则 是 指 8 的 子 集 。 今 后 常常 需要 研究 以 若干 点 集 
妨 元 素 前 集 。 六 笠 的 集 称 妨 集 旋 。 即 集 族 基 S 的 若干 子 集 的 
族 以 花 体 字母 .多 -表示 。 藻 多 是 有 限 个 集 的 族 称 为 有 限 集 
族 ， 它 可 表示 成 {41， 和， A,}, 

定义 “” 设 .多 是 诸 点 集 4 的 族 ，4CS，93 为 距离 空 同 。 定 
叉 的 集 的 井 

U 4= {p :pES，p 至 少 属于 ,多 的 一 个 集 4 } 。 


4 下 


7/ メ 


定 又 的 集 的 交 
站 4={p :PEcS，p 属 于 多 的 每 个 集 } 。 


AE EU 

若 4。 8 基 S 的 点 集 。 定 叉 g 与 4 的 差 
B-A= {p:p ち 且 p ヒ 4)。 

若 人 A 起 S 的 一 点 集 。 定 尺 4 的 余 集 (4) 为 


の (4)=S- 4. 
定理 6・6 〈 迪 。 莫 根 公 式 ) 设 S$ 是 一 空间 ，,. 多 -是 一 集 
族 , 那么 
(a 4j= Nn F(A). 
4 と Br 4 と の デ 


WEL NN A U F(A), 


4 で の 


证 明 《a) 使 用 证 明 两 个 集 相等 的 典型 方法 ,证 明 Ac 
及 BCA 都 成 立 , 设 E | ご 41. Bp 不 属于 F 的 集 的 


并 。 因 此 p 属 于 每 一 多 (4)，AE 7， pe n F(A), 


AE 2 グ 


于 是 得 到 % | J Alc 个 (4). 再 设 PE 人 (4), 


4 モン と グ 


把 以 上 推理 个 过 来 便 得 pe を | U 4|, 于 是 「1(4) 選 
.AE 


AE SW 


Z|U Aal. 

[U4 
类 似 可 证 〈b》， 把 它 留 给 读者 。 
注 定理 6・6 并 末 涉 及 距离 ，S 可 以 是 任何 集 . 
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定理 6・7 距离 空间 中 开 集 具 有 性 质 ， 

(a) 开 集 族 多 -的 并 是 开 集 。 

(b) 设 A1，A4，*…，A, 是 有 限 个 开 集 ， 那么 门 A， 
是 开 集 。 

证 明 (a) 设 p 5 A, 那么 p 至 少 属于 一 个 集 A EF 。 
因为 A 是 开 的 ，3 开 球 Bp,) 叶 A. 因 而 B(P,n) 叶 4. 即 


WA 的 每 一 点 p 是 含 于 它 的 开 球 BC(p，?) 的 中心， 由 定义 


AE < 


【4 是 开 集 , 


AE Sr 
(Db) 设 p € (1 A;, 那么 对 每 一 # | 一 开 球 B(p)7 ) 


A;。 定 义 7 = min(7Yj，7s，'“，7,)， 开 球 B(p，7 ) 合 于 每 


一 点 ;内 ， 因而 B(p， EN 4 于 是 站 4; 龙 开 集 。 


1 】 


注 定理 6・7 (5》 开 集 为 有 限 个 的 限制 
条 件 不 能 去 掉 , 从 如 周子 通常 欧 儿 旦 得 距离 的 
R 』 前 集 話 14z). 4k テ (x. ツ ):0 革 * キツ ! 


< 女 }. 每 一 Ax 是 开 球 ， 但 其 交 (44 仅 由 
ei 


叭 一 点 组 成 ， 显 然 不 是 开 集 (图 6.4) . 
定理 6・8 (a) 设 4 是 距离 
空间 8 的 集 ，A4 为 团 集 > ぞ マ (4) 
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是 开 集 。 

(b) 空间 $ 是 既 开 且 闭 的 集 。 

《c) 空 集 是 既 开 且 闭 的 集 。 

证 明 (a) 假定 4 为 闭 集 ， 证 明 咯 (4) 是 开 集 。 设 
り と の (4A) 有 是 3 以 p 为 中 心 含 于 名 (4) 的 开 球 。 那 么 以 p 为 
中 心 的 开 球 含有 4 的 点 (因为 PE 吓 (4),4 的 点 异 于 p). 送 表 


明 P 是 4 的 极 限 点 。 但 4 是 闭 集 ， 断 定 pPE (4), 矛盾 。 
于 是 了 以 了 为 中 心 的 开 球 含 于 宅 (4) 内 ， 即 (4) 是 开 集 。 
反之 ， 当 A 是 开 的 ， 则 名 (4) 是 闭 的 。 证 明 留 给 读者 。 
(pb) 由 开 集 、 闭 集 定 义 ， 即 得 S 是 既 开 且 闭 的 集 。 由 此 
及 (qa) 立即 得 (c) 。 
定理 6・9 ”距离 空间 5S 的 闭 集 具 有 性 质 ; 
(a》 闭 集 族 的 交集 是 团 集 ， 


C5》 有限 个 闭 集 的 族 {A1,A:，…， 4 的 并 LA, 是 半 


集 。 
这 是 迪 。 莫 根 公式 及 定理 6。7、6“。8 的 直接 推论 ， 细 闻 

留 给 读者 。 定 理 6，9 之 〈b) “有 限 个 ”的 限制 不 能 去 掉 。 谈 
者 容易 给 出 无 限 个 闭 集 其 并 非 财 的 例子 。 

定义 ” 设 {P,} 是 点 的 无 限 序 列 。 一 无 限 序 列 {q,} 称 为 
(P,} 的 子 列 专 > コ 自然 数 递 增 序列 {K,} 使 对 法 n， 有 gq. = 
Pr,, 

子 列 的 下 标 K, 之 n， 这 一 事实 可 用 归纳 法 证 明 。 点 列 的 
子 列 概念 是 8 3・3 中 实数 序列 、 子 序列 概念 的 一 般 化 。 

定理 6・10 设 {P,} 是 距离 空间 5 内 的 序列 ，{q.} 是 它 
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的 子 序列 。 若 limp， = po» 那么 Lima = Do。 

证 明 对 六 e 二 0， 由 收敛 定义 ，3 自然 数 N 使 >N， 有 
(DL sDo) <e, 但 対 サ rn, q, = pr,，K, 之 n .于 是 对 >N， 有 
(7.。 po)=d(pr,., po)<e, 

由 收 第 定义 lima. = po。 
注 定理 6 9(5) 也 可 用 闭 集 定义 直接 地 证 明 ， 为 此 要 用 定理 6.19 的 结果 . 
定义 ”距离 空间 的 点 p 称 为 集 4 的 内 点 寺 >> 370， 使 
B(ps7) 己 A。 A 的 所 有 内 点 的 集 称 为 4 的 内 部 记 为 4‘ 。 集 
和 A 的 所 有 极限 点 的 集 称 为 4 的 导 集 记 为 4' 。A 和 UA’ 称 为 A 的 
闭 包 ， 记 为 4。 集 4- 4 称 为 4 的 边界 ， 记 为 ?4。 
例 ” 设 4 是 欧 几 里 得 R 的 集 4= {(x，y) :x+ 和 <1)， 
A 的 点 都 是 内 点 ，4= 4 。4= 4 是 开 集 的 特征 。4 是 
闭 圆 盘 A= {(x,y) :x+y2sI)。A4A 的 边界 234 是 圆周 ?4 
={(xyy) :x+y=T1。A4A 的 寻 集 47 = 4。 
定理 6・11 设 4 是 距离 空间 的 集 ， 那 么 
(a) 4/ 基 団 集 。 
(5) A 是 闭 集 。 
(c) 324 是 闭 集 ， 
(d) A' 是 开 集 。 
(e) 当 4CB， 若 B 是 闭 集 ， 那 么 4cCB， 
定理 6。11 的 证 明 留 给 读者 。 


习 题 
1。 设 在 距离 空间 S 内 limp, =Po, limg, = go 对 Yr。, 
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(DP.。 9 )<a， 证 骨 d(p，ao)<sa， 
2 。 若 R :赋予 距离 d(xyy) = [yi1— Xi|+ iy al X= (x1, 
X22), アニ ( ア ロッツ 2 。 
过 出 以 (0，0) 为 中 心 半径 为 1 的 球 ， 
3。 若 民 | 赋 予 距 离 d(x,y) = |x 一 y|， 举 出 一 不 开 不 闭 的 集 ， 
4。 民 ,赋予 距离 4(x,y) = |x 一 yl, 证 明 有 限 点 集 的 每 个 点 是 
必 立 点 。 每 修 点 是 孤立 点 的 集 是 否 有 限 ? 
“5。 举 出 民 , 中 一 个 恰 有 4 个 极限 点 的 集 . 


6。 设 A= {x :0x 坊 1 且 Xx 是 有 理 数 )}，ACCR, 求 A， 
7。 设 欧 几 里 得 空间 Rs ,证 江 S={(x,y) て 0 そ で キッ た ぐ 11) 療 
和 井 集 8S の 87, 28, §, FS). 
8。 自明 思 ・ 葉 振 公 式 的 (5b) (定理 6・6) 。 
9。 设 4， 有 ，C 夺 是 空间 S 的 集 ， 证 明 
(a) FA- お) = BUE (A), 
(b) A—-(A—B)=ANB 
(c) ANCB-C)=(ANB)- (ANC). 
(d) 4U(B-A4)=A4UB， 
(e) (A~-C)U(B-C)= (AUB)-C. 
“10。 于 网 几 里 得 空间 民 , 求 一 族 {AA.}， 有 4, 为 开 集 使 


「] 4 =B(0,1). 


n= 1 
11。 证明 当 雪 (A) 是 开 集 那么 4 是 闭 集 (定理 6・8) 。 
12。 证 明定 理 6。9 
13。 用 闭 集 定义 直接 证 明 闭 集 族 的 交 是 闭 集 。 
“14, 设 f 是 I= {x : a 志 x 忒 b} 上 连续 函数 ， 且 半 x€1，f(x)> 
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0。 S={(x,»y) ER, a= XS の 0 ミッ (x)}Ri, R, 按 
通常 距离 ,证明 8S 是 闭 集 并 求 8 ，8S，S 0 ，3S。 
15。 征 明 定 理 6 *11。 


$6.3 可 列 集 


当 4，B 都 是 有 限 个 元 素 的 集 ， 容 易 用 配对 的 方法 比 较 
它们 元 素数 的 多 少 ， 如 果 A，B 之 间 恰好 配对 ， 即 能 1 一 1 
对 应 ，A，B 的 元 素数 相等 ， 如 果 配 对 完了 尚 有 一 集 ， 如 4 
还 有 余下 来 被 配对 的 元 素 , 就 说 4 的 元 素数 多 于 B 的 元 素数 ， 
仿 此 ， 以 1 一 1 对 应 的 办 法 进行 两 无 限 集 间 的 配对 ， 出 乎 预料 
的 是 无 限 集 都 能 与 它 的 真子 集 配 对 。 例 如 N = { Ps n 是 自然 
数 }，Ns = {2n: 1 是 自然 数 } ,我 们 以 2。 22) 配对 ，N 与 N， 
可 以 1 一 1 对 应 ! 关于 无 限 集 理 论 更 深奥 的 研究 ， 获 得 了 发 展 
数学 分 析 的 有 用 的 工具 。 本 节 主 要 研究 Rw 中 的 无 限 集 的 基本 
性 质 ， 有 些 定义 、 定 理 对 一 般 元 素 的 集 也 成 立 ， ーー 

定义 ” 集 S 是 可 列 的 <> 3 使 5 到 自然 数 集 N 上 的 1 一 1 的 
対応 。 一 集 S 称 妨 可 数 的 >S 基 有限 集 或 可 列 集 < 

“可 列 集 ” 顾 名 思 义 是 元 素 可 如 自然 数 集 那样 “排列 ”， 
也 即 可 用 自然 数 为 下 标 写 成 S= (Di;p:，…D,… } . 

定理 6・12 自然数 的 非 空子 集 是 可 数 的 .可 数 集 的 子 集 
是 可 数 的 。 

正明 设 S 是 自然 数 集 N 的 非 空 子 集 。 根据 自然 数 的 良 
序 性 (定理 1・30) ，S 有 最 小 元 素 K1。 若 S= {K1},S 是 有 限 
集 ， 定 理 成 立 。 不 然 ，S - {Ki} 不 空 它 有 最 小 元 素 K,， 继 续 
这 一 步骤 ， 洲 在 某 个 n 步 后 集 S- (Ki, K,，…， K、} 成 力 室 
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集 。 $ 古 合 n 个 元 素 的 有 限 集 ， 定 理 成 立 。 否 则 ，K ,KK，， 
…,K,,… 是 无 限 的 ,我 们 来 证 明 S= {K;,K,,…,K,,…}。 若 
3 S 的 元 素 不 在 {K,} 之 中 ,这 种 元 素 有 最 小 的 ， 以 p 表 示 ， 
按 K ,的 定义 它 是 5 中 最 小 元 素 ,PE5， 应 有 Ki 二 p。 设 TIT 是 
Ki，K,，…，K,… 中 满足 K; 志 p 的 那些 数 K; 的 集 。 因 pp 是 
目 然 数 ， 所 以 T 是 有 限 集 ， 且 3i, 使 K; 寺 Pp 过 Ki;+11。 因 
DE{K,}， 所 以 K ;<p<Kis1。 按 Ki+: 定义 ， 它 是 S 中 大 
于 KK,，KK，,，…， 尺 ;的 最 小 元 素 , 义 pE5S,p 不 能 小 于 Ki+1， 
这 与 Dp 之 K; 4,1 矛盾 。 即 $= {Ki,K,,…sK,，…} 是 可 列 的 。 

定理 的 第 二 判断 是 前 者 的 直接 推论 ， 

定理 6・13 ”可 数 集 的 可 列 族 的 并 是 可 数 集 。 

证 明 设 S,，S$: ，…S$S。… 的 每 个 集 $, 是 可 数 集 。 现 证 


U 5。= s 是 可 数 集 . 对 固定 的 m， 5, 可 与 序 偶 (m,1); (m2)， 


mmi 


…(m;R) >… 的 一 部 分 或 全 部 1 一 1 相对 应 、 因 此 5S 可 与 全 部 
或 部 分 自然 数 序 偶 〈w,z) 建立 1 一 1 对 应 。 由 定理 6'12， 
只 要 证 明 集 {(m，n) :m,n=1，2，…}) 是 可 数 集 。 而 序 偶 
(m,n) 的 全 体 可 如 下 排列 。 


(1，1)，(1，2)，(1，3)，(1，4)， … 

} 

(2, 1), (2, 2)。 (2, 3)。 (2。 4)。 … 
D> ed 

(3, ] ) 。 (3 。 2)。 (3, 3), (3, 4), 机 


(4, 1), (る 2)。 (4, 3), (4。 4)。 … 


即 (1, 1) し (2 1 ) 3 (1, 2) 2 (3, 1 ) 9 (2。 2) 。 
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(1, 3) , 
读者 可 以 验证 序 偶 (p,q) 与 自然 数 PDP 4g 
相 1 一 1 对 应 ， 

由 定理 6。13， 可 知 所 有 整数 是 可 列 的 有理数 集 可 与 下 
数 序 偶 的 集 的 子 集 1 一 1 对 应 (卫视 为 (m，n) )， 有 再 数 集 是 
可 列 的 。 

下 面 定理 说 明 实 数 系 实质 地 “大 ”于 有 理 数 系 ， 

定理 6・ 14 R ,不 是 可 数 集 ， 

证 明 ”只 要 证 明 区 间 1= {x : 0<x<1} 是 不 可 数 的 就 名 
了 。 用 反 证 法 ， 设 了 是 可 数 的 将 导致 孙 盾 。 藻 工 可 数 ， 把 它 
的 所 有 元 素 排 成 序列 

X19 X2s I XI | 

把 了 分 成 三 等 分 ，| 0 ， 了 |，| 3 ，1 | 之 中 总 有 一 个 财 区 回 
不 含有 xi:， 用 工 , 表 示 这 个 闭 区 间 〈 图 6.5) 把 Di 三 等 分 可 得 


ーーーーーーーー サ ーーーーーーー エ ーーーーーーー ユ ーー 
0 ー + す 1 
多 6.5 


不 含 x, 的 団 区 同 ! :等 。 据 归纳 法 ， 便 得 斤 区 间 套 {1,} 。 対 
¥n, LOL;,, x, EL, n=1, 2。 …。 而 工 ,的 长 为 六 ~ 


0 ， 据 闭 区 间 套 定理 〈 定 理 3。1) ，3 唯一 点 xeE LE. 


ni 


zo に ん 但 x0o 大 X，,， n=1, 2。 ***, 矛盾 ， 
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定理 6・15 《a) R, 中 互 不 相交 的 开 区 间 组 成 的 族 是 可 
数 族 。 

(b) Rr 内 互 不 相交 的 开 集 组 成 的 族 是 可 数 族 。 

定理 6、16 ” 设 } 是 Ri 内 一 区 间 了 上 的 单调 函数 ,那么 1 的 
周 断 点 的 集 基 可 数 的 。 

证 明 留 作业 题 。 

定义 Ry 的 井 方 格 基 集 : 


と を し MA し ボク , 6: ぐ を, ぐり 。 1 2。 NH。 


闭 方 格 是 集 : 

{C(x1sX2s XN sai 人 Xb t=1,2,.",N}. 

N = 1 的 特殊 情况 ， 开 方 格 、 闭 方 格 分 别 是 R ,中 的 开 区 
间 、 闭 区 间 。 

定理 6・17 有 :的 开 集 是 可 数 个 开 区 间 族 的 并 ， 

证 明 设 G 是 给 定 开 集 ， 任 取 xo EG，3 开 区 间 J]，xo 
JCG。 定 义 I(xo) 为 所 有 这 样 ] 的 并 。 因 为 有 公共 点 Xx。 的 开 
区 间 的 并 是 开 区 间 ， 失 以 I (x。) 店 区 同日 zo) ご ビビ 。 設 
x1isXi CG, x まま x 。 当 7(xr) 昌 (xs) 不 室 。 那 久 ir)U 
1(x;) 是 G 内 同时 包含 x 1 与 x; 的 一 个 开 区 间 ， 由 T(x1),T(x2) 
的 定义 ， 有 I (xi == リ (と >) 。 

于 是 ， 含 于 G 内 所 有 互 不 重合 的 1 Cx。) 是 互 不 相交 的 开 
区 间 。 由 定理 6。15 (a》， 这 些 开 区 间 的 族 是 可 数 的 ，G 是 
这 可 数 个 开 区 间 的 族 的 并 。 

定理 6・18 ”Rw 内 的 开 集 可 以 是 内 部 互 不 相交 的 可 数 个 
财 方 格 族 的 并 ， 

证 明 设 G 为 Rx 中 的 开 集 ， 作 超 平 面 
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K ， 
っ の i= 1, 2， NN, 


这 里 n 是 自然 数 ，K; 是 整数 。 对 Yh， 不 等 式 
2 "(K.,.—-1)<x,2 "KkK,, i=1, 2。 *, N, 

涌 定 一 超 方 格 。 当 Ki, K,，*…，Kn 各 自 取 一 切 整 数值 ， 可 得 
将 Rw 划分 成 可 数 个 彼此 内 部 不 相交 的 方 格 的 族 称 为 Ry 的 nt 
阶 格 。 令 Fo 为 仿 于 G 内 的 0 阶 闭 方 格 的 并 集 。 令 G4 是 含 于 G 
内 但 不 在 Fu 内 部 的 1 阶 方 格 的 并 。 定 义 Fi = FoUG1. 令 G， 
是 含 于 G 内 但 不 在 Fi 内 部 的 2 阶 方 格 的 并 。 定义 『。 = GU 
F,。 继续 这 一 过 程 ,显然 ,G1,Gs，… ,Gr… 每 一 集 都 是 可 
数 个 闭 方 格 族 的 并 ， 且 闭 立 方 格 彼此 不 含 公共 内 点 即 内 部 工 
不 相交 。 由 此 , 対 サ ゃ , Fy 是 含 于 G 内 的 nn 阶 格 的 方 格 族 的 并 。 

我 们 来 证 明 G= UF.. 为 此 设 pvEG、 由 G 是 开 集 ，3 开 球 


B(p ur)CG。 对 于 使 2-*v 末 <7 的 ,包含 pu 的 z 阶 格 的 方 格 
会 于 B (pos7) 之 内 。 即 peE F, 忆 UF, .由 于 p, 是 任意 的 ， 

所 以 GC UF,. 另 一 方面 由 
FCG, し FCG, 所 以 G = 


UF . 即 G 是 内 部 互 不 相交 的 可 


数 个 闭 方 格 族 的 并 〈 图 6。 6 可 
作为 R, 中 的 示意 图 》. 


图 6:6 
注 定理 fi,18 中 开 集 分 解 为 沁 立 方 格 的 并 的 方法 不 是 唯一 的 ， 
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习 题 
t .证 明 民 ; 的 爹 体 有 理 点 (坐标 为 有 理 数 ) 是 可 列 的 。 
2 .证 明 RN 的 全 体 有 理 点 是 可 列 的 。 
3。 役 S ニ (を 2 ルミ (7」。 72。 ，0， 0，…)17 ;为 有 理 数 ， 
无 限 序列 X 从 茶 尹 项 之 后 的 各 项 为 0。 证 明 S 是 可 列 的 。 

4。 登 系数 多 项 式 的 实 根 是 代数 数 。 证 明 这 样 的 代数 数 的 全 体 
是 可 列 的 。 

5。 通 过 建立 互 不 相交 的 开 区 间 族 与 有 理 数 的 子 集 1-1 对 应 ,证 
明 定 理 6・15(q) 。 

6. 证 明定 理 6*15(b) 。 

7. 证 明定 理 6*16。 [提示 ， 间 断 点 的 集 可 与 互 不 相交 的 开 区 
间 的 族 建立 1-1 对 应 ]。 

8。 证 明 每 个 无 限 集 都 包含 有 可 列子 集 。 

9. 设 G 是 R ,的 开 集 ， 证 明 G 可 以 表示 为 以 有 理 点 为 翔 点 的 开 
区 间 族 的 并 。 

10, 设 G= {(x;y) 50 くく 1。 0 之 y< 之 1} 是 R, 的 子 集 ， 具 体 
地 给 出 如 定理 6,18 内 的 闭 方 格 的 族 ， 使 其 并 为 @G。 证 肥 
闭 方 格 的 可 能 选取 有 无 限 多 种 。 

1 。 设 1 = {x :0 之 x 之 1}。5S 为 定义 于 1 上 值 域 含 于 1 的 全 体 
沪 数 J 的 集 。 证明 S 不 可 能 与 R, 的 子 集 建立 1-1 对 应 。 
[提示 ， 用 反 证 法 。]j 

*#12 设 T= {x :0<x<1)，J= (xy) : 0<x<1,0<y<1), 
证 明 ] 可 与 1 建立 1-1 对应。 推广 这 一 结 采 到 1 与 KK 建立 
]-1 对 应 。K={(x1i, Xs, "の の XN) :0<xi<1, i=1;, 
2，…， N}, 
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[ 提示 ， 了 巩 X 的 小 数 久 下 为 0。X1X2X3X4 9 y 的 小 数 表 
不 为 0*y1y2zys""*s 使 0oX1Y1X2Y2Xsys'"' Cl, 与 (XxX;y) EJ 对 
应 。j 


$6x*4 紧 集 


在 33,3 中 证 明了 著名 的 波 尔 查 诺 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ，R, 中 有 界 无 限 序列 含有 收 化 子 列 〈 定 理 3"8) 。 本 节 说 
明 在 一 般 的 距离 空间 中 ， 有 界 序 列 可 能 不 存在 收 征 子 列 ， 把 
其 中 序列 有 收敛 子 序列 的 集 称 为 紧 性 集 ,这 种 集 保持 了 R, 的 
财 区 间 的 一 些 重要 人 性质， : 

定义 ”距离 空间 5 内 的 集 4 称 为 紧 集 所 >A 的 点 序列 
(p。) 含有 收敛 于 和 A 中 的 点 的 子 序列 {qa} 。 也 即 3 {p,} 
的 子 列 ( gq,}， gaー テ p。 と 4。 

由 定 叉 及 定 理 3・8 可 知 R, 中 有 界 団 集 基 紫 集 。 

定义 ”距离 空间 5 内 的 集 4A 称 为 有 界 集 < 寺 > ] 茶 球 
B(p,7), ACB(p,?), 

定理 6.19 ”距离 空间 S 内 的 紧 集 4 为 有 界 闭 集 。 

证 明 假定 A 无 界 。 定 义 如 下 序列 取 p1 A， 由 A 无 
界 ， Jj ps に 人 A, 使 d(p の |， 同 理 。 ヨコ p, に 人 A 使 の ⑰, 
5 ぉ うと 2。 如 此 対 ダ z。 ヨ p。 と 4 使 G(⑫jp う ルー1。 六 梓 得 
到 A 的 点 的 序列 {p, }。 而 A 是 紧 集 ，{p,} 有 收敛 子 列 [q,})， 
q. 一 po， 了 o 《AA4。 由 收 祝 定义 ， 4 N 使 >N, d(g。。 Do) 
1。 但 

(n~-1)<d(p1, 9。)S、d(9。> Po)+d(po, Pp1) 

<l+ad(l(po, Di) (6・7) 
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(6・7) 中 dp 」。 9 うー1) 昨 由 d(p 」, p,)>n-1, 而 a， 
全 少 是 {p., ) 的 第 n 项 推 得 的 。d(p。，P1) 是 定数 ， 当 ne 充分 大 
(6*7) 是 予 盾 的 。 于 是 A 是 有 界 集 。 


现 设 A 不 是 闲 集 。 那么 3 A 的 极限 点 psEA。 了 既然 p, 其 
4 的 极限 点 ， 按 定理 6。4 3 A 的 把 序列 tp。 ナ , の て の 。 投 4 
紧 性 的 定义 ， {ps。} 有 收敛 于 A 中 点 的 子 列 ， 由 {p, } 的 子 列 


必须 收敛 于 po， 所 以 poE 4。 这 与 puE 4 的 假定 矛盾 ， 因 此 
很 自然 地 要 探讨 定理 6.19 的 逆 是 否 成 立 。 我 们 给 出 一 距 
离 空间 前 有 界 的 点 序列 它 不 含有 收敛 子 列 ， 因 而 任何 一 个 和 包 
含 这 一 序列 的 有 界 闭 集 都 不 能 是 紧 集 。 
例 “于 上 距离 空间 Cuo;: (<§ 6・1 例 4 う ) 中 研究 序列 
0 0<x 委 2 7 
ーー 
f(x)= ] 
一 22 2(X 一 2 ") 2 
0 2 大 X 乏 ] 


图 6: 了 7 中 所 示 的 所 的 图 象 是 高 为 1 的 “锯齿 ” 形 。 当 mn ， 
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两 “ 句 坎 ”部 分 不 相 重合 ， 易 知 a4(f,，f,)=1， 并 且 &(j,， 
0)=1，0 表 示 倡 等于零 的 连续 函数 。 因 此 得 到 了 全 。) ご g 
(0, 2 ) 是 有 界 的 ， 它 没有 收敛 子 列 。 象 闭 球 B(0，2) 就 是 
有 界 闭 集 ， 因 为 它 含 有 {f. }， 所 以 B(0,2) 为 非 紧 性 的 有 界 闭 
人 

对 于 某 些 距离 空间 定理 6'19 的 道成 立 。 例 如 R 中 的 有 时 
闭 党 是 紧 集 。 这 一 结论 对 RN 也 成 立 

定理 6・20 RN 内 的 有 办 闭 集 是 紧 集 。 

证 明 ” 设 4 是 有 界 闭 集 。 那 么 4 含 于 闭 方 烙 C 内 ，c= 
(js の) aisxi<Di，i=1 2 N}. {pu} 
是 4 中 的 任 一 序列 。 px = (DE の が > の っ DE), giSSP を SS ち 。 ッ 
= 1,2, N， 开 =1 2 ,9，,"…"。 从 i 二 1 着 手 ， 显然 LL px} 
是 实数 的 有 界 序 列 。 据 波 尔 查 庄 一 外 名 斯 特 拉 斯 定理 ， 
{pg} 有 一 履 人 敬子 列 {p ま :}。 再 対 i= 2, 研究 { p&# } 的 子 
列 (DE! よ 。 由 { も p/) 赴 有 界 的 宅 有 収 倫子 列 (pg, } . 当 
然 {pg&, 是 [PR 1} 的 子 列 也 收 人 第 。 对 i= 3。 取 も p,) 的 
收敛 子 列 ， | i=N, 最 后 得 到 一 { px } 的 子 列 { qx}， 


{ gr } 的 每 一 是 收 煞 的 实数 列 。 在 Ry 中 {qr} 履 伐 
于 某 一 点 7p。 靖夫 し {gr }CC{pr}CCA, 所 以 p€E Ah., 
按 紧 性 定义 A 是 紧 集 , 


定理 6・21 距离 空间 的 紧 集 的 闭 的 子 集 是 紧 集 ， 
定义 ”距离 空间 中 的 点 序列 {pp, } 称 为 哥 西 序列 专 写 对 
Ys と 0 自然 数 N, 使 当 放 。 % グ WW 有 
G(⑰.。 pn)<e, 
: 注 在 8 3.6 中 讲 过 ; 及 中 序列 收 病 的 充 要 条 件 是 序列 为 哥 西 序列 ， 这 - 
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结果 容易 推广 到 RN 中 ， 对 于 .- 般 距离 空间 , 收敛 序列 必 是 森 西 序列 的 结论 可 直 
接 从 收敛 定义 导出 反 过 来 ， 哥 西 序列 却 不 一 定 是 收敛 的 . 例如 距离 空间 (8,d) 
: 9 为 全 体 有 理 数 的 集 ，q(Kc,p)= 14 一 bf 我 们 知道 有 理 数 的 村西 序列 可 以 无 
理 数 为 极限 ，S 中 这 样 的 哥 西 序列 就 人 不行 在 极限 . 

定理 6・22 在 距离 空间 5S 内， 大 p>po， 那 么 {Dp,|} 是 
一 可 西 序 列 ， 

定理 6・23 若 4 是 距离 空间 S 内 的 紧 集 ， 而 tp, CA4 和 是 
一 哥 西 序列 ， 那 么 JpocA4A，p。 一 po。 

定理 6.21。6。22。6'23 的 证 明 都 留 给 读者 作为 习题 。 

定理 5・24 设 A 是 距离 空间 $ 内 的 紧 集 ， Disy P29 ， 
S。, … 是 4 的 非 空 団子 集 序 列 且 対 ぜ 4 S, つ Sarzs 邦久 


站 S, 是 非 空 集 、 


证 明 诸 $, 都 是 4 的 闭 子 集 ， 由 定理 6,21。S, 是 紧 集 . 
S$, 韭 空 ， 在 S| 中 取 一 点 D1， いら 2 中 取 一 点 pz, 继续 下 去 得 序 
列 (p。),。 p。ES ， 由 S,CCS,+1， 可 施 对 每 一 RP,，Pn+1， 
pa っ …， 是 Ss 中 点 列 , 5, 是 紧 集 存在 收敛 子 列 收 全 于 5, 的 
点 po。。po 也 是 收敛 子 列 含 于 Srx 中 的 子 列 的 极限 , 即 对 YK， 


ps,E€S,.x。 因此 po€ 8,、 


定理 6・25 设 A 是 距离 空间 S 内 的 紧 集 ， 那 么 对 站 6 过 0， 
存在 A 的 有 限 个 态 PD1,P:，"…sD:， 使 4 こ り B(CdqiyG)。 
sm 1 
证 明 役 4 不 空 , 取 P」E4。 若 4 ご B(Pi,9)。 定理 得 
证 。 否 则 取 PE(4-B(P1,0)), 车 ACB(P1,0) UB(P;， 
6) 定 理 得 证 。 否 则 取 Ps ECA- (BC(P1,0)UB(P;,0)2I。 继 
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续 这 一 步 又， 若 在 有 限 步 4 被 所 得 到 的 有 限 个 开 球 覆 次 ， 定 
理 获 证 。 下边 证 明 这 一 步 又 不 能 无 限 地 继续 下 去 。 假 定 这 一 
时 以 无 限 地 继续 ， 便 会 得 到 元 限 序列 Pi,P,,P,,*'*, Pr 
…， 且 d(P;,P;) 之 6 对 一 切 i 和 ij 成 立 ， 因 此 {PP, } 不 存在 收敛 
子 列 ， 这 与 A 是 紧 集 相 刻 大 ， 
定义 五 是 空间 S 的 集 ，. 多 是 S$ 的 子 集 族 ， 称 祈 覆 盖 H 
<>YPEH, JAEF, PEA, 
定理 6.25 指 出 紧 集 可 用 任 给 半径 的 有 限 个 开 球 族 覆 次 。 
下 一 定理 是 定理 6.25 的 自然 地 推广 . 它 是 Ri 中 況 因 一 波 融 尔 
定理 的 一 般 化 ， 是 分 析 中 很 有 用 的 结果 
定理 6.26〈( 汉 茵 一 波 赖 尔 定理 ) ” 设 4 是 距离 空间 5 内 
的 一 个 紧 集 ，.F = {G, } 是 履 盖 4 的 开 集 族 ， 那 么 多 的 一 
个 有 限 子 族 覆 过 了 A 
-证明 假定 多 不 存在 能 覆盖 A 的 有 限 子 族 ， 将 导致 矛 


盾 。 据 定理 6.25, 令 6= 立 ，3 有 限 个 4 的 点 Pit ，Piz，… 
Pir:, 使 4 ご し B(Pi;, 3). 那么 A 分 解 为 K| 个 紧 集 ， 
A :并 7 
AT B( Pi 5 Afl B( P25) "$s A B( Pi 9 きす)。 
这 KK, 个 紧 集 当中 至 少 有 一 个 要 求 多 -的 无 限 个 开 集 才能 柳 


盖 它 〈 乔 则 每 个 4 B(P1;， 二) 能 被 的 有 限 个 开 集 覆 兽 ， 
那么 A 便 被. 多 - 有 限 子 族 覆 善 ， 这 与 假定 不 符 ) 。 记 这 样 一 


个 不 能 被 み 有限 履 盖 的 子 集 为 AN B(P1, 允 ). 对 AN 
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B(P; ,2 ) 这 一 紧 子 集 应 用 定理 6・25。 取 9= 去， 那么 3 4 


NB(P 1, 十) 中 有 限 个 点 p24 P22。 Ps。 … P,x,。 使 4 
0 B( P21 站-). 与 前 面 同样 论证 ，3 A 人 


B(P, ,六 ) 要 求 .多 的 无 限 个 开 集 才能 覆盖 它 。 继续 这 一步 
又 ， 得 到 闭 球 序列 


由 
5 


p, EB(P,1, si), Anal? 去 ) 要 求 多 的 无 限 个 


开 集 才能 覆盖 它 。 因 为 d(P，,,P ) 挟 ー ュ ーー ， 那 么 {Pp,) 


是 4 的 哥 西 序列 ， 由 定理 6.23.p, 一 >poEA。 由 多 覆盖 4， 
j 开 集 GoE .FF，Po EGo。 因 Go 是 升 集 ,P。 是 某 开 球 B(P。 
7) 的 中 心 ，B(Po,7)CGo, 及 充分 大 ，P,EB(Po，r) 且 


B(P,, LBP Go. 因此 对 这 之 样 充分 大 的 n, AN 
B(P,, = CG: CHF, 这 与 A 站 B(P,, ピ ) 要 求 F 的 无 限 


个 开 集 才能 履 盖 的 性 质 相 巴 司 。 
注 集 ,4 的 紧 性 对 于 定理 825. 是 必 不 可 少 的 . 例如 在 定理 6.19 之 后 的 
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と sj 中 的 生 』 は 它 是 有 界 集 : d(f«, 0)=1, n=1, 2, …。 当 m 寺 1 
の の うー 者 デ =15 (7 公 让 每 -foE4Joj 公有 .27 中 的 开 提 


B (fn, 二) 包 仿 fs， 27 是 {的 检 盖 .而 B( fw, 去 ) 仅 含有 fs) 的 叭 一 元 


fx ， 因 此 38 的 有 限 的 子 族 不 能 覆盖 {j 

更 请 童 的 例子 如 在 RR， 中 到 4={Tx ; 0 过 x 之 1}，4 有 界 但 不 闲 ， 因 而 是 非 紧 
的 。 开 集 族 已 Z 二 {1 :1 为 ( 号， 1) ce 4 覆盖 4， グイ 存 在 有限 子 族 能 
徐 租 イ . 

下 一 乍 理 是 汉 黄 一 波束 尔 冠 : 理 的 一 个 有 用 的 所 价 形式 ， 
可 以 仿照 定理 3:14 叙 述 与 证 右 ， 

定理 6・27( 勤 四 徐 引 理 ) 设 4 是 紧 集 ，4 被 开 集 族 ,多 = 
Go 所 履 盖 那么 3 一 正 数 pD， 使 対 サ pEA, 球 ( ゎ , 
p 》 含 于 .多 的 一 开 集 内 ， 

证 明 由 安 科大 4。 サ PE4A, ヨコ 志 球 B(P, 27。) 含 于 
. 静 的 某 个 开 集 内 。 因 而 3B(P,rr) 也 含 于 ,多 的 同一 开 集 内 。 
以 多 记 开 球 族 1 B(Pyyp) : PEA4 }， 多 也 禾 访 4。 据 汉 应 一 
波束 尔 定理 ,多 的 有 限 子 族 { BC(P1, 71)，B(Pi, 72)，…， 
B(Px，7Yx) ) 复 其 A。 令 p = min 7i ,现在 对 VNPE 4， P 属 


于 某 B(P;， 7;) 内 且 有 
B(P, pTCBP;, ?7; + pp) 
CBIP,, 27;), 
示意 图 如 图 6+8 球 BC(P;，27; ) 含 于 
多 的 某 开 集 之 内 ,因而 BCP,p ) 食 
す 的 这 个 开 集 内 。p 古 4 的 任意 
点 ， 于 是 定理 证 迄 。 
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、 习 是 


1 证明 有 限 点 集 是 紧 集 。 

2。 征 明 ( 任意 多 个 紧 集 的 交 是 紧 集 。 
(ii) 有 限 多 个 紧 集 的 并 是 紧 集 。 
Giii) 无 限 多 个 紧 集 的 并 可 能 是 非 紧 业 。 

3. 于 欧 几 里 得 的 R, 中 ， 定 义 A= { (x,y) :0 委 x 和 1，0 委 》 
<1},，B=A-{P}，,，P 是 点 (1,1) 。 给 出 一 个 逢 盖 B 
的 开 算 形 族 .F ， 而 贸 不 存在 徐 盖 B 的 有 限于 族 。 


4 。 设 ! :是 > x 收敛 序列 (X19 oa) 的 空间 (ツア) 


上 | 


oo 1 
am xy EL。 于 这 个 距 岗 空间 中 @。 = 


(0。0 ，…，0，1 ，0 ，…) 为 第 HR 个 分 量 为 工 其 他 分 量 邦 为 夫 
的 元 素 。 证 明 集 し 6 。 ) 是 Ls 的 有 界 非 紧 集 。 


5。 在 R, 中 ， 开 集 族 . 了 = {Io } Ute 0<a き ei, / 。 = 


2 トピ: 
0 过 Xx 之 1 } 。 对 . 久 8 求 一 勒 贝 格 引 理 中 的 p 什 。 

6 设 R， 中 矩形 R= { (xyy) :ao<x<b，c<y<d} 被 开 集 族 
所 厦 关 。 证 明 可 用 平行 于 RR 的 边 的 直线 把 RR 划分 为 彼此 
不 今 共同 内 点 的 息 形 。 使 送 胡 一 短 形 含 千 劣 的 一 井 集 内 <。 

7_ 设 多 是 只 有 有 限 个 xi; 去 0 的 序列 X= (Xi を 2 タツ ラー 
的 空间 。 距离 完 义 为 Gd(x;?) = max |xi 一 yi|， 正明 まえ 


=]， .FF 揽 盖 A= { x: 
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距离 空间 ， 求 多 中 的 一 个 有 界 闭 非 紧 集 。 
8。 设 多 是 Rs 中 徐 盖 国 周 C= { (xy) x+?92=1T) 的 开业 
族 。 证 明 3 一 正 数 p，.F8 也 能 覆盖 集 A= { (x, y) ; (1 一 
P) で メテオ キッ SS1+ の) 。 
39. 证 明定 理 6"21。 
10。 证 明定 理 6*22。 
1。 和 正明 定理 6*23。 


S6・5 紧 集 上 的 函数 


本 节 研 究 距 离 空 间 S 到 R ,的 函数 ，R ,到 RR 的 函数 的 一 
些 基 本 性 质 将 得 到 推广 。 我 们 从 极限 和 连续 性 的 基 本 概念 
着 手 。 

定义 ” 设 } 是 距离 空间 S 到 R, 的 函数 ,} 的 定义 域 4 こ $, 
记 作 1，A4~>R, 。 称 当 p 通 过 点 集 4 的 点 趋 回 于 pe 点 肘 , 
f(p) 趋 向 于 极限 /< 扩 >(i)Po 是 4 的 极限 点 ! で G1) 対 ダ g ジ 0, 
6>0,。 使 4 内 満足 0 <d(P, Po) ぐ do 的 点 p。 有 1P) 一 0 
< 成 立 。 记 为 

1(P)->L 当 P—>P', PE A 或 lim f(P) =L. 

注意 在 极限 定义 中 不 要 求 po。€ A， 或 /= 1(P6o)。 当 PoE 
A，4=f(P 6) 成 立时 就 是 连续 性 定义 。 

定义 ” 设 4 是 距离 空间 S$ 的 子 集 ， 给 定 f; 4 一 R」, P。 と 
4。 称 /在 pv 点 关于 4 连续 < 所 > im 了 (P)=f(P。o)。 称 f 在 A 上 


连续 所 > 对 YYpEA，f 在 p 点 关于 4 连续 。 
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在 $ 2.2 中 所 建立 的 定理 ， 除 了 复合 函数 定理 之 外 都 能 
直接 推广 过 来 。 

定理 6・28 (极限 唯一 性 ) ” 设 A 是 距离 空间 5S 的 子 党 ， 
f: A>R', PEA 当 3P->Po, f(P)—>LR 有 I(P)~>M, 那么 L 
= M, 


证 明 ”假定 L 守 M 将 导致 矛盾 。 取 e = 才 |L- M1， 依 极 


限定 义 ， 对 这 一 ，361 之 0 及 6; >> 0， 使 对 和 A 中 分 别 满足 
0<d(P, Po)<6;, 0<d(P, P。) < ぐ 9。 的?> 相应 地 有 


If(P)-Ll<e, |f(P)- MI|I<e, (6 。8) 


P。 既 是 A 前 概 限 点 。 3PEB(P。, の, PE4, 这 里 6 为 
min { 8:, 6。 ! 。 由 (6。8) 式 , 得 


| ルー MS | ルーP) う | (P) - MI<2e= |L-MI. 


导致 |L ~- MM く | ルー MI 的 矛盾 。 

把 上 面 的 证 明 与 定理 2.e1 的 证 明 对 照 一 下 ， 可 见 只 要 把 
定理 2'1 中 R ,的 距离 (d(x，y) = |x-y| 换 成 一 般 的 距离 ， 
把 R ,的 元 素 x 换 成 距离 空间 的 元 素 p， 就 是 定理 6.28 的 叙述 
与 证 明 。 8$2.2 中 除了 定理 2.7 之 外 的 九 个 定理 从 叙述 到 证 明 
都 能 对 照 着 推广 过 来 ， 

第 三 章 建立 的 也 区 间 上 连续 函数 的 基本 性 质 ， 在 函数 定 
义 域 是 紧 集 的 条 件 下 ， 有 界 性 、 极 值 性 、 一 臻 连续 性 定理 都 
能 推广 过 来 。 下 面 的 三 个 定理 就 是 相应 定理 前 推广 。 人 和 作为 未 
范 仅 写 出 有 界 性 定理 肥 证 机 。 

定理 6・29 设 A 是 距离 空间 5 中 何 紧 焦 ，: 4- 在 4 


了 4 


-Am 


上 连续 , 那么 1 的 信 坡 名 証 有 者 的 。 
正明 若 不 然 。 7 的 信 域 元 界 溶 呈 人 致 矛盾 。 当 値 域 移 界 。 
対す 目 然 数 々 。 コア 。 と 4,。 使 | が P う 1 ジ れ 。 因 渦 4 基 紫 集 


{P. } 二 A，{ P。 } 含有 有 政 銘 子 列 ( g。),。 a>PE 4。 四 
在 4 上 连续 ， 有 f(g。) > P )。 这 与 


fan) = Pr | DR BRRn > + oo 《一 co) 

相 矛 盾 。 

注 “ 读 者 对 照 定 理 6.29 与 定理 3 .9 的 证 明 可 下 两 者 同样 都 荃 于 定义 起 起 
集 ， 沙 4 非 紧 结 果 不 成 立 ， 

定理 6・30 ” 设 A4 是 距离 空间 中 的 紧 集 ，f : 4 一 Ri 在 4 上 
连续 ， 那 么 的 值 域 包含 它 的 上 确 界 、 下 确 完 。 

定义 ” 设 4 是 距离 空间 S 的 子 集 ，f : A 一 R ,是 给 定 的 。 
称 f 在 集 B 上 一 致 连 线 志 >(i)BCA(iiD) 对 Ye 祖 0， 3 6>0， 
使 当 P。g モ B, 6@(P,g) て の, 便 有 |f(P) ー f(g) | ぐ eg。 

定理 6・31 设 1 : A4>R, 在 A 的 紧 子 集 B 上 连续 ， 那 る 


在 B 上 一 致 连续 。 
定理 6*30、 定 理 6*31 的 证 明 可 仿照 定理 3"10、 和 定理 3"11 
号 出 。 ] 


站 题 

习题 1-_7 中 的 泗 数 都 是 定义 在 距离 空间 S 的 集 4 上 的 。 

1。 设 C 是 常数 ， 半 PEGE4， 所 PP) =C. 上 天 A 的 极限 点 ,于 么 
limf(P) ==C。(《 常 数 极限 定理 ) 


FP 
2。 设 po 是 和 的 视 限 点， g 对 YPECA- {Po)) 有 f (PF)= 
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g(P)。 若 1imf(P) = 工 证 明 lim g(P) = 
PE 4 PE 


设 limf1(P)=L,, limf,(P) =L,, 正久 lim (fi(P) + 
どっ アア 』 PP, PPe 
PEA FEA | 


(て P)) = LL; 十 工 ， 
企 习题 3 的 假设 下 ， 证 ElimCi (CP)*f2(P)) = LieL. 
PE At 


企 习 题 3 假设 条 件 之 下 ， 且 工 , 夫 0 。 证 明 
lim f(P:)/f(P,))= Li/Ls. 


の で A 
设 对 小 PEA FIP) Sg(P), PP->Po, PEA, f1(P)-> 
工 及 g(P)->M， 证 明 L 之 M， 
对 距离 空间 集 A 上 的 实 值 澶 数 和 把 述 并 证 明 $2*2 定 理 2・ 
10 〈 两 过 炎 足 理 ) 相应 的 定理 ， 
证 明 复 合 函 数 定理 的 如 下 推广 。 设 f Ri->R: 在 工 连 
续 ，g，S-> 民 1，S 是 距离 空间 。 若 当 P>Po,g(P) 一 上， 
那么 ftg(P)] 一 1(L)，(P 一 P,)， .| 
设 4CR，7 4->R, 在 集 4 上 连续 。 举例 说明 当 4 不 .是 
。 区间 了 时 介 值 性 定理 可 能 不 成 主 ， 
10, 表明 定理 6・30。 〈 极 值 性 定理 ) 


11， 证 明定 理 6*31。 (一 致 连续 定理) 


12， 用 党 理 6426 证 明定 理 6*29 
以 勒 贝 格 下 理 《 宏 理 6:27》 证 明定 理 631，。 


$6.6 连通 性 


在 区 间 上 定义 的 连续 阴 数 介 值 性 定理 与 区 间 的 连 道 性 有 
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关 。 直 观 地 想象 连通 性 是 指点 集 的 任意 阿 点 能 以 位 于 集 内 的 
“路 径 ” 联 结 ， 或 换 一 种 说 法 集 不 能 分 成 两 个 或 更 多 个 “分 
块 ”。 | 
定义 ”上 距离 空间 $S 的 两 个 子 集 4，B 称 为 是 分 离 的 (或 


不 连通 的 ) < 之 A 门 B 及 B 站 1 4 都 是 空 集 。 4, B 分 别 是 4， 
g 的 団 包 。 
集 4 称 为 连通 的 所 六 4 不 能 是 两 个 非 空 分 离 集 的 并 。 
例如 R ,内 的 集 4= {x:0<x<1 或 1Cx<2 } 是 不 连通 
匆 。 事 实 上 会 Bi, = {x :0<x<1}，Bs = {x:1<x<2). 


Bi 间 B; 及 B; 间 Bi 都 是 空 集 ， A=BiU82:，B,，B; 是 分 离 
| 的， 所 以 A 是 不 连通 集 。 如 图 6.9 所 示 ，。 


0 ぐ r く 1 jx ぐ 2 
和 B, 1 Bs 2 
4 室戸 ty Bs { 非 连通 ) 


图 5.9 


C=D,YD: “ 连 壕 ) 
图 6.10 
图 6.10 所 示 Rz 内 的 点 集 C= の 」 UD; 是 连通 的 。 其 中 
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Di= { (x,y) 1 (メー1) パャ ッッ SS1 1 。 D,={(x,y) 2 (x+1) 2 
+ ア だ ぐ て 1) 。 胃 然 D 与 D, 不 和 相交。 但 PC(0,0) と り 」。 P(0,0) 


是 D: 的 极限 点 。 即 Di D, = {Pj} 不 空 ， D1 与 D, 不 分 离 。 

下 看 定理 是 定理 3'7 在 距离 空间 的 推广 ， 它 表明 连通 性 
的 作用 。 

定理 6・82( 介 條 定理 ) 设 f 是 定义 在 上 距离 空间 和 上 的 实 
值 卫 数 。 夺 f 在 X 的 连通 的 非 空 子 集 5 上 上 连续， 那么 R(fi s) = 
( が P) : PES} 是 R ,的 区 间或 一 个 点 的 集 , 

证 明 和 奉 访 : 古 负数 ，R(fis) 是 个 单反 集 。 全 则 ， 
R(f1s) 含 有 两 个 点 ,仿效 定理 3.7 的 证 明 , 设 y1,y: CR(fis), 
アア 1 て 2 下 明 当 C 満 足 y, く と ペタ ぁ 有 で CCR( げ 7, 。) 磺 够 了 。 
假定 存在 这 样 的 CER(fis)。 定 义 S1 = {P:f(P)<C, PE 
S}, S,={P:f1(P)>C,， PES}, 内定 义 S51 与 5; 不 相 
交 ， 并 且 S,， Ss。 韭 空 ( 理 由 是 y:， yz CR げ , s) ， y1<C, 
yz>C), S= Si1US,。 根据 S 是 连通 集 的 假设 ，51 与 5, 是 非 
分 高 的 。 即 必 有 一 5,G=1。 2) 包含 男 一 集 的 极限 点 。 为 一 
方面 ， 设 Pu ES;， 令 se=C-TfPD)D>0， 对 这 一 上 e，3 了 60>> 
0， 使 Ss 中 满足 d(P，Pu)<6 的 p ， 有 | が P) 一 Ps)1 く 8 = 
C--f(P,)。 也 有 即 对 这 样 的 p， 有 f《(P) 之 1f(Po)+C-f(Po)= 
C。 于 是 B(P。，6) 中 不 含有 5; 的 点 。po 不 是 S$, 的 极限 扩 。 
闻 理 ，S$;: 的 点 不 是 $: 的 极限 点 。 这 与 S 的 连通 性 相克 眉 。 于 
是 当 C 介 于 y 31， yz 之 间 ， 便 有 CR( げ , s)， 这 表明 R (fi s) 龙 
一 区 同 。 

下 面 关于 连通 集 性 质 的 定理 留 给 读者 去 证 明 。 

定理 6・33 设 . 久 是 距离 空间 X 的 连通 子 集 的 族 并 且 族 
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中 的 每 两 个 元 素 都 有 公共 点 ,那么 色 的 并 4 = [5 是 连通 


S を .SF 


集 。 
定理 6・34 去 5 十 一 距离 空间 的 连通 子 集 ， 那 么 S 的 闭 包 


5 是 连通 的 . 
定理 6・35 Ri 中 的 区 间 是 R, 的 连通 子 集 。 
証明 ”因为 任 一 区 间或 是 闭 区 间或 是 财 区 间 递 赠 序 列 的 


并 集 。 例 如 [Ca，b) = U fa,, 5b,]， 这 里 a,=a，b,=b- 
得 一 | 


b—a 


5 | n=1,2,* ; [ay +co) = U ro, q+n 。 据 定 理 


mw 
6・33, 具 要 邊 明 団 区 同 臣 達 通 集 就 修了 。 

设 闭 区 间 [a,b] = S: US:， 这 里 S;，S: 是 不 相交 的 非 空 
集 。 今 け 」= supSj,。 り 。=supSs。 井 誠 りり sSS25。 設 
り 」 ぐ 5, 那 名 満足 ひ り 」 ぐ xS5 的 ES。。 因 紫 り 。 = ち 。 这 时 ， 
有 U1 CS, 显然 0 ,是 $5, 的 极限 尽 ; 藻 UCS。 因り,= 
supS1，U 1 是 $1 的 极限 点 。 即 5S1 与 5 为 非 分 离 的 集 。 若 Ui 
=5, 当然 り , = ひび 。 =b, 1 ヵ 基 S」 志 基 S。 的 概 限 点 , S1 訂 Sz 不 
是 分 离 的 。 总 之 ，[ayb] 不 能 表示 成 非 空 的 两 分 离 集 的 并 ， 
它 是 连通 集 ， 


引 题 
1。 证 明定 理 6*33[ 提 示 ， 用 反 证 法 。 设 A= 三 IUD: 三 1， 
克 , 互 不 相交 且 非 空 。F 的 菜 S 与 也 1 及 荆 ; 的 交 剖 不 宇 
导致 子 店 ] ， 
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正明 定理 6*34。 
息 R.->R, 左 区 区 闻 J 上 上 连续。 证 明 (X,Yy) :XE の ず ザ 
= f(x) 上 是 :内 的 连通 集 。 


仅 5 -| xy : x>0, y=sin | (6.9) 
Xx 


S, = | Guy) : X<0， y= sin- | 


证 明 S1 US: 是非 连 通 集 。 即 $1 与 S: 是 分 离 集 。 

Si，Ss 定 义 如 (6,9》 式 。 证 明 集 S= 1 (x,y) 1 =0。 
lyl く 47。 0 く 7SS1) US US: 是 连通 集 。 

Si，S; 定 义 如 (6。9) 式 。 证 明 集 S= (x の :x=0， 
ly1 テ 1 US1 US; 是 非 连 通 集 ,。 


证 明 ， 若 人 A 是 距离 空间 的 连通 集 且 ACBCA， 那 么 B 是 
连通 集 。 
设 S 是 距离 空间 的 闭 子 集 ， 且 S 非 连通 的 ， 那 么 存在 8S 的 
不 相交 的 非 空 且 闭 的 子 集 $1 与 S:， 使 9=3: US， 。 

设 A 是 Ri 中 有 理 点 集 ， 证 明 A 是 非 连通 的 ， 

设 A 与 B 是 距离 空间 中 的 连通 集 但 人 ~-B 不 连通 。 假 设 
A-B=CiUC，Ci，C;: 是 分 离 集 ， 证 明 BUC, 是 连通 
的 。 

设 I= {x: aa 生 X< 委 8) 设 了 :一 工 的 连续 函数 。 证 
明 方 程 f(x) = x 至 少 有 一 个 解 。 【提示 :， 对 函数 (x) = 
f(x) 一 xX 应 用 反 证 法 ， 假 设 F(x) 天 0 与 介 值 拓 理 
予 店 。 | 
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$ 6・7 昌 高 人 3 に 3 有明 


;现在 把 函数 概念 推广 为 集 间 的 喘 象 ， 并 研究 哪些 实 值 
连续 函数 定理 能 推广 到 从 距离 空间 到 距离 空间 的 连续 胰 象 上 
来 。 

定义 ”从 集 4 到 集 3 的 一 关系 是 序 倘 (p,q) 的 集 , p 人 《 
4，gcEB。 组 成 序 偶 集 的 (p,9)? 的 元 素 p 组 成 的 集 称 为 这 一 关 
系 的 定义 域 : 而 所 有 (p,q) 的 4 组 成 的 集 称 为 这 一 关系 的 值 
域 ， 当 关系 的 序 偶 中 没有 两 个 同样 第 一 元 素 的 序 侦 时 ， 关 系 
称 之 为 映 象 ， 或 称 之 为 鲨 数 、 变 换 等 。 厂 J 是 从 4 到 B 的 映 
象 ， 表 示 为 1 : A 一 B， 以 D(f)CA 记 f 的 定义 域 ， 以 RO) 记 
7 的 値 域 。 若 pE り (の , f(p) 是 B 中 唯一 元 素 q 满 足 (p,q) Ef 
若 D(f) = 4， 就 说 f 是 4 上 到 8 内 的 映 象 ， 震 Rhj = 8 就 说 是 
到 B 上 的 上 映 象 。 若 A1CD(f)，A1 在 1 之 下 的 像 是 指 集 {f (D) 
:PE Ai} 记 为 1(41), 藻 B1CR(UG)，B, 在 f 之 下 的 逆 像 指 
集 {p :fp) EB1，pED(f) }， 记 为 fF'(B1)。 大 T 是 从 4 
到 B 的 关系 ， 其 道 关 系 T”: 指 和 集 { (qp : (pg) ET}。 映 
象 的 逆 共 系 不 必 基 映 象 , 当 且 似 当 映 象 基 1-1 的 , 逆 共 系 
是 映 象 . 

注 三 维 空间 中 曲线 的 参数 方程 是 

デー パ (の, ツテ g( わ , ター ん (の 。 

文 三 个 方程 表示 从 R ,到 R ,的 映 象 , 一 般 的 ， 从 RN 到 RM 的 映 象 可 由 MM 个 显 式 方程 
组 给 出 ; 


中: デル 《Xi Xi XN) 
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ジュ デル て yy の XN) 
四 
ツ ygー 了 (の , XN). “ 
毎 一 所 直入 Rn 到 R, 的 忌 象 , 方 的 有 序 組 表 示 以 RN 到 Ry 二 R: XR x ROMA 
因子) 的 映射 。 

当 映 象 的 定义 域 及 值 域 都 是 距离 空间 的 集 时 ， 容易 把 
Ri 到 Ri 的 函数 的 极限 、 连 续 概 念 推 广 到 这 梓 的 映 旭 。 从 而 
第 三 章 中 那些 仅 与 R, 是 距离 空间 有 关 的 大 干 定理 部 能 得 到 
推广 。 

定义 设 (S$;，di)，(S:，d:) 为 两 上 距离 空间 ，j 是 从 s 1 
到 S, 内 的 英和 象 ，4CS，PE4，PuES:， 称 当 p->po 时， 
f(P)-~>qgo<>(i)po 是 4 的 极限 点 5 1D 対 サ e> ン 0, 3.6 ン >0。, 
使 d。 7(P)。 qo)<e 対 所 有 A 中 満足 0 ご d」 (PP。) ぐ 9 的 ヵ 成 
立 。 也 说 成 当 p 趋 加 于 po， f(D) 的 极限 是 go， 表示 为 

f(Dp) >qo>» 当 p—>po, PEA 


或 lim 7( ヵ ) 一 (don 
どー ア 』 
PEA 


映 象 关于 A 在 po 点 连续 入 >(iDf(Po) 有 定义 ; (ii)p， 
为 4 的 孤立 点 或 为 4 的 极限 点 ， 且 limj(P) = f(P。) ， 


f 在 4 的 每 一 点 都 连 绪 ， 称 在 4 上 连续 。 当 A =S, 时 ， 上 
述 诸 定 义 中 “关于 4A2 可 以 省 了 略 ， 
重要 的 是 ， 一 个 函数 关于 4A 在 某 点 连续 而 在 同一 点 关于 
别 的 集 可 能 不 连续 ， 例 如 f : R;->R， 
1 , x 区 有理 数 . 
rw 
0 ，% 为 无 理 数 ， 
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它 在 各 点 都 不 连续 。 但 是， 若是 RR 的 有 理 数 祭 ， 那 和 了 关 
字 A 在 毎 一 有理 点 達 狭 , 理由 算 7 邊 4 上 基 常 数 。 晴一 方 両 , 
尽管 每 一 无 理 数 都 是 A 的 极限 点 ， 但 1 关于 A 在 任 一 无 理 数 处 
不 连续 (limf(P) テ 7(P。) 1 


$ 6 .5 中 关于 距离 空间 上 的 实 值 范 数 的 定理 能 百 授 推广 
为 值 瑾 也 是 距离 空间 店员 射 前 相应 葛 定 理 ， 这 种 推广 可 用 信 
域 的 距离 ds 代替 Ri 的 距 高 草本 叙述 中 作 相 記 的 政変 面 符 出 。 
以 复合 下 效 定 理 为 例 来 说 明 。 其 他 作为 习题 留 给 读者 。 

定理 6・36 设 f 是 从 距离 空间 (S1， di)a 到 距离 空间 (35,， 
@。) 内 的 上 映 象 ，g 是 (5,, d,) 上 到 距离 空间 (Ss,d;) 内 的 映 象 。 
若 ヵ = gof( 即 gof(p) = gCLf(p)J)， 那 么 

(a) 当 p->po，f 了 (Pp)~>qo，8g 人 在 qo 进 续 ， 则 h(P) 一 g (qo)。 

(b) 当 f 在 S11 上 连续 ，8g 在 S, 上 连续 ， 则 h= gof 在 S, 上 连 
续 。 

正明 仅 需 证 明 (a) ，(?) 是 (oa) 的 直接 推论 。 

因为 8 在 go 点 连续 ， 对 闻 e 盖 0， 3 60>0, 使 当 d2(q, qa) 
< ご 9@。 有 g。(g(2。 g(9。)) <s。 又 据 D 一 po 时 ，f(p) 一 
ga 对 上 述 6 汪 0， ヨ 9i グ 0 使 G( 人 の )go) ぐ 9 対 満足 0 ぐ 
di (PP，Do)<9i 的 一 切 p 成 立 。 于 是 ， 对 这 样 的 p， 有 
a, (1(p),40) て の > 进而 ds (g[f (p)J， ggn)) ぐ > 成 立 。 即 定 
理 (e) 成立 。 

在 空间 上 连续 的 映 象 能 用 开 集 表述 它 的 特征 。 如 下 面 定 

定理 6.37 设 f 是 距离 空间 (Si ,di1) 上 到 距离 空间 (5S;， 
d;) 内 的 映 象 ， 那 么 f 在 S1 上 连续 < 这 对 每 一 S。 内 开 集 U， 
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だ た ^( ど ) 基 $, 内 的 井 集 。 

证 明 (a) 设 1 在 S1 上 连续 ，U 是 5;, 内 开 集 。 我 们 证 角 
ff"!1(D ) 是 S1 内 的 开 集 。 考察 サ p。 Ef *(U )。 由 连续 定义 ， 
対 ぜ g>0, ヨコ 9 ジジ 0, 使 当 d:(p,po) 8, 有 dz (fCp) (の) ) 
二。 由 f (po) EU，,，U 为 开 集 ， 选 取 e 足 够 小 使 开 球 
B(f(po)，e)CCU， 那 么 1(B)Cf (UVU)。 由 连续 性 ， 当 
9(⑰。 po) で 9 の ,。 有 g。 (fp)，f(po))< 过 e， 这 表明 B1(p。，0) 
Cf-:(CB)CfC)。 即 po 是 广 :(U) 的 内 点 ， 因 此 六 《7) 
是 开 集 , 

(b) 设 对 S, 内 每 个 开 集 U，f-!1(D) 是 $1 的 开 集 。 考察 
po ES1， 及 给 定 8 > 0 。 开 球 B(f (po)，e) 是 $, 中 开 集 ， 那 
妈 J-1CB(f(po)，E)J 是 S$, 中 开 集 。pPo Ef CB(f (po)，2)J， 
可 取 一 98> 0 , 使 Si 中 政 球 B,(p。,。 の Cf た CBC (Do), g) 〕。 
这 一 6 是 满足 连续 定义 相应 于 要求 的 9。 

注 ” (i) 连续 函数 并 不 常 把 开 集 映 象 为 开 集 . 例 如 ， 尽 ,-> 玉 ,的 函数 Kx) 一 
xs: 映 开 区 间 I 一 fx : 一 1<x<1) 为 半 开 区 间 J={x : 0Sx< 二 . 

Gi) 。 定理 8.37 也 能 以 闭 集 代 符 开 集 叙述 为 : /在 $: 上 是 连续 的 ， 当 上 且 
, 仅 当 对 ,的 每 个 闭 集 4，f!1( A) 是 s, 内 的 闭 集 .同样 ， 连 续 函 数 并 不 常 把 団 
・ 集 的 映 旬 集合 如 的 画数 人 x う デイ エッ ュー 把 団 集 4=fz :0<x< 
eo} 映射 为 六 开 区 间 I={X : 0 <x 安 1 

下 面 简单 事实 的 证 明 留 给 读者 ， 

定理 6・38 ” 设 是 从 距离 空间 X 到 距离 空间 Y? 的 映 象 ， 
p。 と X。SーX。g, の 分 别 表 X、Y 的 距离 。 

(Go)f 英 手 S 在 p。 点 逢 銭 を タ fp。) 有 定 文 , 対 g プ 0 
36>0。 便り ES 且 d(⑰,p。) て 9 前 p, 有 の (f(p), Po)) へ 6。 

(b) 若 po, Pe EN, R=1l, 2 ty Pa D505 jf 关于 S 在 p。 
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点 连续 ， 那 么 Jp。) が p。) ， 

定理 6・39 设 f 是 从 距离 空间 X 到 距离 空间 Y 内 的 映 象 ， 
po EX, 若 対 王 そ {p,} CX， 当 p, 一 Po 便 有 f (p,) 一 f (po) 
那么 fj 在 pu 点 连续 。 

定理 6・40 ” 设 是 从 距离 空间 XX 到 距离 空间 Y 的 连续 映 
象 ，g 是 从 Y 到 距离 空间 Z 内 的 连续 蜡 象 ， 那 么 复合 映 象 gof 
在 其 定义 域 上 连续 。 当 f 在 X 上 连续 ，g 在 Y 上 连续 ， 那 么 gof 
在 X 上 连续 ， 

定义 ” 设 (X,) 是 距离 空间 ,SCX, 把 4 限制 在 (SXS) 上 
记 为 4,， 称 距离 空间 (S$,ds) 为 由 S$ 导出 的 X 的 距离 子 空间 。 

AcS 称 为 A4 是 S 内 的 开 集 ( 闭 集 )< 寺 >4 作 为 (S$，d,) 内 的 
开 集 〈 闭 集 ) 。 

例如 S 是 Ri 内 的 一 些 孤 立 点 的 集合 ， 那 么 作为 距离 空间 
S，8S 的 任何 子 集 都 是 S 内 的 开 集 。 但 这 样 的 集 在 Ri 内 并 不 是 
开 集 。 

定理 6・41 设 (4，d) 是 距离 空间 (S，d) 的 子 空间 。 
CCA4A， 和 那么 

(a) C 是 4 内 的 开 集 入 > 3 S 的 开 集 G， 使 C= Cf1 4。 

(b) C 是 4 内 的 闭 集 < 入 3 5 的 闭 集 fF， 使 C=F[| 4， 

(c) C 在 4 内 是 连通 的 一 > C 在 S 内 是 连通 的 ， 

证 明 (a) 以 B (P，*) 表示 S 内 以 P 为 中 心 ， 以 ?为 
半径 的 开 球 。 若 PEA4A， 以 B4(p,7) 表 示 以 P 为 中 心 ， 以 ~ 为 
半径 的 A 内 的 开 球 。 显 然 B4(p,7) = AB(p。7) 。 现 设 C 古 A 
内 的 开 集 ， ザ p CE 4， 3 お 4(p7) EC, 取 所 有 这 些 球 的 并 


U BatDsT;j)» 易 知 
4€C 
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C = し Bi (ps,7,). 


ち ぁ に て 
ERT 一 A B(p,7,), 有 


c= 4 | し gp ゃ ) | 。 


の で て 


由 任 意 的 乾 集 族 前 井 基 井 集 。 因 面 G= UBCp,r』) 基 S 的 开 
中 三 地 
集 。 於 是 C=A4fMnG。 

绸 设 C=A4f 们 G，G 是 $ 内 的 开 集 。 证 明 C 是 4 内 芍 开 集 。 
YpkEC=A4G.P 既 是 G 的 点 ， 它 是 含 于 G 内 的 某 开 球 B(p， 
fp) 的 中 心 。 因 而 B4(psry)=4nhB(prDCAnG=c， 即 C 
的 每 一 后 关 于 4 是 内 后， 由 定义 C 是 A 内 的 开 集 ， 

Cb》 可 与 (a》 类 似 来 证 明 。 〈c) 由 (a)，(5)〉 以 及 
连通 性 定义 可 得 。 把 它们 留 作 习题 。 

. 定义” 设 j 是 从 距离 空间 (S51,41〉 到 距离 空间 (5S;,d;) 
的 上映 象 ，ACS,， 称 1 在 集 4 上 一 至 连续 专区 G3)〉f 的 定义 域 
含有 A， (ii) 対 サ e ン 0。 3 6>0， 使 当 任 意 p，4《 4， 是 
9」( の 9) て 0 有 d: (fj(p), flg)) ぐ g (0 記 g 有 共 , 天才 か 
q 无 关 ) 。 

” 注 车 映 象 f 在 集 4 上 一 臻 连续 ,那么 它 在 A 的 每 一 点 关于 A4 是 连续 的 .但 是 ， 
关于 不 同 于 4 的 集 可 以 不 连续 , 例如 矿 R,>R,， 当 x 是 有 理 数 (xX) 二 1; 当 % 
是 无 理 数 fKx)=- 0 ,f 在 有理 点 集 4 上 一 致 连续 。 守 在 4 的 每 一 点 关于 4 连 续 ， 
可 是 ] 关 于 有 R, 在 任何 点 都 不 连续 . 

定理 6・42 设 A 是 距离 空间 (S」, g」) 的 子 集 ， 了 基 4 上 
到 距离 空间 〈S$S: ，ds) 由 的 连续 函数 。 

(a) 车 A 是 紧 集 ， 邢 么 1 (4) 是 紧 集 。 
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(も ) 自 4 是 连通 的 ， 那 么 f(4A) 是 连通 的 。 
(c) 右 4 是 紧 集 ， 那 么 [在 4 上 一 致 连续 。 
(d) 若 4 是 紧 集 且 1 是 1 一 工 的 ， 那 么 三 :连续 。 

定理 6.42 的 证 明 留 给 读者 ， 

定义 ” 设 I= {x :ax<b } 是 Ri 内 的 区 间 ，Z 是 7 上 到 
Rx 册 的 连续 上 映 象 。 称 Z 是 逐 段 线性 的 气 字 3JT 内 的 数据 ， 国 ， 
‘sir, = titi <tr=b, Z 在 每 个 子 区 间 I; = {x で 
x ちよ =1, 2。 …。 を ) 上 基 銭 性 喘 象 Z' = (Zi 
Zh, Zi=aixtbi, (i=l, 2。 ey N, j=1, 2。 "5 
K)，a!:， 了 ! 定数 。 

定理 6・43 设 G 是 Ry 内 连通 开 集 ，u，vEG。 那 么 了 J 到 
段 线 性 映 象 Z : I っ Ry, 満足 Z(a) = 2Z(b)=v,， 2Z(D CC 
(Z ⑦) 称 为 联结 w，2 的 折线 》. ] 

证 明 ” 设 4 是 G 的 一 定点 ， 定 义 集 G1= 4v;vE€G, 且 3 
满足 定理 要 求 联结 w，v 的 映 象 } 因为 G 舍 有 以 为 中 心 的 茶 一 
开 球 ， 这 球 内 的 点 都 可 用 线性 上 映 象 与 4 相 联 结 ， 因 此 这 一 球 
含 于 G 内, 设 UEG1， 那 么 3] 逐 段 线性 映 象 Z ; I っ Ry, Z(a) 
=u, Zlb) =v, ZD CGI。 因 G 是 开 集 3 球 BC D)CG， 
当 w EB (Vv，p) ， 取 一 大 于 b 的 数 c， 令 J = { x! a きき x きき}. 
定义 逐 段 线性 映 象 &: リーR。, 在 I 上 与 Z 重 合 , 企 ] 一 I 上 十 联 
结 E(p) = り ,。 と (c) =w 的 线性 上 映 象 。5 是 J 上 合乎 要 求 的 浆 段 
线性 映 象 。 再 用 正比 变换 把 & 变 为 1 上 的 联 稍 x4，w 的 运 段 线 
性 映 象 ”于 是 有 wEG1， 这 即 证 明了 BV,Pp)CG1， 因 此 GG， 
是 开 集 ， 

现 证 G = G,， 假定 G- G4: 是 非 空 集 。 因 为 G, 是 开 集 ， 人 
- 台 , 的 极限 点 不 在 G 内。G 是 连通 的 应 当 有 闪 cc 一 ci 
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り 基 , 前 概 限 点 。 由 @ 基 弄 集 , 対 " EG， 3 某 开 球 B (v’,p，) 
ー ど 。 ぴ 是 G, 的 极限 点 ， ヨコ w/ EG BO 。p) (图 6。11) e 


图 6・11 


然 录 ，w /都 属于 B (の ツ 。 p) , 存在 袋 性 映 象 験 錆 ,w/ 。 
进 了 存在 联络 x， の 逐 段 线性 映 象 。 这 样 v EGl， 与 v' EG 
ーー ど 」 相 矛盾 。 寺門 で =G,。 定 理 证 些 。 

定理 6・44 (a) 上 距离 空间 的 集 $ 是 连通 的 所 >S 不 能 是 
两 个 非 空 的 不 相交 的 $ 内 的 开 子 集 的 并 。、 

(b) 距离 空间 的 集 5 是 连通 的 专 之 S$ 内 的 既 开 且 団 的 集 
似 有 S 及 空 集 q， 

证 明 (a) 设 S 是 不 连通 的 。 那 么 3 $1，S; 是 非 空 的 分 
离 的 集 ， 且 S=S1US;。 由 分 离 集 的 定义 彼此 不 合 有 为 一 集 
的 极限 点 ， 这 样 半 p E51,p 是 与 ;不 相交 的 某 个 球 B(p,27,》 
的 中 心 。 同 理 S; 的 每 一 点 4 是 不 含 51 的 点 的 某 个 球 B(d,2p。) 
的 中 心 。 定 义 


Gi= UU Bo,r,), G2= U B(p,p0). 


る と SI dE Sa 
显然 G1! ，G; 是 分 别 包 合 51， S, 的 乾 集 。 我 何 正明 Gi 
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ご 。= の 。 设 pEG， ncG，. 那么 3pE€58， q tS,, pg( ヵ 。 
74) |} Bt(g, の 。) 。 由 4 是 距离 质数 ， 有 


9( ヵ , p) <r, < dCp, S$2) (ん 9 


dp,a) <0 Ed(q,81) <-d(p,g)。 


因此 
d(p,q)<a(p,p)+d(p, q) ぐっ d(pz9) + 5d(p,0) 


= 4d(p,9). 
叶 致 4(p,9)<d(p,q) 的 了 矛盾。 于 是 G1 站 Gs,= 9. 注 意 到 5S = 
(SGD UN 从 G,)， 记 以 5S 是 S$ 内 的 两 非 空 开 子 集 的 并 。 
再 证 当 S 是 S 内 两 非 空 开 子 集 T;，T, 的 并 时 ，S 是 不 连通 
的 。 了 :是 S 的 开 集 ，3 距离 空间 的 开 集 G, ， 使 了 = Gi[15 
(定理 6*41(a))。 那 么 六 PET1,3B(P;7)CG1，B (Dp,7) 不 
含 T， 的 点 。 因 此 T :不 含 T 了 :的 极限 点 。 这 恰好 表明 5 基 不 连 
通 的 . 
(b) 的 证 明 容 易 由 〈a) 得 出 。 
引 题 
1. 设 〈(S,，d) 。 (S,，d,) 是 距离 空间 ，4CS， 了 是 和 
上 到 S: 内 的 在 Do 点 关于 人 连续 的 卫 象 。 假 若 り 」, Ds の" ゅ の 。 
… 是 和 的 序列 ，p，>po。 证 明 f(p,) 一 (p46)， 
2 .证明 若 f 在 Po 点 关于 入 是 连续 的 ，Po ECCA， 那 么 j 在 Po 
点 关于 C 连 续 。 
3. 设 了 是 从 距离 空间 (5S1，d1) 到 距离 空间 (S:，d2) 内 的 
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11、 


12, 
13。 
14。 
15。 
16。 


1 7 。 


了 旬 ， 弘 述 并 证 明 类 似 定理 6。28 的 极限 唯一 性 定理 ， 
正明 定理 6・36 前 ( ち ) 。 

举 出 RKR1>R ,的 连续 函数 J， 它 把 一 开 集 映 象 为 一 闭 集 ， 
设 (5S,d) 是 距离 空间 ，4，C 是 S 的 子 集 且 CCCA， 证 明 
车 C 在 全 门 是 闲 的 ， 那 么 C 在 8 内 有 录 闭 的， 
正明 定理 6・41 的 (5 ヵ ) 。 

正明 定理 6*41 約 (c) 。 


' 人 (CS 」 9」) ぅ (S ぅ 9。 ) 是 距离 空间 且 j 是 391 上 NS 2 内 


的 映 芥 。 证 明 f 是 连续 的 所 这 5, 的 闭 集 A，f7 "(A) 是 5 
内 的 出 集 。 
举 出 一 RR,->R | 的 洱 数 ， 它 在 民 的 每 一 点 连续 但 不 一致 


设 CS) の) ，(S,，ds) ，(Ss,ds) 都 是 距离 空 间 ， 


jf 是 S1, 上 到 S, 内 一 致 连续 遇 象 ，g 有 是 在 S, 上 到 Ss 内 的 一 
致 连续 的 映 象 。 证 有明 gof 有 是 S11 上 一 臻 连续 的 映 汞 ， 

证 明定 理 6s42。(qa) ”[ 提 示 ; 参看 习题 1。) 

证 明定 理 6*42。(b) 。 

正明 定理 6*42、Cc) 。 

正明 定理 6*42。 (@) 。 

设 f，8 是 在 (Sj の ) 上 到 (S。,d。) 内 的 连续 映 象 ， 
令 和 A 是 Si 中 使 1(p) = g(P) 的 点 p 的 集 。 证 明 A 是 用 集 。 
[提示 证明 S1 一 上 是 开 集 。 ] 

设 S= {(xiyxayxs) :1 过 x? 十 XxX? 十 Xf? 过 4 } 为 R。 内 的 


集 。 p1= (>, 0, 0 )， 0， 7 


体 的 从 T= {x :0 所 x 世 1} 到 民 , 的 逐 映 旬 用 。 其 
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值 域 属 于 5S， 2(0)=p,:, Z(1) =Dia 
18。 自明 定理 6・44 ( ヵ ) 。 


$6・8 ”压缩 喘 象 定理 


$ 6・4 的 定理 6・22 指 出 : 距离 空间 中 每 个 收敛 序列 是 哥 
西 序列 。 一般 说 ， 哥 西 序列 却 不 必 是 收敛 的 。 

定义 ”距离 空间 S 称 为 完备 的 所 >S$ 内 的 每 个 哥 西 序列 
都 收 化 于 8 的 一 个 点 。 

由 定理 6*"23， 几 又 空间 是 完备 的 。 我们 知道 Ri 不 是 紧 空 
间 但 它 是 完备 的 (定理 3*12) 。Rx 也 是 完备 非 紧 的 空间 ， 


下 面 定 理 证 明 Rx 的 完备 性 。 
定理 6・45 空间 Rvw 伴 之 欧 儿 里 得 距离 它 是 完备 的 距 离 
空间 。 


証明 ”我 们 已 证 明了 R :是 完备 的 。 设 六 之 2，xi，xs， 
… 和 Xp 是 RN 内 的 哥 西 序列 ，x。= tx Xx 9 3 。 下 


し 
? 


MN 
d(x, x = | Ds- x "| ) 
1 met 
固定 六 1 所 j 寺 N， 有 


和 1 
d(x XD = | Ci xD | lx -xil. 
jw i - 
这 表明 序列 {x 是 R 内 的 哥 西 序列 ， 它 收敛 于 极 限 zj ， 
由 此 便 有 x。 一 xoy xo= 《x3, xi, "の xX0) ERy, 
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定理 6.46 〈 压 缩 映 和 象 定 理 ) ” 设 5 是 完备 距离 空间 ，f 是 
S 上 到 S 内 的 映 象 ， 且 对 x，y ES 有 


d(f (x), f(y))<Kd(x, y) (6・10) 


其 中 0<K<1 (1 称 为 压缩 喘 象 )， 那 么 3 唯一 不 动 点 xoES， 
使 1 (x0) = xo， 月 对 六 Xx] に S。 会 x ュー f(x,) 9 得 到 序 列 
{ Xe 上 ， 都 有 limx， = xo 成 立 。 


证 明 ”于 S 内 任 取 xi:。 令 xii= 了 了 (x)， 有 = 1，2，… 
由 1 是 压 绒 映 象 ， (Xs > と 。 ) < Kd(x;, X»)» d(xs, 4 ) 穫 、 
K(。。 Xa)aK*d(x;, X25)。 一 其 地 ， 按 归 纳 法 有 


(を 。。 Xr-1)RK" d(x1, Xs) (6*11) 
设 m nu， 都 是 自然 数 ， 由 距离 的 三 角形 不 等 式 
d(x, sxX,)RAUX, Xi) +QX 1 X 2 十 
+ d(xn_1sXm) 
应 用 不 等 式 (6・11) 于 上 式 的 右 端 各 项 ， 得 出 


d(x, KE KI Xa) CR I + K+ + KK") 


= d(x! ,X22)K" [Ci +K 十 + K"- 1 
因此 


d(xX. Xm) < XK | | 


对 于 立 s>0, 由 0<K<1，LimKgn 1=0。 因 此 3jN， 使 n 
かつ や 
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> 有 d(x1,xs)K*-!- 一 <e， 即 { x。 ) 是 S 内 的 哥 西 序 


列 。 由 $ 古 完备 的 ， { x。} 有 极限 点 xo。。 据 (6*10) 式 ， 
1 在 S 上 是 连续 的 。 因 此 对 x。41 = f(x,) 取 极限 便 得 


xXo 三 jxo)。 


现 证 不 动 点 是 唯一 的 。 假 定 男 有 x ES， 也 满足 %' = 
f(x )。 由 (6.10) 应 有 


d(xosx’ )=QIfGxo) fx ) EKd(xos x’ ) 。 


既 然 0 ご K ぐ 1, 必 有 d(xopx^) =0。 即 z。 = テッ 。 

推论 。” 设 Ri 中 区 间 1= {x : a 委 xx 委 b } ， 若 1 : 1>I 是 在 
TI 内 可 微 的 函数 ， 且 对 1 的 每 一 内 点 x 都 有 |f (x) I き ミ K, 0<K 
<<1。 那 么 3 唯一 的 xo EI, fxo) = %5。 

例 ” 设 f 在 I = { x: a きき x } 上 可 微 , 人 (a) 太一 1(b) 属 
于 区 间 J= {x :0 人 x 二 bp~a} 。 并 且 存 在 数 K 及 K’， 对 入 x 
CECI. —1<K’' < (x) ミミ K<0 成 立 。 证明 3 xo。€ I， 使 f (x0) 
= 0, 耳 拓 サザ xiE』 送 代 * ュ ュ ニ チ (x。) 的 序列 tx。} 収 餅 
于 Xo。 

解 令 g(x)=J(x)+x。 由 f(a) 及 -f(b)€7]， 可 知 
g(a)，g(b) 属 于 I， 且 由 g’ (x)=1+f' (x) 之 0， g(x) 是 I 上 
的 递增 函数 ， 因 此 g 映 象 1 到 I 内 。 对 g(x) --g(y) 应 用 中 值 定 
理 ， 有 


lgtx)— gy I= I(x-y) (1 エア (6)) |。 cao< ce<b， 


于 是 
[g(x) gy) SG+K) | メーy| =g|*ー ッ | 0 く @ く 1。 


2J 7 


由 推论 3 xo。€ IT，8g(xo =xo。 于 是 xo+fxo)=xo， 即 
f(xo)= 0 ， 

应 用 简单 迭代 方法 求 函 数 零 氮 ， 最 时 是 牛顿 提出 的 后 来 
人 们 称 之 为 生 顿 方法 ， 这 一 简单 方法 发 展 成 近代 计算 数学 中 
的 一 个 重要 方法 。 

” 设 1 在 I= {x3asxs<b} 上 有 二 阶 导 数 ，1(o) 盖 0， 


xETI。 那么 对 立 x:E1， 在 某 种 条 件 下 迭代 序列 


1(p) < 0, HaM>0, 及 If (x) |>—, f(x) SS 2 M,。 


Xnil ーー 和 が % う i 二 ] ， 2。 ea 


f(x,) 


收敛 于 x。 CI, f(xXo)= 0 。 
由 x ,确定 x,， 1: 的 几何 意义 如 图 6.12 所 示 ， 过 y= パ バ %) 在 


アニ テア (xr) 
二 YX +t Frnt y= XO 


网 6:12 
Cx。 f(x) 点 作 切 线 交 x 轴 于 x ,+1。 因 此 牛顿 方法 也 称 切 
¢1¢ 


为 证 明 { xX, } 收 全 于 x。o， 首先 有 1 
Ea -Xx, lMIf(x,) | 。 
再 对 f 在 x,+1 点 应 用 人 台 劳 定理 (参看 定理 7.6〉 得 


fCX a +a) =f(X,) + Ff (x,) (Xa ュー) 十 


+ CE) Ga ュー テー) 3 


这 里 6 是 介 于 x Xn+1 辐 的 点 ， 上 


成 为 1(xa44) ニラ が (6) xr 一 xa)*， 因 此 


FC | MIX ー ダ 。 | 。 


假定 |f (x1) | 之 1，M<1 时 ， 容 易 由 归纳 法 证 明 ，x。 
xo (n>o0)， 且 f(xo) =0。 用 不 动 点 的 术语 来 说 ， 牛顿 法 是 
定义 F(x) =x- -yey 了 (x)， 构 造 xa+4 = P(x,)， 迭代 序列 
tx。) ， 在 xs 收敛 的 情况 下 ， 极 限 点 x, 是 F 的 不 动 点 。 要 注 
意 的 是 ，xo 的 存在 性 一 般 不 能 由 定理 6.46 导 出 ， 原 因 是 F 一 
般 不 满足 定理 6*46 的 条 件 。 

压缩 映 象 存在 不 动 点 的 定理 ， 我 们 将 在 后 面 用 它 证 明 隐 
函数 存在 定理 、 微 分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 ， 至 于 寻求 更 
一 般 的 不 动 点 定理 ， 用 以 研究 各 种 方程 的 解 的 存在 性 ， 已 构 
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成 现代 分 析 的 重要 内 和 容 。 
A 题 
1。 设 : > テー メー xXEI= {x IO0SxSS1 ,对 


g(x) =xX+fGx) 应 用 不 动 点 定理 (定理 6・46) 证 明 f 于 1 
中 有 零点 存在 ， 作 出 一 迁 代 过 程 ， 并 求 其 前 三 项 。 

2。 研究 函数 :XxX->v 1+X2 XET= {xX:0<x<co .证 
明 |f《x) 一 了 (y) | 之 Ix 一 yl 对 一 切 X 关 yy 成 立 ， 但 f 没 有 不 
动 点 。 由 此 说 明定 理 6*46 在 = 1 时 结论 不 真 。 

3。 证 明定 理 6*46 的 推论 。 

4。 设 f : (X，?7) 一 (X yy)。 Ro っ R22 的 映 妊 


ーー タオ ュ ッ ー2 x/ = Sinx— Scosy+2 
(a) (b) 
y/ = Ex- y+3 y” = Cosx+ siny-1. 


证 有 明 f 有 不 动 点 。 

5。 设 f 是 完备 距离 空间 S 到 S 内 的 映 和 名， 如 果 f* 满足 定理 
6。46 的 条 件 《〈《 即 寿 是 S->S 的 压缩 映 象 ) ， 证 明了 有 
唯一 不 动 上 和 点。 如 果 导 自然 数 no，f" 是 压缩 映 阳 结论 
如 何 ? 

7。 用 后 顿 法 求 e-* 一 5xX=0， 在 1= {XxX: 0x1} 内 的 根 

“ 《精确 到 第 三 位 小 数 ) 。 

8。 用 归纳 法 完成 牛顿 方法 中 Xx, 收 化 性 的 证 明 (在 假定 

GenDI<1，MNM<1I 的 条 件 之 了 ) 。 


2 了 4 


9, 假如 按 公 式 ， に — fe) n=1, 2, “0" 给 出 
ff (x1) 


一 与 牛顿 法 相似 的 选 代 序 列 。 试 提出 一 使 这 一 序列 收 化 
的 充分 条 件 ， 并 给 出 证 明 。 
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第 七 章 R。 内 的 微分 


S7*1 偽 导 数 


Ri: 上 实 值 函 数 的 导数 概念 对 于 Rv 上 函数 推广 为 偏 尾 数 
及 全 导数 的 概念 ， 
用 x，y，z 等 字母 下 示 Rw 的 元 素 。x 的 分 量 表 示 为 (x1， 


N 1 
xs .Rx 伴 之 欧 几 里 得 距离 (xy) = (总 (xi 一 1)?)”， 
1 m1 


本 章 采 用 符号 |*-yl 表示 9(x。 y)。 ll 表示 9 の 0)= 


6 


> x {EN = 1 时 |x1 与 x 的 绝对 值 一 致 。 


1= 1 


壕 义 ” 设 1 ; Rs->Ri， 其 定义 域 是 Rx 的 开 集 。 如 下 是 
义 的 N 个 函数 1 ; 称 为 1 有 的 一 阶 仿 村 数 ， 


f,; 《X 1 X29 XN) 


sim らい っ を + hy) 一 于 xl Xe Xn) 
ーー a ーーーーーー ーー 
ho i 


这 里 f ， 在 上 述 极限 存在 的 点 有 定义 ， 称 f ;为 1 对 第 i 个 

f, ;是 把 1 的 其 他 变量 x; Gi 下 门 当 作 常数 a;， 对 Ri 一 R， 
的 函数 
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の (Cy ) = (2」 2 sO 1 oY, ji tise Cr) (7・1) 
求 写 数 ( 在 ァ , =g, 県)。 得 f， ;在 a = (a1sQ2，，… sar) 的 值 ， 


fi = o' (a;). (7・2) 
表示 偏 导数 的 符号 有 f, ;,D,j， ーッ な 等 我 们 将 主 


要 末 用 f, ;及 D;f 这 两 种 夹 示 法 ， 
我 们 知道 ， ATERy 内 联结 a = (ai, Q2, "2 ON) Rath= 
(ai+hi, dz +h,, ，， ayv + hw) 两 点 的 线段 之 参数 方程 是 
」 デ ロロ 本 1。 Xs=a:+thsy “"* 9 XN = ant thy, 


0 き =<te1. 


定理 7・1 设 z ; 古 Ry 内 联结 (41,Q,，*…,an) 及 (lal, aq;， 
Qj; 十 用;…，Qan) 的 线段 ,f : Ry 一 R 1 的 定义 域 包 含 工 i»， 且 
了 , , 的 定 叉 域 也 包含 :9 那么 jE, Et(a;, a; t+h;)s 满足 
(9 の すれ っ の っ Gy) 一 (9 っ の の の っ げっ Gr) 
ーッ (0」 > の の らち うっ 0 (7*3) 
证 明 用 (7・1) 式 来 记 (7・3) 式 之 左 端 ， 它 成 为 
pla; 二;) 一 qt(a;). 
对 p(x;) 这 Ri1 上 的 函数 应 用 微分 中 值 定理 (定理 4e12) 得 到 
pla;+h;)—- qla;) =h; の (65)。 
即 (7・3) 式 。 
定理 4"8， 有 如 下 的 推广 。 
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定理 7・2 (微分 的 基本 引 理 ) ” 设 f，f,; (i= 1,2,.…N) 
有 定义 域 含有 以 a = (alyasy yow) 点 为 中 心 的 某 开 球 ， 且 
诸 f, ;在 a 点 连续 ， 那 么 

(ca)j 在 < 连续 。 

(b)3 在 x= 0 才 氏 的 画数 g」(x)。 gs,(x)。 …。 gy(x) 。 満 
走 ei(0)=gz(0)=ー…ー= テ gn(0)=0 目 


N 
flat+h)-fla) = 之 [fi(o) +e; (Ih, (7°4) 
jm i 
对 hh = (hh2 っ hy) 属于 Bh= 0 为 中 心 r 为 半径 的 某 一 球 
B(0，,y) 成 立 。 
证 明 当 N =2。 应 用 恒等式 


flaithi, a: +h2s) — fla:, 22) 
=[j(ar:+hi, a2) —f(ai, as)) 
+{tflarthi, gz ths)—1(ar 十 万: gz) (7・5) 


由 f, 了 1 与 fz 在 以 4a= (alyaz) 为 中 心 的 一 球 内 有 定义 。 这 恒 
等 式 在 カ = (ちあ 」。 か あ >) 属 子 以 (0, 0) 为 
中 心 半径 充分 小 的 球 内 成 立 。 对 
(7・5) 右 端 方 括 号 内 的 项 应 用 定理 
7e1, 3&: (hishs)E (asar+hi)R 
ま 。 (hh (gp。 +h,) ( 関 7*1) 。 
対 (⑰,) 属 考 以 (0。 0) 为 中 心 ， 
r 方 半径 的 球 内 成立 着 7-1 
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(gd ュ も 用 」、g。 す 方 。) 


ta ti a) 


(aw の の (9142 の | 


fairt+his a, +h,) - f(a:, a,) 


下 了 CE， Dh +f, Ca と > ) れ 2 。 (7・6) 
定义 
ehish2)=f, 1 (E102) — fi (01903) 


ez (hishs) ニナ 。s (0 thisé23)— f,2 (41,0;) (7°7) 


定理 要求 古 明 ei, s 在 40， 0) 点 连续 。 对 ぜ e グ 0 由 了 1 与 
j, :六 (a;， a:) 连 续 ， Jj 90, 使 当 rs) 属 子 以 c = (a 
42) 为 中 心 ， 6 为 半径 的 球 了 (as 6) 内 有 


|f ,1 CX1,X,) 一 了 (01) の >) | で gs 
げ 。2 (ry2) 一 2 (29) 1 で g。 (7*8) 


综合 (7・7) 与 (7・8) ， 当 hi 及 hh: 充分 小 (因而 (E15E。) 過 
ir(al, Q 2 )), 便 有 


lei Chi»hz) | <E, le2 (hishz) | <e. ] 


此 外 显然 1 (0，0) =0，es (0，0) = 0。 把 (77) 式 代入 (7・6) 
式 便 得 定理 之 ⑥) 。 至 于 了 在 (al，as) 的 连续 性 可 立即 从 
(7・4) 式 导 出 ， 即 定理 之 (a) 成立 。 

对 NN 之 2 的 一 般 情况 ， 证 明 是 相似 的 。 - 

设 映 象 g : Ryu->Ry，f ; Ry>R,， 上 有 目 g 的 值 域 R(g) 含 于 了 
指定 尺 域 の (の 内 。 対 子 メ = (> の gr) ED(g), g(x) = 
(g (XxX), 8 CX), "の gx))，g 的 分 量 g 是 Rw 一 R: 的 函数 ， 
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如 下 定义 的 函数 互 (x) 称 为 与 8 的 复合 函数 ， 
H(x) = jlg! (x) ,g(xX) ,8g" (x), xED(g). (7・9) 


求 复合 基数 偏 导数 的 链 法 则 是 定理 4.9 的 推广 ， 

定理 7・3 (〈 链 法 则 ) 疫 g' 対 固定 的 み 1SS#SM 在 ち = 
6 もら ゅ … の Dr) 点 g ;存在 ， i=1,2,N, f 及 大 偏 号 数 
= 1 2 の > 在 点 a= (gt? 8 (Dy の gt ) フ 处 连续 。 
那么 (7・9) 式 给 出 的 函数 吾 于 ?点 关于 x; 可 微 并且 


N 
H, ; (b) 一 プッ っ "gt Jg (0). 
mi 


证 明 ”如 下 定义 R1->R ,的 水 数 ， 
(x;) = Hb; eb; ait jb rts "bu) 
i;) =g (bbi 1s Xi bj;+1 Du) 
i=1,2,"»N, 
那么 据 (7・9) 式 有 
plx;) = GG; VG ey VG. 
以 表示 一 实数 ， 定 义 
A p= ylb;+h)— 5,) 
Ayi=y$ilb;+h) -$i(b;), i=1,2,.",N. 
因为 每 一 上 ' 在 b ;连续 ， 因 而 当 h->0 肘 ，A $1->0, 对 应 
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用 定理 ?・2 的 (7・ め の 式 ， 且 以 A4 代 过 (7o4) 式 中心， 


得 出 


NN 
AY= > fi GO), py 区 (GD)]+ei } AY i,. (7・10) 
jm i 
(7・10) 式 中 。 e; =ei;(AY 1 ,AYN), 目 当 A め 7-> 0 时， 
と を 0。 KkK=1, 2。 の っ N. 
对 充分 小 的 [|， 把 (7.10)〉 式 写成 


Ag 
hn 


AY' 
h 


が 
一 之 {f Cg (6)。…。g (0) + Ee;}- 


» 


站 令 h->0 取 极限 便 得 链 法 则 ， 
定义 设 DCRAy，j ;D>RI， 对 Xx= (XiyX，，…，Xn 
和 洋 台 kX， 用 kx 表示 (kXiskXxs，… kXxw)。 称 了 是 nn 次 齐 次 函 
数 で -(1) x ヒ ED, 有 kz のり, k#0; GD f(x) = k"f (2x), 
国 数 } 是 正 2 次 齐 次 的 所 > (i)，(i) 只 对 FF>>0，xED 成 


mh 


he 
4 4 1 
注 定义 中 之 n 不 必 是 整数 .例如 f ; 《x,y)>x “十 》 “是 一 本 次 齐 次 函 


轨 , 一 个 函数 可 能 是 正 齐 次 而 不 是 齐 次 的 ,例如 f ; Cx ツテ パテ リキ 是 1 次 正 
齐 次 但 非 齐 次 ， 

定理 7.4 (了 欧 拉 和 定理 ) ” 设 f : Ry 一 R11 是 n 次 正 齐 次 湖 数 
Hf,1,…:， fyw 在 a 关 0 点 连续 。 邦久 


N 
Zaif,i (a) = nf (a), (7.11) 
1 
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9。 


证 明 留 给 读者 . 


ヨコ 题 


设 D 是 Rw 内 的 连通 开 集 。f : DR 只 具有 性 质 ， fx 
fs ニモ =f,n=0, XED, 证 明 f 在 忆 内 恒 竺 于 第 数 。 
役人 Rr っ Ri 8 8 og 是 N 个 Ry 一 Ri 的 協 数 。 
hlsgh yh 是 M 个 从 R,>R 的 函数 。 若 定义 H(X) = 
fig Ch OQ), ey WO gh’ (xX), …。 が (x), 
‘XX)] ,给 出 日 ,; (xX) 的 链 法 则 
的 公式 ， 

对 N= 3 写 出 定理 7。2。 


14。 没 了 < R,—R,, 其 定义 为 


6 。 


一 (X,Y) (0, 0)> 
f x,y) = 
0 ぅ X ニ デニ ツ ミ = ミリ U0。 


《a) 证 明 f 在 x=0，y=10 点 不 连续 。 
(b)1E 明 f， 1» 了， 2 人 三 メ ニ ダニ 0 存在 ， 


(Cc) 试 问 (4)， (5) 是否 与 定理 7。2 相 下 让 ? 
设 f :Ry 一 R， 是 0 次 齐 次 函数 ， 通 过 直接 计算 验证 了 满 


N 
足 欧 拉 微分 方程 ， «if, ;=0。 
1 


正明 定理 7・4。 
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$7.2 高 阶 偏 导 数 和 人 台 劳 定理 


定义 ” 设 1 是 从 Ry 到 RR 的 函数 。 我 们 定义 1 的 二 阶 人 篇 导 
数 ;是 一 阶 人 篇 导数 1 对 xX; 的 偏 性 数 , 三 阶 人 篇 于 数 f,;， Fx 
是 f,;; ;对 xz 的 偏 导数 ， 四 阶 、 王 阶 等 更 高 阶 偏 叶 数 同样 归 
纳 地 定义 。 


自然 地 提出 i¥Yj 时 ，1,;，, ;与 1;;1 1 是 否 相 等 , 即 求 导 次 
序 是 否 影响 结果 的 问题 ， 可 以 举 出 简单 的 例子 说 明 求 时 次 
序 不 同 结果 不 同 (习题 3 ) 。 下 面 定理 给 出 可 交换 求 寻 次 序 
的 充分 条件 。 | 

定理 7・5 设 /| : Rr っ Ri 5 わ ちょ ちり みう fii 在 点 a 
处 都 是 连续 的 ， 那 么 


(6) = 1,;; Ca), 
証明 对 N=2，i=1，ji=2 证 明定 理 。 一 般 情况 的 证 明 
完全 类 似 ， 
记 a= (ql1，a:)， 定 义 


Asf= flat+h, a Th)-f(a+nh, as) 


—f(ais Q2 +h) 十 了 (ay 2)。 (7 12) 


我 们 将 证 明 当 j-> 0 ， $4 降 以 fois1 (Cars az)， 又 以 


PT 1 (G1 a2) 为 极限 ， 由 此 得 出 f,1; 2 (a1,42) = 了，: (a 
lb 


4;)。 定 义 
PD = f(a +S,a2 +h) -flart+s,as), (7:13) 
?( り = が g」 寺 が 2 りー の 1 6 ヶ 寺 り 。 (7*14) 
那么 | 
ーー Af= ph) - ゅ (0), 同時 4。 す = 9( あ 5) (0)。(7・15) 
対 (7・15) 右 端 应 用 微分 中 值 定理 便 得 


A,f = 9 (si)h, パナ = Y(t)h, (Si 大 痢 介 于 0 与 7 
同 ) 。 (7・*16) 


由 (7・13 う ) 。 (7*14) 导出 
の (51)=f,1(a1+sisa +h) — Ff, 1(ai + S12a2), (7°17) 
b(t) = f(a tha tt fsasartt), (7・18) 
对 (7・17) ， (7・18) 式 右 端 率 用 微分 中 債 定理 得 
(51)=f,1;,2(a1+ S51 A2+t2)h, 


pt) =f,21(a01+ S22@2 填 )7。 55 75 郡 介 耳 0。 
h 间 。 把 上 述 等 式 代 入 《7*16)〉 得 到 


-Arf = fai (as + Sus Gz + +t,) 


= ニナ, 。」 1(G」 十 S2。 0 +t1), 


今 史 一 0 注 伍 到 5841，82， 生 及 二 都 随 h 题 申 于 守 ， 册 1;3 胡 


fs, :于 a 战 过 z 炎 使 行 
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f, 1; > 《al， 9 ぅ ) 一 了 ，:， (a;, a2). 


EX a=(ai, Cs, ‘yan) ERy, ai ;是 非 信 整 数 , 《了 二 
1;2，…N) 称 g 訪 多重 指数 。 定 叉 e 的 次 数 lel| =ci+ras+， 
+ gw。 挂 广 阶乘 符号 于 多 重 指数 gl = @」!・gz1…w1 ,大 PB = 
(Bi 8。 > …。8。) 基 易 一 多重 指数 。 定 叉 e+ 8 = (ci+pi， 
as+pB:，，…，caw+pBr)。x= (xi テッ の っ XN) ERy, 的 
a 乱 定义 为 xX"=X1'X2* "XNN， 

显然 定义 中 x "的 次 数 为 lal。Rw 上 nn 次 多 项 式 指 形 旭 

f(x)= 之 cox: (7・19) 


[al ne 
的 函数 ， & 磊 : E 光 重 指 数 ， ce 是 津 数 。 
例 1 设 1 了 (Xi,X2) =Xi+3xX1X2 ~ 3X1— 3xX:+4, 把 了 和 写 
成 (7・19〉 形式 。 


解 ” 令 a = (ciyea), 因 多 项 式 是 3 次 的 ， 所 以 lel 和 3， 
那么 


f(x: Xs) デ > Ca, as XL Xs 
Jaf« 3 


其 中 Cso=1, cis=3, C21 三 Cos 三 0 Czo ニー3 ぅ 
C11 = Uy co 一 一 3 cio= Co1= 0b, coo = 4., 


引 理 7・1 (二 项 式 定理 ) 。 设 x，y ER1，n 是 自然 数 ， 那么 


Ei 


が ーー Ni 8 一 了 了 
Ct) OND Ye 


引 理 容易 由 归纳 法 证 明 ， 把 它 留 给 读者 。 

多 项 式 定 榴 是 二 项 式 定 理 的 推广 ， 它 将 应 用 于 函数 的 世 
劳 展开 。 

引 理 7・2 (多項式 定理 ) 設 *= (xl Xx2z， … ぅ Xp) EC 
Ry，n 是 自然 数 ， 那 么 


(Bx) = EH 2 


i 1 Ial=n | gs 十 ga tie QT 


9 
Nn  * 


(7・20.) 


证 明 ”对 固定 的 整数 ?， 对 N 用 归纳 法 证 明 (7・20) 式 . 
当 N=1， (7.20) 成 为 


Xi = 一 一 -Xi 三 %19 


显然 为 真 。 假 定 (7.20) 对 N = 成立 ， 我 们 证 明 N=K+ 1 区 
立 。 为 此 ， 先 由 二 项 式 定 理 导 出 


(X ;十 Xy， 十 十 Xrti) =[(XI 十 十 XgK) 十 Xx+i]” 


Dm tt (7*21) 


ju 


从 时 纳 假 设 ，(7?*21) 右 端 成 为 


ぶ nt (2ー カ 1 a 


10 a GD! ail ag! 
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令 ar +1 =j 且 约 去 (n 一 四 1，(7。22) 成 为 


nl G1 gr a + {1 
に るー Gil*Qr lr+i! Xl Ng XE + 
即 (7。20) 对 N = 天 +1 成 立 。 按 归纳 法 原理 ， 定 理 获 证 。 
设 儿 是 Rw 内 的 开 集 ， 且 设 f : 多 >R 1 的 二 阶 偏 导数 在 多 
内 连续 ， 我 何 知道, モル ち 」 』 対 所 有 ち も 成立 。 表示 
fe, ;= D, [CD.,1) 一 り ょ ゃ が, ( け )。 把 の ,, D; 視 浪 映 象 , 
Di。Di 表 Di 与 D,; 的 复合 映 象 。 同 样 若 /有 三 阶 或 更 高 阶 入 
导数 ， 那 么 
の の の た (= の {EDk() わ うぅ 
D.,°oD,° Dr <, げ ) =D.,(D, | Dxr [LD,(f)) } )。 


等 。 当 微分 次 序 可 以 交换 时 ， 省 略 “。” 符 号 。 微 分 映 象 的 
线性 组 合 称 为 微分 算 子 ， 如 a,b, c,d 是 常数 时 ，aD1D;Ds+ 
bD;D1D, + cD1Ds + dD, 便 是 一 个 微分 算 子 ,微分 算 子 可 作 
用 到 Rs 内 开 集 上 具有 所 要 求 阶 数 的 连续 导数 的 函数 上 。 对 于 


Ry 内 的 形 如 
PE ED 之 GE (7・23) 
af 站 
的 多 项 式 ， 我 们 对 应 一 微分 算 子 ， 
P(Di, Ds Dy) = 之 CD?， (7・24) 
lelxs 


其 中 a 其 和 多重 指 弘 (a」, G2, "5 My)» 那 入 也 "是 算 子 也 = 
22/ 


D1' の が … の の 。 の げ 表 示 げ 先 対 zx 求 ax 次 导数 再 对 x wx-: 求 
ar -1 次 性 数 ， 一 直 计 算 到 xi 的 ci 次 导数 。 微 分 算 子 (7*24) 
的 阶 数 与 多 项 式 次 数 一 致 。 多 项 式 (7・23) 称 为 算 子 (7.24) 
的 伴 随 多項式 。 

例 2 设 1 : Ri->Ri，f(xix) =xie"cosxs。 设 多 项 
式 p (é1,82) = £2 +2618? +E!， 证 明 p (D1,D,)f=0. 


解 DI = = (xi+1)e" cosxs) 
ん 1 


Di1(f)= DiCDi (f= (X1 十 2)e2 COSX2; 
Di(f)= (x1+3)e™'cosx,; Di1(f)= (x1+4)e”:cosx,; 
D;,(f)= -xie' Sin を ss りり? げ ) ニー X16 COSXz 和 


DiDi(f) = — (x1+2)e":coOsx,; りり 3 げ ) = テル ie6"* COSX:。 


于 是 
p(D1,D,)f= Df) + 2DiIDi (1) + Di(f) =0, 


为 了 应 用 微分 算 子 于 台 劳 定理 及 讨论 极 值 问题 ， 引 进 关 
于 微分 算 子 代数 运算 的 一 些 定义 与 简 蛙 性 质 ， 

定义 ” 设 Li;Li，…,Lx 是 微分 算 子 ，C1，Cs，…,Cx 是 
实数 .CiL+C:ILs +…+CTL 表示 算 子 工 其 定义 为 工 ( 力 = 
CiL1() + CsLs(f) +…+ CxLx(f)，f 属 于 诸 L; 定 义 域 的 交 
集 。 工 ! 工 ;定义 为 LiL; (有) = 工 [CL;(f)J2，LiLs 的 定义 域 是 
使 L， (有 ) 属 于 工 的 定义 域内 的 LI; 定义 域 中 那些 f 组 成 。 同 样 
本 定义 LiL,Ls， LiLLsL 等。 
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' 引 埋 7・3 设 工 1， L;, の ウッ Lx 是 微分 算 子 ， C1, C2s 
… ,Cr 是 实数 。 设 p1(E) 是 Li; 的 伴随 多 项 式 ，i=1,2,*…，E。 


那么 
( i) YC L. 的 伴随 多 项 式 是 忆 C， Di(E) 


i™1 


(i)LiLs…Lr 的 伴随 多 项 式 


pe) 一 = 陸生 
正明 人) 设 n 是 详 L; 的 次 数 之 最 天 者 。 可 以 把 工 ; 写 为 
(人 允许 b i ,等 于 委 ) 


= 之 bioD- ， i=1, 2，…， K. 


el 


于 是 
1L= SCL - マ c > bioD”， 


i= 1 lel Nn 


是 与 工 相 伴随 的 多 项 式 十 
CiDi(CE) 。 


i= 1 


EK 
DC > ちり,。 ら と = 
sa 1 Jal<n 


就 及 = 2 证 明 (ii)， 一 般 结 果 借 助 归 纳 法 导出 设 


Li= > CD", Lz= > りら L'= LiL:. 
[ls 


lelem 


| 
た (の = 之 CD DdD ph = ツ CodiDrD?1 


alsm [pln [laf<m {glcn 


Pi(£2)= > BC.dsE"E°=P,; (BP,®. 
flajlem [ff 


定义 ” 设 1 ; Rxv 一 R: 和 是 给 定 的 图 数 ， gcCR。。 DERv 且 

1 =1。f 沿 方 回 2 在 点 的 方向 导数 ， 表示 为 df(a) 其 定 
义 为 

ds,i (a) = lim atm) a, (7s25) 

注意 (7。25) 右 端 分 子 是 1 在 Ry 内 联结 a 与 a+b 的 线段 上 扣 

at+ 纪 的 值 与 在 a 点 的 值 的 差 (图 7.:2) 。 gw7(o) 是 Rw 一 R: 的 


图 7・2 


函数 ，d,f(q) 小 5 在 a 点 的 方向 导数 dCdsf2(a) 叫 ] 沿 b 在 a 点 
的 二 阶 方向 导数 记 为 (d,) ”f(a)。 同 样 可 定义 (d;) "f(a)。 

引 理 7・4 役 了 : Ry-wR1 及 其 所 有 直到 n 阶 偏 导 数 在 球 
Ba，r) 内 都 连续 ， 那 双 
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(d) f(a = > 0°D*f (a) (7・26) 


lefms 
n 阶 方向 导数 可 符号 地 记 成 算 子 


(d,) "= 之 pp 


[fale n ! 


证 明 当 ヵ =1, 今 の ( り = が o+ の) 那 久 7, が p) = の /(0)。 
应 用 链 法 则 求 の (1), i = (Diy もり 2 ぅ > の り DN)s 便 得 


dsf (la)=b.Df(a)+ .+bxyDnl (a), 


即 必 =biDi+…+bwDw。 对 1 用 归纳 法 可 得 


(d; ) f= (biD:; + +brDry) f, 


再 由 多項式 定理 ( 引 理 7・2), 便 得 (7・26) 式 。 

定理 7・6 ( 単 恋 量 函数 台 労 定理 ) 设 f;Ri->Rl 在 区 
同 I= 《xx :1x-al<r} 上 具有 百 到 n+lIi 阶 的 各 阶 导 数 。 那 
么 对 每 个 xE1， 于 a，x 为 并 点 的 开 区 间 内 大 在 &， 使 


f(x) = > rf x- 0 


Ke 


1 


了 上 (e+1) ~ 十 . 
+ fC) (x0) (7°27) 


证 明 ”为 了 写 起 来 简便 ， 设 x 之 a， 对 于 开 区 闻 中 国定 
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的 xX， 定义 R, = 了 (xX) 一 > f(x), 我 们 来 证 明 RR。 


満足 (7・27) 式 。 为 此 于 [ac，x] 上 构造 图 数 9， 


; . ーー ョ +1 
q(t)=f(x)- 过 -一 全 (X 一 ti 一 民 メー の 


(x—a)"t! し 


IGCC[Ca，xX]。 
容易 根据 R ,的 定义 算得 g(a)= wm (x)=0, 对 9( 切 应 用 罗 


尔 定 理 (定理 4・11) * 3 と Q<CE<X， 使 の (E)=0。 我 们 
计算 9 人 (2)， 


・ が わけ (の 1 _ 1 
(= ーー だ て の + > (x —t) 
9 (1) j=l (j— 1)1 


将 上 式 右 端 第 三 个 和 式 之 j 换 成 j~ 1， 可 得 


こ (7 (+) ,eg 
(の =ー ア (の キイ (の + る ーー の 


) すわ (の ) 
SD i xt) 
る DD nl 
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(xーt)" 


+ (n+ -~ 
n+ DR, (x—a)"*! 


_ | ft) (t) (xo a) "t+! 
(x— a)"™'! (nt1)! 


-R,|. 
子 ゅ ( り 中 代 ! に 8 并 由 9/(E) =0 便 得 


f ‘+1) (E(x— op)『 す 1 


Kk, = 。 
(nt+1)! 


于 是 得 到 


7 る )= De (ox oy 


' 


tmnt (8) (x 一 0)"*’',E 介 于 a,x 闻 ， 


注 (i) 定理 中 使 用 了 jj 97)Cx) 二 f(x) 的 约定 ， 
(i1) 在 mn 二 0 时 ，《T*27》 式 就 是 中 值 定理 . (27) 式 中 ヵ ぁ 次 多項式 


> (の (x 一 0)5 称 为 fx 在 点 的 台 劳 多 项 式 , 用 台 才 多項式 来 選 近 


Kt 
f(x)， 误差- 二 T57 一 了 “+198 ) (x 一 a)*+1 出 作 余 项 . 


现在 基于 和 定理 7。6 来 证 明 Rv ->R ,函数 的 台 劳 定理 ， 后 者 
又 是 前 者 的 推广 。 

定理 7.7( 带 余 项 的 台 劳 定理 ) 设 f : Ry 一 Ri 连同 它 
的 直到 n +1 阶 篇 导数 在 球 B(a,，r) 内 连续 ， 那 么 对 每 一 x € 
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5(a，r)， 在 联结 a，x 的 线段 内 存在 上 后 & 使 


falxs 


f(x)= > ZrD "f(a (x- a)" 


+ 之 DfCE)Cx- g)" (7・28) 


10j 一 站 十 1 
正明 符 X = aa 结果 显然 。 入 XX 大 a， 定 双 ちり =( り ,」。D2 。…・。 


6。) 其 中 bb， =- 注意 到 158|=1， 并 定义 w( り = 


f(a+tb)。 这 样 ， 我 们 有 w(0)= パ o)。 以 及 p( lx-g| )= 
f(ac+1x-alb)=fx)。 由 链 法 则 及 归纳 法 可 知 w 具 有 衛 色 
1 +1 阶 连续 的 导数 。 现 在 应 用 定理 7*6 于 9p。 那么 


t 1 + 1 n+4 1 
tf} = ーー ) ) 0 ) ホキ ーー そこ 【 月 ) Tt 
の ジコ 8 (00 キー キタ (7 


im 0 


(7・29) 
其 中 tf 介 于 0，t 之 间 。 据 引 理 7"4， 很 明显 
p(t)=(d)' f(a+tb) 
-5 1 ーー6* の "o+ 人 ゆう 。 (7・30) 


jg ja) 
于 (7。29) 式 中 置 != 1x 一 al， 得 出 


vx-al)=f(x)= 2 9 (0) xol! 


jm 0 
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1 (m+ は ) \ + 3 


将 (7>30) 代入 上 式 , 便 有 


f(x)= | > 0D"f(a) |x-al | 


1=0 ! jal = ji 


> Up fcE) lx-oh | 


js 一 1 十 1 


+ 


按 定 义 {1x-alb;=xi-ai， 因 面 (x-g)" =57 |z-g の 代入 
上 辐 用 Xx) 展开 式 ， 便 得 (7?・28) 。 

单 变量 可 微 函 数 极 值 点 的 必要 条 件 是 满足 1’ (x) =0. 当 x 
=a，f (a)= 0 成立 ,用 1”(a) 的 正人 负 能 够 判别 a 是 1(x) 的 极 值 
点 。 详 细 地 说 ， 若 在 a 点 1f/ (a)= 0， 太 (a)<0，a 是 了 的 极 大 
值 点 ， 若 f(a) =0， 了 (Ca)>0，a 是 1 的 极 小 值 点 ， 借 助 于 台 
劳 定理 能 够 建立 多 变量 函数 的 相应 的 结果 。 

定义 ” 设 1 : Ry 一 R ,是 给 定 的 。 称 函数 在 a 点 有 局 部 极 
大 《小 ) 值 所 > ョ 球 B(g,。 7), 使 x に (gz7) 有 f(x) 一 (a) 
SS0 《之 0)。 称 溺 数 1 在 a 点 有 严格 局 部 极 大 (小 ) 值 才 之 3 
球 B(a, r)， 使 XE Bla, 7)) x テ og 有人 *)- 人 Ko) ぐ 0 (>0)， 
4 点 称 为 极 大 〈 小 ) 債 点 。 小銃 地 称 妨 概 債 点 。 

若 3 偏 导 数 ， 称 ca 点 为 临界 点 委 >Dif(a)=0 = 1， 
‘0 JV。 

容易 由 定义 导出 ， 在 1 可 微 条 件 下 ， 极 值 点 是 贤 界 点 。 
但 临界 点 不 必 是 极 值 后 。 
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定理 7:8 (二 阶 导数 判别 法 ) ” 设 j ; Ry->R, 及 其 直到 
二 阶 的 偏 导 数 在 球 BCe，?) 内 连续 ，a 点 是 1 的 临界 点 。 对 
h=(hs hs ee hw), 定义 Afla, h)= flath) -i(a); 
并 且 定 义 


MN 
on) = > DP fan’ = YY D;D;fiahih; 


tal=2 7 チー1 
(7*31 ) 


(o) 若 対 ぜ ダ ヵ チチ 0, Q(m)>9 ( 即 (7<31) 基 正定 二 次 型 )， 
那么 f 在 a 点 有 严格 局 部 银 小 值 。 

(5) 若 対 ザ ヵ =0, O( ヵ ) < て 0 ( 即 (7.31) 是 负 定 二 次 型 )， 
那么 f 在 oa 点 有 严格 局 部 极 大 值 。 

(c) 若 0( ヵ ) 有 正 的 最大 億 及 仙 的 最小 合 , 那 名 Af が eo な) 
应 球 B(a,p ) 内 変 号 , 送 里 0 ぐ pr。 

証明 ”我 们 仅 证 明 (a)，(5) 及 (ec) 可 类 似 证 明 。 
于 台 劳 定理 〈 和 定理 7,7) 中 ， 取 n=1，x=at+h， 得 


f(a+h) =f(a) + 六 Dilan + 六 Pf(⑧) "> 


fg =3 ji 


(7*32) 
基 中 é 位 于 联结 ag，a+h 的 线段 上 。 由 a 是 的 临界 点 。 者 る 
(7。32) 式 本 号 成 


Aflash)= 之 De"fCa)n 


Jaf =2 “ 
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+ > atD*8- り げ (o)) な が 。 (7.33) 


gs 3 人 


p= Dr LD ° 
c(h) 之 PD f(E)- Da CR 


(7・33) 式 可 写成 
Af(a, h)=QCh) + (lh|) elh) (7・34) 


遇 f 的 二 阶 偏 导 数 在 点 邻 域内 连续 ,所 以 当 h->0 时 e(h) 下 0 
同时 


2 ,hr 
O(n)= (In|) > D, fo) 加 


= ( Ilz1)2O,( れ 2 


之 中 的 G1(h) 对 h 在 Ry 的 单位 闭 球 上 连续 。 据 (a) 的 假设 条 
件 ， Q1(n) 在 单位 闭 球 上 的 最 小 信 m 之 0， 即 对 一 切 h 


on)=>m( lh DD)*. 
项 取 | 使 Le(J1<- 台 ,将 (DC 及 |eCD1< -3 代 
入 (7.34) 式 ， 得 
Afla, > (lal7 m 
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对 充分 小 的 Il， 到 0 成 立 。 于 是 断定 } 在 点 有 严格 局 部 极 
小 情 。 

注 由 ①・31) 式 给 出 的 Q 是 个 二 次 型 .在 线性 代数 中 ， 我 们 知道 ，Q 为 正 
( 負 ) 定 的 を > 短 陸 て D り ,D』f(o)) 的 所 有 特征 值 都 是正 《( 负 ) 的 ,， 当 矩阵 
(也 1 了 ;大 c)) 的 特征 值 育 正 也 有 有 负 时 ，Q 的 最 大 值 为 正 ， 最 小 值 为 负 . 通 常 为 了 
确定 Q 的 正 ( 负 ) 定 或 不 定 的 性 质 ， 不 必 求 出 矩阵 的 所 有 特征 值 ， 而 是 化 二 次 


型 为 平方 和 便 能 确定 @ 的 性 质 . 因 此 实际 应 用 定理 7"8 时 ， 权 把 二 次 型 化 为 平方 
之 代数 和 ， 
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1。 设 f :Rs->Ri 为 1(X1，, Xs, Xs)= (Xl1+Xx2:+x3 )F ， 
(Xi1sX2sXs) 半 (0，0，0)， 证 明了 满足 万 程 f,1;i1 + 了 ;1 
+f,;3,3=0, 

2。 设 f :RR。->Ri 为 {(X1,X2)=X1 一 2X1Xs 一 X1X2， Li(D) 
= 2 が,」ー 3D,, L(tD)= DD 证 明 (LiL;)(f1) = 
(L;:L1)(f), 

3。 人 RR 


を 他 
一 x 
XiXa -人 二 一 2 
f(x」。 Xs ) = Xi TX 


0 Xi1= XxX, =0, 


。 Xi:+Xx:>0 


证 明 3 (0，0)= 一 1，1 1(0, 0)=]。 

写 出 定理 7o5 一 般 情 况 的 证 明 。 

证 明 二 项 式 定 理 《 引 理 7:1) 。 

对 函数 了 ;RR 及 及 = 2 写 出 1 的 台 劳 展开 式 。 

求 函 数 fxiyxz)= xX} 十 3X1X? 一 3X1 一 3X3 十 4 的 局 部 
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~“ 全 nN 
人 


极 值 。 
8。 求 函 数 太 : R ->Ri 的 临界 点 。 
(XsgXe Xa Xi) 三 XI 二 Xi 十 Xi 一 X4 一 2X1X2 十 和 XI1X3 
+ 3X1X4 一 2X2X4 十 《XI 一 5X 十 7。 
9。 给 出 定理 7。8 中 () 与 (0) 的 证 明 ，。 
习题 10 一 12 确 定 二 次 型 Q: 民 8-> 民 1 是 正定 、 员 完 或 是 
不 定 的 性 质 。 


10。 CCX1， ん 2 5 Xs) ニ デズ j 填 5%2 ト 3%3ー4,% ぅ 十 2X」Xs 


ー 2X is 。 
11。 Q(X1, Xas Xs) 一 XI 二 3xX3 十 X3 一 4X1X2 十 2X1X8 
~ 0X2Xs。 
12, Q(xis X2s Xs)= ~ X1— 2X23— 4X3~— 2X1X2 — 2Xis 。 


S7・3 多 变量 函数 的 微分 


函数 1 : Ry 一 R :的 偏 导数 ， 作 为 单 变量 函数 时 数 的 推 
广 ， 它 有 许多 应 用 。 然 而 使 人 不 满意 的 是 : 它 是 从 x 一 0 的 
各 种 方式 中 选取 特殊 方向 上 进行 微分 的 。 现 在 把 单 变 量 导 数 
作为 差 商 与 x->a 的 方式 无 关 的 极限 推广 到 多 变量 浪 数 。 

设 A 是 Ry 的 开 集 ，f 与 g 都 是 从 4 到 Ri 内 的 函数。 以 
d(x，y) 或 |x 一 yl 表示 Rs 中 x，y 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 

定义 ” 称 纤 数 f 与 8 在 ak 4 点 相 切 所 (1 大 a) = g(a) 且 


C11) lim El 0. 
x d(x, a) 


由 定义 ， 易 知 若 h 与 g 也 在 a 点 相 切 ， 那 么 1 与 h 在 ao 点 相 
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切 。 事 定 上 。 迄 硬 


1 うー が Cx)| 一 lf(x)— gx)) 」 1g(%)ー(%)1 
> て で ーー 一 ーーーーーーーーーーーー mm 
(X。 a) dx, a) d(x, a 


年 *-ee 計 。 右端 拾 束 趙 向 二 者 便 知 。 
設 し (Ru-R」 基 会 性 函数 : 


N 
L(x)=bs+ > br xrs 
K=1 
其 中 b。， bi，D2，…，bx 是 销 数 。 省 函数 f 在 a 上 局 与 一 线性 外 
数 相 切 ， 这 线性 函数 是 叭 一 时。 
定理 7・9 设 工 ， 工 :都 是 与 函数 j 在 a 点 相 切 的 线性 遇 
数 。 那 久 と 」 寺 と 。。 
证 明 为 了 方便 ， 把 L!，L; 号 成 


N 
Li(xX)= Co > Cx (xk 一 ag )。 


k= i 


L(x)=C + > Ck Cg ~ ar), 


が =1 


首先 由 相 切 条 件 (DLi(a)=L:(a)=1(a) 一 >Co=Co 。 此 
外 ， 再 由 相 切 条 件 (ii)， 对 半 : 之 0，3 6>>0， 使 当 x 满 足 0< 
d(x,a) て Os 便 有 


L(x)—L2(x) | xed(x, a) =eelx-al. (7°35) 
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N 
BD h(x) ~ LL: (x)|= ] 2 (Cr ~ Cr’ ) (Xz — ar) 
Km1 


<elx-al。 


除 以 lx-al 得 


N 
> (Cr ~ Cxr’) XE Ox ee, 
K=1 


| メーgj 


由 此 可 以 断定 C1 = C1’， C。 モニ と 7 “Cx = Cy. 事实 上 上 ， 
取 x ヶ 満足 0 ご lxーal <8, 上 且 満 性 x」 天 ai メ ゥ 5 ー02 5 の KN = Ons 


那么 


~ 
2 (Cr -Cr ) エー rE = |C1:-C1 | 所 ee， 由 的 任 
ce [x—al 


意 性 。 Ci 一 CI =0, BC =C，， 同 理 C。 = で 7。 … ぅ Cy = 
Cx’. 

定义 ” 设 f ; 4~R，4 是 Rx 的 开 集 ，aE4。 称 f 在 0 点 
可 微 寺 > 3 线性 函数 与 1 在 a 点 相 切 。 

定理 710 若 f 在 a 点 可 微 ， 那 么 1 在 0 点 连续 。 

定理 7,10 的 证 明 留 作 习题 。 

如 在 87.1 中 所 见 ， 函 数 f 具 有 伍 导 数 可 以 不 连续 。 定 理 
7・10、 定 理 7・11 表 明 函 数 可 微 性 比 存在 備 呈 数 要求 具有 更 強 
的 祭 件 < ] 

定理 7*11 若 了 f 在 aq 点 可 微 , 那 久 f 在 qa 点 存 在 偏 号 数 。 

证 明 ” 设 工 是 在 ao 点 与 1/ 相 切 的 线性 函数 
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だ 
L(x) = 了 (a) 十 > Cx (Xr — axr)。 
Kal 


由 相 切 定义 
(f(x) ~ が o) — 2 Cr (xx - ox) | 
: 7 = 0。 (7・36) 


取 x=a+h, h=(0,0, … 0, hj» 0 **» 0), (7・36) 成 妨 


fcat+h)-f(a)-Ci;h;| =0。 


lim 
ni? lh; | 
lim | eth) fo) Lo lo, (7<37) 
h;—-0 hi; 
hiwo0 


由 (7*37) 新 定 7,, (a) 存 在 且 
C;=f,;(a), i=l, 2。 “‘» N。 


在 补充 f, ;连续 性 条 件 下 有 逆 和 定理 。 
定理 7・12 设 1,;，1=1，2，…， N 在 ac 点 连续 ， 那么 了 


在 g 点 可 微 、 
定理 7・12 的 延 明 容 易 由 台 労 定理 取 ヵ =0 得 出 。 
定 巡 、 役 了 ? Ry 一 R, ,a€ERy,f 在 oc 点 存在 所 有 偏 导 数 , 称 


Rs 的 元 素 (J，1Ca)，f2(a)，…，fsn(a)) 为 /的 梯度， 表示 
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为 Vf 或 gradf。Vf 也 称 为 1 的 导数 ， | 
设 A 是 Ry 的 子 集 ， 了 ・ A っ >R」 在 4 上 可 微 , h=(hishzs 
っ hy) ER 定 又 了 的 全 微 分 7 六 4x Ryn 一 Ri 的 阔 数 


dx。) = ツェ ( テ )7z 。 (7・38) 
Km 3 


用 内 积 概念 dj(x, 有 ) 是 Ry 中 元 素 六 Vf 与 h 的 内 积 ， 写 作 
df(x,h)= VICX) eh. 


注 等 式 7・38) 表明 1 的 全 德 分 是 瑚 的 线性 函数 ， 它 与 相 切 的 线性 泗 数 的 
闪 别 权 在 x 二 9， 有 hh 二 0 时 ，df(a,0)= 一 0， 而 相 切 的 线 件 函数 L(ga)= 二 f(a)， 由 定 
理 7・11 可 知 し (c 十 あう 三代 oO う 十 df(o h). 


定理 7・13 没 g ， 8 の g 都 起 由 R。 列 Ri 的 函数 , 
目 都 在 点 pn = (D:，b:，…，bx ) 可 微 ， 了 : Ry->Ri 在 点 a = 
(g'(b), g2(b), …… g* (9)) 点 可 微 ， 那 么 复合 函数 H(X) = 
fg (x)。 g(x)。 …g(%)], 在 5 点 可 邊 , 且 


dH(b, h)= > # ,Cg(b) jdg'(b,h), 


定理 7.13 的 证 明 与 定理 ?7.3 证 明 相 似 ， 把 它 留 给 读者 。 


下 题 
1。 设 f，g 都 是 Ry 一 RR 的 池 数 ， 且 在 4 点 可 微 , 证 明 f+g， 
Qf (a 是 实数 ) 在 0 点 可 微 。 
2。 设 j :Rs->R., f(xi,XssXa)= is の 6 2 十 XXX3E 
+TXIXie 9 求 VfRdi(x,h), 
3。 设 加 8 者 是 Rw 一 Ri 的 可 向 男 数 ，0 BB 是 实数 ， 证明 
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11 


| 


ト う 


Vlaft+the)=aVf+BVe, V ツ (5)= チ gg ツチ 

设 j， Rn->R1，g :; R,->R1， 且 的 值 域 含 于 g 的 定义 域 
内 。 证 明和 Vrg(f)j=g' マチ 

若 j : Ry 一 R11 在 d 点 可 微 ， 那 么 在 d 点 连续 。 

车; Ry 一 Ri 在 a 点 处 所 有 偏 导 数 连续 ， 证 明 f 在 点 可 
微 《 定 理 7*12) 。 

设 症 数 1 :Ry 一 R1，b ERwy，|b|=1，j 的 偏 导 数 在 4 所 
连续 。 证 明 dj 在 0 点 存在， 县 (df)(a)= Vf(a)*b。 

设 A 是 Ry 内 的 开 集 ，f 在 A 的 每 一 点 可 微 。 把 V1 的 分 量 
看 作 从 Rw 到 民 1 的 映 象 在 A 的 每 一 点 可 微 。 证 明 f 的 二 阶 
偏 导 数 在 a€ A 存在 ， 且 PDP,D,;f=D;D,f. 

正明 定理 7・13。 

设 太 8 是 从 Rw 到 Rv 的 映 染 ， 以 gw 及 dw 表 Rw 及 Ry 人 各自 的 
网友 距离 。 称 与 8g 在 d 点 相 雪 和 所 人 > (1)f(a)=g(a)， 且 


dn(X,0) 


(11) lim 
证 明 如 果 f 与 线性 映 象 工 ; Ry->Rx 《代数 中 工 称 为 线性 
变换 ) 在 0 点 相 切 ， 则 工 是 唯一 的 。 【提示 : 将 工 与 所 M 
个 线性 函数 ， 由 定理 7.9 证 明 卫 出] 

设 厂 : Rv 一 Rux， f 的 分 量 为 f1，f*，…, 了， 利用 ヲ 聞 
10 定 义 f 的 可 微 性 。 证 明 当 了 在 G 点 可 很， ff *…, 
八 在 0 点 存在 偏 子 数 。 


, 设 A 是 Rw 的 闭 区 域 。f ;Ry->Ri 在 含有 和 的 区 域 上 可 微 


是 f 的 最 大 值 点 gE94。 那么 在 0 点，f 洛 ?4 指向 和 4 肉 部 
约法 线 的 方向 导数 d，f 人 0， 


44 


57・4 单一 方程 的 隐 函 数 定理 


在 R。 中 给 出 形 如 
F(x, »)=0 (7・39) 


向 方 程 ， 它 的 解 集 定义 了 Ri 一 Rj 的 关系 。 如 果 在 区 间 I = 
{x ;Xo 一 有 x 之 Xo 二 hh} 上， 对 每 个 xE€17 存 在 唯一 的 y 满 足 
F(x ?7)=0， 那 么 就 说 〈7*39) 定义 了 一 个 IT 上 的 隐 区 数 。 从 
周 7・3 所 表示 共 (7・39) 的 图 绷 ， 可 以 看 出 在 F= 0 的 不 包 


が ば 


» 
| _ 
の 


[ 
| 


图 7・3 


含 @ 的 住 --P 点 邻 域 内 都 定义 一 个 函数 x->y， 而 在 含有 Q 
点 的 邻 域 内 便 不 能 确定 一 x 的 函数 y。 隐 遂 数 释 念 是 局 部 意 
义 和 的 ， 即 函数 的 定义 域 可 能 远 小 于 关系 《7。39) 的 定义 域 ， 
F(x，y) 应 满足 什么 条 件 关 系 (7*89) 在 包含 p 的 某 邻 域 内 
确定 一 隐 通 数 ? 
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定理 7・14 〈 隐 冰 数 定理 ) 役 P,」。 だ 2 部 在 井 集 4 
CR: 上 连续 ，P(xu， yo) EA 并 HF(xo， yn)= 0, FPF,,.(Xos 
yo) デ 0。 那 久 / 

(a) 3 正 数 有 与 K， 中 形 R { (x, y); [x-xol< hy 
|y 一 yo 过 K } 含 于 4A 内。 对 站 xXE1= {x :|x--xo|<h}， 
3 唯一 的 ?>EJ= {yy : |y- yo1<K } 满足 方程 F(x,y) = 
0。 这 些 (x,y) 扩 的 全 体 构 成 一 定义 在 1 上， 在 J 内 取 值 的 沁 
数 f。 

(5) 時 数 7 朋 在 I 内 连续 。 

正明 我 们 将 给 (a) 两 个 证 明 。 一 个 是 基于 连续 函数 的 
基本 性 质 ， 另 一 个 是 应 用 不 动 点 定理 《〈 征 理 6*46) 。 

(a) 的 第 一 个 证 明 。 不 妨 假定 F, 。( テ 。。 yo)>0, 否则 可 
用 - FE 代替 下 进行 讨论 。 因 为 FE,:(x,y) 连 续 ， 那 么 3 方形 
S(x,y)} zxol SK, [|y-yolsK} 。K 是 某 个 ( 充 
分 小 ) 正 数 ，F, :在 8S 上 为 正 。 对 于 每 个 满足 lx- xo1<<K 的 
Xx, F(X, y) 作 为 y 鸭 图 数 征 递增 的 。 由 PFCxosyo) = 0 显然 有 


F(Xos ツ Ya +K)>0, F(xo 2Yo 一 五 )<0。 


又 F 在 S 上 连续 ，3 正 数 h (充分 小 )， 使 在 I = {x : |x 一 xo| 
<<h } 上 有 F(x,yot+K) 汪 0 及 F(x,yo 一 K)<0。 固定 x】 ょ 
引 FCx,y) 关 于 y 连 绒 、 里 增 且 F(x,yo 十 K) 之 0 及 F(x,yo 一 
K)<0， 根 据 介 值 性 定理 (定理 3°3) ， 于 yo 一 K，?o 十 政之 


・ 同 ヨ アッ (x ヶ ) と 知 形 R = {(x,y): | メー くれ | ア ター クア s | 


< 天 } 使 F(x， y)=0. 由 F, ;这 0， 这 样 的 y 是 唯一 的 。 ? 与 
x 相 对 应 的 函数 } 便 是 我 们 所 求 的 上 因数 〈 图 7. 4 。 
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ee 


(5) 为 了 证 明 f 在 xo 点 连续 ， 对 Ye 之 0 且 e<K, 屠 么 能 以 
e 代 震 (a) 证 明 中 的 K， 这 样 的 方形 记 作 S.。 那么 3 0 <k* 
hh， 使 为 1 = {x :1x-xol<p ) 上 的 函数 。 因 此 ， 对 
1x 一 xo| 过 hh 的 x 有 


| うー fxa) 1 <e, 


即 了 在 xo 点 连续 .在 任意 另外 的 点 X EI, 构造 以 (xi 大 Ki) 
点 为 中 心 的 矩形 S1,， 重 复 上 述 论证 便 得 f 在 xi 点 的 连续 性 ， 

下面 用 微分 基本 引 理 (定理 7・2) 证 明 f’ 存 在 及 连续 性 。 
设 XE1I， 选 取 0 便 (x+p)ET。 和 那么 


F(x+p, f(x+p))=0, F(x, fx))=0。 
记 A4f = fx+p)- 帮 xx)， 对 F(x，?) 用 定理 7*2， 有 
CF, (Xf +ei(0, Af)J0 + EF, (テッ 了 ) 
+ gs( の ,47)]4 げ =0 。 (7*40) 
这 里 e1/，e; 当 Pp ->0,4j -一 0 时 趋向 于 零 。 由 7.40) 有 
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Af _ が x+ の ーー パパ) Pi(xfKz))+ si(p,A7) 
p | の F,(x, f(x)) +e:(p, Af) - 


上 式 右端 当 p>0 存在 很 和 MI 


a 
ューー 


ーー の (7。 
f(x) 万 の - (7・41 ) 


由 定理 假设 ，(7.41) 右 端 连 续 ， 所 以 1 是 连续 的 。 
(aq) 的 第 二 个 证 明 。 令 
A=F, (Xo Yo B=F, (Xo Yo) 
且 定 义 q 为 : 
(x,y) = F(x,y)— A(X—- Xo)— Bly~-Y0). 


由 假设 了 =F, (Xosyo) チ 0, 令 


A 


こう 9(xpy) = (xy G(X,Y) = = F(x,y). 


C = 


显然 地 
G(x,y)=(yー yo0)+C(X— Xo)+ 4 (x,y). 


由 FE 有 连续 的 偏 导 数 ，G， 乡 同样 有 连续 的 储 寻 数 ， 并 由 有 4、 
B 的 定义 及 F(Xxo，Y0)= 0 可 知 


PD Xo Yo)=0, の > 1( np ゅ アロ ナニ 0 9 ,2(Xoyyo)=0。 


由 连续 性 ， JK>0, 合 当 (x,y) ES= { (x»y) 。 | メー | で 
K， [|y~ yol<K} , 有 
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| 1(% |< | す , (xX, |< 2 (7・42) 


可 以 取 关 充分 小 ， 使 $ 含 于 六 的 定义 域内 。 对 于 和 = (xx: 
| メー%o | で K} 内 的 每 个 定点 x， 定 义 
T.(y)= yo CC( メ — Xo)— VX, yy 
YEJ= ty |y-yol<K}. 
现在 F(x,y)= 0 寺 >G(x,y)=0 人 志 T,(y)=y。 换 名 话 说 
对 Ti 内 固定 的 x，F(x,y) = 0 的 解 是 y= 工 .(y) 的 不 动 点 。 我 


们 来 证 明 3x6 的 邻 域 ， 在 其 中 的 x，T, 有 不 动 扩 人 程 在 设 
0 之 h<K 有 |x 一 xo| 二 hn， 那么 由 (7，42) 


TO) yal EIClh + sh+ 5h: 


当选 取 有 这 样 小 ， 能 使 (1 +1C|)h き ミ K, 反対 
: [T,(y)— yo を, 


即 T。《y) 是 映 象 7 到 7 内 的 . 令 1= {x :1x 一 xol< 有 hh} ,对 YX 


EI， 及 y1， .ys€1， 据 微分 中 值 定理 (定理 4*:12) 有 
i [IT,(y1)—T,.(y.)|= | ~ YC ェ ) ずり (> ) 1 


<Fly -yl. 


因 此 , 対 ザ xE ち 了 ,是 J 到 J 内 的 压缩 映 表 ， 于 定 7 了 站 存在 唯 


一 的 8 “使 T,《y) =y， 即 对 于 y 有 F(x,y)= 0 成 立 。 所 以 ?是 
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F(X,y) =0 定 义 的 x 的 通 数 。 

上 述 定 理 7.14 首 先 能 推广 为 Ry ,1 一 Ri 的 关系 F(x1 ,xX， ? 
…9XNI3)=0， 来 定义 Rw->Ri 的 隐 范 数 y= jxiyxa，…xw)。 

定理 715 设 F，F,;，F,s。,…,F,n:1 在 Ry ;1 的 开 集 有 A4 
内 连续 ，P(Cx1i1 xi ,XN,y")EA。 记 X= (XX ,XN), 
xX = 二 《xisX29"*XN) 并 设 F(x",y?)=0，F,n_1(X",y') 关 0。 
那么 | . 
(a) 存 在 正 数 h 及 KK ， 确 定 一 含 于 A 内 的 Rx+1 中 的 方 格 
R= {(x,y): xx i=1,2,°,N, | ター タリ |<K}, 
使 対 xE 方 格 な = {x :|x; 一 x? | 之 hi=1,2,…,N,} 了 唯 
一 的 yEJ={y :Iy-y"|<K}， 满足 方程 F(x,y) 
=0, 即 是 x 的 函数 ”= 1(x)。;1 的 定义 域 含 有 JUw， 值 域 
在 内， : 

(b) 隙 数 J 及 其 偏 导 数 f, 1， 了 ,，"…，f,w 在 Ix 上 连续 ， 

定理 7.15 的 证 明 可 仿照 定理 7.14 写 出 ， 两 者 仅 是 叙述 形 
式 上 有 点 不 同 ， 证 明 的 细节 留 给 读者 。 

第 四 章 关 于 反 男 数 的 定理 4.17、 征 理 4*18 可 以 看 作 年 理 
7.14 中 F(x,y)=y- が )=0 的 特例 。 

推论 〈 反 函数 定理 ) 设 1 是 定义 在 Ri 内 的 开 集 4 上 的 
实 值 函 数 ， 且 设 f/ 在 A 内 连续 ，f(xo)= yo，f 了 (xo) 大 0。 那 
和 久 存 在 一 包含 yo 的 区 间 I， 在 I 上 存在 的 反 函 数 站 !，f-， 有 
连续 导数 且 


[六 37)] “= (7。43 ) 


1 
7 (xX) 
其 中 y= f(x)。 

因为 f-!1(f(x))=x， 可 用 链 法 则 得 (7*43)。 但 是 人。43) 
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也 可 出 (7*41) 坡 F(x,y)=y~ (x) 得 出 : 


CF = 


例 1 设 关 系 | 
F(x,y)= y+2x° 7 一 X +2x+4y= 0， (7・44) 
让 了 明 在 R 上 上 年 义 一 个 的 图 数 y。 

解 ” 因 为 PF,，,=3yT2x2+4 对 (xyy)ER: 都 不 小 于 4， 
对 王 任 一 固定 的 x，F(x,y) 是 y 共 递增 蛆 数 。 并 由 (7 .44) 可 
知 当 テー co 時 CX, ツー マー 当 タ テキ の 9 装 が (※ ゥ タナ テキ 65。 
P 计 ?十 ロキ 二。 因 過 対 ザ x, 相 以 地 仅 有 - -y 偵 能 使 FX y) 
=0。 根据 定 理 7.14 我 们 靳 定 3Ri 上 的 消 数 J， 了 (XxX) 丰 Ri 上 
可 连续 可 微 遂 数 ， 满 足 

F(x, f(x))=0, 
例 2 设 关 系 
F(x, ママ ) ニ キッ テー6x ッ =05 (7・45 ) 
分 别 求 x 值 〈y 值 ) 使 (7・45) 在 x 点 〈⑦ 点 ) 的 某 邻 域内 定义 
y 基 < 《x 十 y) 的 图 数 。 
解 ” 关 系 (7*45〉 的 图 象 如 图 7*5 所 示 。 求 得 
F,|=3X°—6Yy, F,,=3y” 一 6x， 
我 们 应 当 找 出 F(x,y) = 0 图 象 上 使 F, :或 FE, ;等于零 的 点 。 容 
易 看 出 (0;0) 点 处 F, ,= F,: = 0, 此外， 当 F,s=0 即 x= ッッ 


把 它 代入 《7。 ・45) ， 求 得 x=23 4，y=222， 在 图 7.5 中 
表示 为 ?点 ， 此 处 曲线 的 切线 平行 于 y 轴 。 据 定理 7"14 陈 x= 
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0。 = 2 マ 4 之 和 外， 对 站 XxX， 在 它 的 某 邻 域内 y 可 表示 为 x 的 
函数 , 同 理 , 除 原点 及 の =(2 ぐ 2 ,23/ 4 ) 点 之 外 , 対 ぜ y， 在 
它 的 某 邻 域内 x 可 表示 为 ?的 函数 。 


习 ”是 

习题 1 一 4 证 明美 素 BF(xyy)=0 在 包含 Xo 的 东区 同 I 上 y? 
長 % 的 届 数 以 表示 这 一 汝 数 ， 求 1 (XxX)。 
1 。 F(x,y)= y+y~Xx =0; (Xioyy0) = 人 人 0， 0)。 


2 2 ーー 
2 。 が (> アァ )= ニ %3 キ タツ 3ー4 テ 0 (xosy0)=(], 3 3 )。 
3。 F(x, y)=xy+2lnx+3lny-1=0, (を o」 マ ロニ (1。 1)。 


_ ei ーー エー ,y= A ST 
4 。 F(x,y)= SiNxX+ ZCOSY 2 = 0 (XosY0) (で の ). 


9 。 纷 出 一 关系 F(x,y)= 0 使 F(xo,yo)=0， Ff, (Xosyo) 


<0¢ 


= 0 但 在 xo 的 某 邻 域内 y 是 x 的 函数 。 这 样 的 例子 说 明定 
理 7"14 的 条 件 是 充分 非 必 要 的 。 
习题 6 一 9。 证明 在 给 定点 D(x1,X?，,y") 的 某 邻 域内 关系 
F(X1,X2sy)=0 定义 y 为 (X1，X2) 的 注 数 。 以 J] 表示 这 一 两 
数 ， 计 算 f, 1 及 j, :在 P 点 的 值 。 | 
6。 F(xiyXs,y)= Xi+xi2+y -3Xi1X2y— 4=0, 
PC(x1 xy  )= (1, 1, 2)。 
7 。 Fi, ツタ )= ニ の リータ に ーー =O 
P(xi,%2 う タフ ノニ (150。0)。 
8 。 (ダッ ア ) ニ メ 」 十 を 2 一 ターCOS(XiX5 ツ ) ニ 05 
D(X,X py )= (0,0, —1)., 
9。 (> ツ ) フ モメ ュ 」 オ 2 キター6 の リー05 
p(x 39) =(0 » » ): 
10。 证 明定 理 7，15. 
11。 设 F 是 RR,->R 1 的 洱 数 ， 记 为 y= F(Xx1，X2)。 指 出 下 满足 
什么 条 件 能 保证 Xz 是 xi，?7 的 函数 。 
12。 设 F(x,y,z) = 0; 按 隆 函 数 定理 z= 人 (テツ), = g(y, る 5 
y= 玉 (ZX) 部 存在 。 证 明 
fs1*gy1°hs1= 一 1,.( 习 惯 上 写作 
-22 XD ニー1)。 
ox 2 2 ヶ 
13。 举 出 一 关系 F(x1，X2z，》)= 0 在 点 D(x1，X2，y"”) 处 有 
F(x, x ,y 0 ) =F,a(x9, x 0)=0。 而 在 D 点 某 一 领域 
肉類 (rs 的 遂 数 。 ] 
14， 设 F(xyy)= 0 满足 隐 函 数 定 理 的 条 件 ， 定 义 了 ッ = fx) 
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用 ば 的 価 年 数 表示, 7。 
15。 设 FCxiy， xy，y)=0 满 足 隐 函 数 定 理 条 件 ， 定 义 了 ?= 
is%2)s 用 五 的 偏 村 数 表示 1; 1 1 2， 2 。 


S7・5 关于 方程 组 的 隐 冰 数 定理 


把 隐 遂 数 定理 推广 为 方程 组 的 情况 。R, 中 的 点 X= (x1， 
X29 Xm) 也 称 为 拓 ， 即 称 x 为 以 x1 ,Xs，… ,Xn 为 分 量 的 m 维 
矢 。R, 中 的 矢 y 其 分 量 表示 妨 (⑦ 1,y2，… ys)。 把 Ri 中 的 
矢 记 为 (x,y)。 研究 R,; ,到 R, 的 矢 函 数 F(x，y)，F 有 1 个 分 
量 

Fi(x,y), PI(x,y), 1 FP" (Xsy), 


每 一 F 是 R ,到 Ri 的 函数 。 

现在 的 问题 是 ， 由 F(x,y)= 0 在 什么 条 件 下 ， 能 确定 R。 
->R, 的 映 象 f， 使 FIx,fCx))=0。 用 分 量 写 出 来 是 +m トド 
未 知 量 ，n 个 万 程 的 万 种 组 


F(X XoXo Pa "Ys )=0 
F(X ッッ "ダッ アロ ダッ 5 ッ ツア ツェ) 0 
だ ニー( を ダッ タタ つの ダダ ロダ "5 タツ ェ ノニ 0 
在 F!,F?*,…,F 満 足 仕 久 条件 下 , 能 解 出れ 介 比 数 
y= Ff (Xi Xa Kn) ye =f (を 」 ッ 2 ララ ダフ ッ < 
ya CX Xn) NR 
254 


为 了 能 与 定理 7"14 相 类 比 , 用 矢量 关系 来 叙述 。 在 这 里 F(x， 
77 = 0， 等 号 右 病 是 R, 中 的 0 天 。 与 定理 7*14 中 F,， R,: 相 
当 的 是 如 下 和 定义 的 定 阵 。 

定义 ” 设 G 是 R,,, 内 的 开 集 ，F， G->R; 具 有 连续 的 一 
阶 人 篇 村 数 〈 指 F' 有 一 阶 连 续 仿 村 数 F'i,; i=1，2,.…，n， 
j=1, 2 …。 m+ れ )。 定 叉 nxm 先 陸 VLF 及 nxnrn 赴 降 
YsF， 分 别 是 


a 9 1? 
rr か 人 [ ] $ -一 一 -一 ~ が | 
， HB 


ーーー ド が " # 息 和 用 二 内 
“アル 1 Vs 


容易 验证 当 m = n=1，F(x,y) 是 两 个 变量 的 函数 时， 
六 ,FP，Y,F 分 别 就 是 F,1!，F,,。 为 了 得 到 V:F， VF 的 性 
质 需要 若干 线 代 数 的 知识 ， 

定义 ” 设 4 是 mr xn 的 矩阵 


1 

ai, a; … 

4 . 
ml  」 

0 G29 の っ 04 
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定义 4 的 模 1AI = [> マタ oi に 对 于 矢 可 看 作 4 xn 的 


i=1 一 | 


矩阵 ， 它 的 模 就 是 它 的 欧 几 里 得 长 度 。 

引 理 7・5 设 A 是 m xp 的 矩阵 :6=( ，6，…5 ) 是 
pn メ 1 前 逢 降 即 z 條 分 量 的 列 矢 , カタ = ェ (7 ッッ の "2 基 m 
个 分 量 的 列 矢 ， 且 满足 


或 等 价 地 


1 "= ge i=1, 2。 "mh, (7・46) 
那么 
nls A (7・47 ) 
证 明 固定 (7・46) 中 的 5 两 端 平方 并 对 右 端 应 用 许 
已 效 不 等 式 〈》6'1) 得 
(④ り *= (Za 6 <[ Ye [S|. 


把 这 一 不 等 式 对 i 求 和 并 取 平 方 根 便 是 (7*47) 。 
引 理 7'6 设 p 是 R,>R, 在 区 闻 I = {t :at BBP} 上 连 
绪 的 和 所 函 数 ，E 是 一 列 和 拓 ， 其 定义 为 


cp p | 
と =| bd Bh =| の at t= ジイ も いき / 
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其 中 b1 3 民 ;->R ,是 b 的 分 量 。 那 么 


el<| lolat. 
证 明 不 編 没 |c| ま 0。 人 = 投 |Z| 定 又 。 便 
有 
i ECD: _ 1 で し し っ 
IP 
于 是 


[el = マル 6 = SA bd -| やん 6'g。 


应 用 引 理 7.5。| 对 Xb'|<1X|1b1， 并 注意 |\1 = 1 可 得 


llS| Iallolat= | lolat. 


引 理 7・7 设 CG 是 R。: ,内 的 开 集 且 F : G 一 R, 是 具有 连续 


-- 阶 偏 导 数 的 矢 函 数 ， 工 是 联结 G 内 ( 双 ヶ ) 及 (x。 ヶ ) 点 的 
直线 段 ， 并 且 3 正 数 Mi，M: 使 (x，?)EZL， 有 に 
Mi 及 |V,F| SM。, 那 名 


Fl x, ? ) -F(x, y I SM | メー | + Mily—y| . 
证 明 ”联结 ( x，y ) 与 (x，? ) 的 闭 线段 上 的 点 可 天 示 为 
(x+tx-x) y+t?->))，0<t<1、 定 义 函数 
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(= F(X+HX XD タキ ター ツ )) 
并 用 等 式 


し 
7①)- 0) = DE. 
因为 1(1)= F(x，y )，f(0)= F(x，y)， 上 式 化 成 
F(x, y)-F(X, y) 
| d ーー = ーー _ 一 
= ーーーF( メキ 人 K タ メー メカ ッ キ が (ター ツ )) の 。 
对 每 一 分 量 F' 用 链 法 则 ， 可 得 


Fi( x, y)~—Fi(x, ») 


の 1 mt 2 | -一 有 2 ーー テー 一 
=| | > ュー (F )(x;— xj) る (yr yr ) ja 


写成 矩阵 表示 式 为 
F(X, 7) FOX, 3) 
DIV Yt 
由 引 理 746 及 引 理 745 有 
RC y)— POX y) 
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mw 
| 


<| 1V.FCx-*) + ツ ,F バ ター ylat 


0 


Cv, Fi: | メー xl+|Y,F|l: | ター y Dat 


Mi・|xーx| +M2| ッ -> |， 


人 


注 上 述 引 理 7'7 是 最 普遍 形式 的 近似 的 中 信和 定理 .我 们 将 用 它 证 明 方 程 组 
的 泡 晤 数 定理 . 


引 理 7・8 ” 设 B 是 nxn 的 矩阵 ， 且 1B| 过 1。 I 表示 但 等 目 
阵 ，4=T- 8， 那么 4 是 非 奇异 的 。 

证 明 考察 KR。>R, 前 映 象 y ッ = 4x，xERw。 证 明 这 一 映 
象 是 1 一 1 的 ， 因 而 它 是 非 奇 异 的 。 

设 x1，x2 ER。、 投 4= 了 リーゼ, 有 


Axi— Ax, = (xi1- XxX:)- (Bx;- Bs )。 
和 并且 
Ax: - Ax, | 之 1xi 一 | 一 1BX」 一 Xs | 
|x ーー 18 に | ュー タテ ョ | 
' >| x X21(1- 1B8|), | 
因此 当 x1 大 Xx, 时 ， 14x1 ~ 4z。| ン 0 即 4x」 子 Az: 可児 4 
是 1 一 工 的 映 象 ， 包 是 非 奇 异 的 。 
有 了 上 述 准 备 ， 现 在 来 证 明 隐 函数 定理 ， 先 用 不 动 点 定 
埋 证 明 特 殊 情 况 的 定理 。 
R ,在 G 内 包括 它 的 所 有 一 阶 偏 导数 都 连续 ， 并 且 
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¥v (0 0)=0。 WV ツ 。 め (0。 0)= テ 0 ツ 。 (0, 0)=0 
(7*48) 
拇 设 CEn Xm 的 第 数 算 阵 ， 且 定义 F : G->R. 为 
F(xs y)=y- Cx— (x, y), 
孝公 

(a) 存 在 正 数 有 及 K， 使 B,(0,，h)xB.(0, KKK) (B,C0， 
及 )，B.《(0， 玉 ) 分 别 表 示 以 Rs。，R, 的 原点 为 中 心 ， 有 以及， 为 
半径 的 开 球 ，B.(0，h)xB,《0，K) 是 笠 卡 尔 积 ) , 含 于 GG 
内 且 対 サ x ビ EB,(0。 h)。 コチ 唯一 的 EB,(0, K)。 満足 

F(x，y)=0 或 等 价 的 y=Cx+ YU(x, ッ w)。 

(b) 若 以 g 表 示 这 一 从 B,C(0，h) 到 B,(0,， K), 由 序 偶 
(x，7?) 给 出 的 函数 ， 那 么 g 及 其 所 有 一 阶 俩 导数 均 在 B。(0， 
h) 内 连续 。 

证 明 (〈4) 由 G 是 开 集 且 世 在 G 内 连续 ，3 正 数 儿 ， 使 
闭 集 B=B.(0，K)xB,(0，K) 含 于 G 内 ， 且 少 在 B 上 连续 ， 
由 (7・48) 式 及 少 及 其 偏 导数 在 G 内 连续 ，KK 可 以 选取 得 这 
样 的 小 ， 使 


V9 13 1V, 01 さぁ 在 8 上 成 立 . 
圈定 B.C0， 下 ) 中 的 x， 定 义 从 B,《0，K) 到 R, 内 的 映 象 ， 
T(y)= Cx+ P(X, y)., (7・49) 
应 用 引 理 7+s7 于 (x， yj (XxX, y)EGB (0, K) x B, (0,K). 
x, アア)|=|》(x> や タ )ー ゆ (0 02] 
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<max| Vp Ix-0l+max|VY,y|*|y-0| 
< 到 xl+ 寺 1?|。 


因此 ， 对 xEB,(0，K)，yEB.(0，K) 有 


1T7(0)1<lcl zl+ Flxl + Flyl. . 7<50) 


C 基 常 数 邊 隆 , 那 名 ヨ 正 数 M 使 |C| SM。 现在 选取 正 数 ,让 h 


マテ ーー 揚 映 象 (7・49) 限 干 (0, ヵ ) 内 , 那 色 対 固定 


yzEB.(0。 h) 及 vy EB.(0, K)。 有 


,1\ ，1 -1 1 — 
[Tly)| <( M+ 2 jit oR EK 十 > 站 = 下 。 


因此 7 映射 B.(0， 天 ) 到 B,(0，K) 内 ， 且 对 yy ys EB.(0,K) 
IT(yi) Ty2)1= | テッ タロ リー が (2 | 
| < テー タ ョ 
上 式 右 端 不 等 式 由 引 理 7,7 导 出 。 于 是 T 是 压缩 映 象 ， 据 定 
理 6. 46， 对 固定 的 半 xEB,(0，h)，3 唯一 的 y € B,(0,K)， 
使 
y=T(y) 或 ッ =Cx 填 が, ツ )。 

以 g 表 示 使 与 x 对 应 的 函数 ，y = g(x) 满 足 

F(x, g(x%X))=0, 
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《5D) 证 明 g 是 连续 的 。 设 X!， XxX, ECB,(0, h), g(xX1)= YI 
に お 。(0。 K), g(x。)= ッ 。 お 。(0, 天) 或 


i= C+ YX yi?» yz ご と え 。 + W(X, y:)。 
那么 由 引 理 7.7 及 1CI<M 有 。 
[yi yz CC, —x1)| + [Wr Ys) — Vx y1)| 


<M. |x, 一 X1| + (xs 一 和 + |y2 -yi1|), 


或 等 价 的 
[ys —yi1|<(2M+1)|x,—x1|, 


ig(xs)—-g(x1)| 二 (2M+1)|x, -xx | 。 因 此 g 在 B 《0， 万 ) 
内 连续 。 
” 设 g 的 分 量 为 g!，g?，…，g"， 证 明 ; 5 8 ‘(1grxm) 


存在 且 连 续 。 在 R。 内 以 e+ 表示 第 人 単位 即 e7 = (ei, 
> … っ 6)。 其 中 6 ニ ]。 e#=0, ナ テ ヵ 。 同定 x Ep。(0 
及 )， 并 取 一 足够 小 的 正 数 !,， 使 对 ti,， 都 有 x+ite! E 
Ba(0，h)。 现 令 x=x+tes， 并 记 

g(xX)=Cx+ yx g(x)), 
这 等 式 的 第 i 个 分 量 为 


g'(x)= Sci Xj 二 由! (Xs g(x)), 


か デー i 


262 


其 中 C; 为 矩阵 C 的 分 量 ，。 定义 Ag 为 
Ag: =gi(x +iet)— g(x), | 


由 定理 假设 4% 的 一 阶 偏 导 数 连续 ， 应 用 微分 的 基本 引 理 《 定 
理 7*2) ， 导 出 


Ag: 
1 


= Cs + eiliet, Ag) 


A 


eg 
T OS 


OVk 


这 里 Ei(p，0 ) 及 ge i(p，o ) 在 (0，0) 点 连续 且 在 〈0，0) 
点 为 零 。 按 e* 的 定义 ， 上 式 可 以 写成 


- YC; e? + ター (x, g(x))e# 


jm 1 i= 1 


+ Y ei(te?, Ag)e’ 


40) | 


(7・51) 


ー 2 
+ 也 | 
之 9Yyk 


这 里 ei(p， 0 )。 J=1, 2。 … の 5 ms 在 (0, 0) 点 连续 ， 在 
(0, 0) 点 值 为 零 。 定 义 矩 阵 


Ai(t)=C+ VVx, B(x)) +elte?, Ag), 
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4。( り =V ツ , ゅ (CX。 BX)) + etc’ Ag)。 


这 里 的 分 量 为 i{，& 的 分 量 为 ef i K=1。 2。 hs 

j = 1, 2。 ”9 有 那么 (7・51) 可以 号 成 矢 量 方 程 : 
-8 = Ale? + 4 -8 。 (7・52) 

以 1 表 n x n 单 位 矩阵， 定义 B=1- 4,， 那 么 (7.52) 成 为 


8 - 


B-—*-_= Ale?*, (7・53) 


根据 (7*48) 有 14(0)[< テ ・ 因 此 , 据 引 理 7・8 逢 降 B(0) 
是 非 奇 异 的 。 因 为 g 在 B,(0， 有 hh) 内 连续 ， 当 i->0， A gp 一 0 。 


所 以 算 降 4」( り , A,(t), B(t) 在 t= 0 点 连续 ， 于 是 对 充分 带 
近 于 0 的 t!,，B(t) 是 非 奇 异 的 。 令 (7・53) 中 的 i->0, 由 此 断定 


-48_ 在 t->0 时 极限 存在 ,， 且 lim 仿 & = B-:(0)A1(0)er， 
可 见 

2p g' = lim と 
存在 且 由 上 式 它 是 连续 的 、 


_ 定理 7・17 (关于 方程 组 的 隐 闹 数 定 理 ) 设 G 是 R。 ,内 
的 开 集 ， 点 ( xX， y )EG。F : G->R, 在 G 内 有 连续 的 一 阶 偏 
导数 ， 且 
F(x, y)=0。 detV』FCx。 ッ ) テ 0 〈det 为 行列 式 符号 ). 
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那么 3 正 数 与 K ， 满 足 ，(a)B。(x ヵ ) x 了 BC 天)CG， 
(b) 对 x EB,(x, ん )。 ] 唯一 的 yC B.C K )， 使 F(x，, yy) 
=0。 若 以 げ 表示 由 序 偶 (x。 ヶ ) 的 集 所 定 叉 的 从 B。(x，7) 到 
B,(》， 天 ) 的 函数 ， 那 么 F(x，1(x))= 0; 并 且 f 在 B,(X，h) 
内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 。 

证 明 定 叉 短 陸 スニ =V.F(x。 y)，B= VEF(CxX，? )， 
并 记 F 为 

F(x, y)= A(x—x)+BCy—y)+ px, y)。 (7.54) 
9 由 《7。54) 式 定 义 ， 显 然 ゅ 具有 性 原 : 


PX, ?)=0, Te px, y)=0, V, p(x, y )=0。 
由 假设 8B 非 奇 异 ， 存 在 8-!。 以 8-!: 弛 (7。54) 得 


B-1iF= Bi1A(x—-x)+(y-y)+B-! g(x, »y), 


分 别 以 B-:F，(x-x) (ター アツ)。 一!4。 B-! 9 为 定理 
7*16 中 的 F, x アツ > C。 ゆめ, 则 定理 7.16 条 件 都 被 满足 。 于 是 
定理 结论 对 B-IF 成 立 。 而 因 B- :是 常数 的 非 奇 异 怎 阵 ， 绪 果 
对 F 也 成 立 。 | 
注 陣 累 数 提 り 一 防備 司 数 可 由 だ 的 一 防備 時 数 表示 出来 . 訪 此 , 区 
Fe FF チ 生 (お だ ょ の おう 井 豆 
あま を すす と すす いい まし で トト て の に コ ド (1・55) 
其 中 7; 一 fxxXi 和 xn)。 为 了 求 帮 的 全 导数 ， 依 链 法 则 对 7:55) 关于 
) 求 导 数 本 得 
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2 ァ 。 K っ yg x, ゆ ・ T=1,2, … ,1, p=1,2,…,m. (T°56) 
= 1 


ft 


对 固定 的 p， 把 -人 一 作为 未 知 量 ，《7*56》 是 n 元 n 个 方程 的 线性 方程 组 , 其 系 


数 矩 阵 在 ( 去 六 ) 点 的 行列 式 detVy ECxz， 切 反 0 ,由 克 莱 姆 法 则 ， 方程 组 有 
唯一 的 解 . 
_ 例 1 设 F(xX， >) 是 R。 一 R。 的 嘆 数 : 


Fi(Xx1, 5 ぅ Yis ア ?)= ニ メイ ーー ツェ オツ 5 十 4 
(XI Xoy Ys >) = 2xi を > エタ 2 一 2yj 十 33 填 8。 


P(x, y)=(2,—1, 2， 1 )。 验证 F(x，y) = 0， VY, F(x y) 
を 0。 并 求 F 在 p 点 所 定义 的 隐 阴 数 y= *) 的 偶 呈 数 


解 F(xX，y )= 0 显然 成 立 。 而 


aFL 9F _ aF? 2 3 
外 
在 p 反 ーー ー 
ーー 、 2F! 2 お < 2 戸 ` 3F* 
det(V,F)= 一 一 -一 -一 = 一 128 中 0， 
和 ‘vs yi ?2: 9y; 9y1 
1 

而 oF 一 2X1， -一 = 一 2X29 

9x1 | 

2 
oF = 2X? ぅ = 2%」 二 229 
OX 


将 它们 在 点 的 值 代入 《756) ， 得 到 分 别 以 af! of 


の 」 9 
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PPXy 
得 
af 3 2 が 7 2 5 
9X 1 8 2X 1 16 dX 2 32 
27“^ _ 1 
の > 16 °° 


例 2 设 F: Rs->R,， 
Fi(xiyX2s yi)78) ニダ 十 2 ァ 2ー37 す 4 タタ ッ ー タ 8 よめ 3 
F (XioyxX2sy1lyy2y7y2)=XiT3x， ~ Axixo + dy 一 2y2 十 少 3 
P (xiyxXa2yy1yy25ys) =X1i 一 X%X3 二 4yi+2372 一 3?73。 
如 朵 p(x，y) 是 使 F(x,y)=0， 且 VY,F 非 奇异 的 一 个 点。 用 
{表示 方程 F(x，y)= 0 定义 的 隐 函 数 ， 求 -5 在 p 点 的 值 ， 


解 根据 《7"56 得 线性 方程 组 


レヒ 2f < 2 了 8 
(~6y1+4y2) SL—+ (hy ~ 2y) + 31 = 2x 


の 多 1 
8 97 十 (- 4 7 of 29Ys 2 が = 4Xz 一 ] 
9 8X ; 2% 
| oft 92f of a 
8y 1 2 を | 十 2 2 ァ 6ys 9X ; 3Xie 


1 2 3 
解 送 一 方 種 起 得 ご ーー, つた -。 1ー 的 表示 式 。 同 理 可 以 
求 出 づつ ーッ -32 一 ，-2 一 ， 细 节 请 读者 完成 。 


定义 ” 设 G 是 R, 内 的 开 集 ，F : G->R, 是 给 定 的 矢 函 数 ， 
K 是 自然 数 ， 称 F 属 于 C"(G) 类 亏 >F 在 G 上 有 直到 K 阶 的 连 

定理 7"15 的 推论 〈 关 于 反 需 数 定理 ) 很 自然 地 推广 到 矢 
级 数 。 


定理 7・18 〔〈 反 函数 定理 ) 役 C 基 R。 内 包含 x 点 的 弁 
集 。 人 假定 : G-~>R,. 属 于 CILCG) 类 且 
y=f(x), detYy ,f(x )+#0. 


那么 3 正 数 h 与 K， 使 球 B,(x， 区 )CCG 及 对 半 y EB,(y，h)， 
] 唯一 前 点々 に B(x，KK)， 满 足 f(x) = y。 若 以 g 表示 由 序 
偶 (y，x) 的 集 所 定义 的 f 的 反 函 数 ，g 是 由 B,(y，K) 到 


B,(x， 天 ) 内 的 C! 类 的 函数 ， 且 f(g8(y))=y 对 y € B,(y,h) 
成 立 。 
证 明 在 定理 7・16 中 取 F(x。 >)= ッ ー が %), 便 得 定 理 
7・17。 
注 。 音 变量 函 效 的 反 函数 定理 具有 性质 ， 二 数 的 导数 在 区 数 的 定义 域内 不 
为 零 ， 范 数 在 整个 定义 域 上 是 1 一 1 的 .在 定理 7.17 中 ， 条 件 detYV :f 夺 0 不 能 
保证 反 矢 函数 在 其 定义 域 上 是 1 一 1 的 .例如 ， 隙 数 f ; RR 一 R11 其 定义 为 


fi=x};— xX:, f: ==2x xi 1 (7・57) 
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i 
定 必 扩 是 G TY 了 性 (Xs 十 X2)2QF,}， 71, 了 ;为 正 数 , 计 算出 


J2X1, — 2X: 
vi=( ) 


2X a ウ 1 


df sf =4(x 十 xi) 在 G 上 上 下 为 正 . 可 是 ， 由 《〈T7'57) y=f 代 x) 対 周一 y 的 全 
相应 地 有 两 个 不 同 的 x， 即 在 整个 G 上 对 应 于 每 一 给 定 的 y 二 (3,,y，)， 有 网 个 
同 的 x 二 (x ,,x,) 与 y》 相 对 立 。y = 二 1(x) 的 逆 关 系 在 整个 G 上 不 是 函数 ,而 下 G 
中 的 充分 小 的 球 汉 是 函数 


引 题 
习题 1 一 4 ， 对 给 定 的 下 及 点 D， 验 证 隐 轴 数 定 理 成 立 。 


以 了 表示 这 一 隐 函 数 ， 求 f 在 p 点 的 各 个 一 阶 偏 导 数 。 


1 。 


2。 


F=(F!, F*), P=(0, 0, 0, 0), 
Fl=2x, 3X ター タツ 2。 ニテ 」 寺 2X。 キタ 」 二 22 。 
F=(F', F*), P={(0, 0, 0, 0), 
FI=2xi 一 X 二 2y1 一 yo 天 =3xXi 十 2X2 キダ ュ キ タダ 2 。 
F=(F!, F*), P=(3, 一 1。 2, 1), 

F =XI 一 2X2+TyI+72 一 8， 

が ニタ ュ ー2%2ー ツ 1 キタ ュー4。 

F=(F', F’), p=(2, 1。 ~1, 2), 

ニー を 3 キア ロタ ュー ツジ 3 +3。 

Fi=x, キタ 3 キア イキ タタ テー 2。 

设 X= (Xi，xX2) ツー( ツ ェ ッ 2), 了 :>R， 了 在 (x 
y) 点 满足 隐 函 数 定理 条 件 ， 以 了 表示 由 FFCOx,y)= 0 定义 的 


隐 函 数 ， 求 用 F 的 一 阶 偏 寻 数 角 示 


9 9 
2 


af: of! 2 
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2 了 


x 的 公式 。 

6。 了 芭 ECOX，7y) 有 是 Ri -~>R: 的 函数 メー ニ (Xie Xa Y= 
(7:，23/) 满 足 隐 函数 定理 的 条 件 ， 以 } 表 示 F(x，y)=0 
定义 的 隐 画 数 。 用 下 的 一 阶 信 叶 数 表示 -3x 一 ， 2， 
j=1, 2。 …。 m. 

7。 完成 例 2 的 解 。 

8。 RFR,>R,, F= (Fl, F*) 凑 Fi=e?*+s, FPF?= (dx’ 
+ 4xy+y?: + 6X+ 3y)7. 证 明 不 站 在 X 的 值 ， 对 这 一 XxX 能 
满足 隐 函 数 定 理 。 求 已 与 F 之 间 的 一 个 关系 。 | 
习题 9 一 12， 对 给 出 的 入 函数 f : Rz-R:， 验 证 反 函数 

9。 VX y=Xi+X, 

10。 ツ 」 ニ グ 2 と 」 32。 ys = X) + 2 ぅ 。 

11。y?1 = ニテ,/( は 1 すえ, 二 Xz) アッ ニテ s/(1 キテ , 土 。)。 

Xi 二 X テー は 。 

12。y9i=Xicos(CTX /2)。 ツ 。 ニダ 」 Sin( Ax, /2), 
xi>0，-1<x < 

13。 设 圳 数 :Rs—>Rs， 1 =e”*cosxi, が =e*' sinx, 
1?=2- cosxs。 求 反 通 数 定理 成 立 的 点 DC(Xi yxX2Xas)。 

14。 设 沪 数 1 ; R:->R， 满 足 反 函数 定理 ， 以 X= g(y) 亲 记 这 
一 太 敵 雪 。 求 用 7, 的 偽 生 数 表示 g', g" 的 信 征 数 的 

2^p! 。 
公式 。 乾 求 5 约 公 式 。 
15。 给 定 卫 : R っ) 对 所 有 满足 P(X,y)= 0 的 X= (X|,X， ) 
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化 yy = ( ツ 」 yy )， 和 鈴 近 方 程 -2 。2X2 十 2 タッ 。 3X2 
X.Y: xX, 9)2 


= 10 成 立 的 充分 条 件 。 
$S7・6 条 件 极 值 与 拉 格 裔 日 乘 数 法 


在 87.2 给 出 了 7 : R,->R ,的 局 部 极 值 点 的 必要 条 件 是 
fy1=0, i=1, 2, “*» mM. 还 证 明了 用 二 阶 守 数 的 判别 法 
(定理 7*8) 。 在 很 多 应 用 中 ， 要 求 的 是 对 f 的 定义 域 给 定 一 
定 限制 条 件 一 一 称 为 的 约束 -- 一 之 下 的 局 部 极 值 。 约束 通 
带 用 方程 组 给 出 ; 


の (%」。 いら 4) モ 0 (7・58 ) 


(XI, "の っ Xn)=0 
(7.58) 称 为 约束 条 件 或 边界 条 件 、 附 加 条 件 。 
假定 f， 9p1，…， 9 都 是 从 R。 的 开 集 D 上 到 R ,的 C” 类 
沙 数 ， 并 且 K 达 m。 这 里 假定 K 过 m 的 理由 ， 在 于 当 K 之 m 时 ， 
(7.58》 可 能 无 解 或 其 解 集 只 含有 一 个 点 ， 那 么 满足 约束 条 
件 (7・58) 的 f 的 可 能 取 值 不 多 于 一 个 ， 无 需 讨论 了 的 极 值 
了 。 玉 假定 Kxm 污 阵 


1 1 1 、 
Djiiy PP;29 9 Pn 


p19 の : 5 "5 の 
的 秩 是 K, 且 上 迷 乱 隆 公 少 有一 x K 的 子 式 的 行列 式 在 D 
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的 各 点 的 值 异 于 零 。 不 失 一 般 人 性 ， 设 矩阵 的 前 和 列 上 的 方 阵 

在 D 内 各 点 行列 式 的 值 不 为 零 〔 如 有 必要 可 交换 列 的 次 序 )。 

在 这 些 假设 条 件 下 ， 据 隐 函 数 定理 ， 在 半 x ED 的 某 邻 域内 

用 Xr ら す で すす ”9 表示 ェ ッ > 25 "の 5 XK 即 ゴ C 类 

員数 g「, g …,。 gg) (7・58) 可 写成 ] 
XI1=8 (Xriss Rn) 


X= EE (Xi *** Xa) ] 


XK = gE (Xpris "ey Xn) ] (7*59) 


ュー ニャー ーー ーー ーー モーーーーーー 一 


求 函 数 } 满 足 约 束 条 件 (7・58) 的 局 部 极 值 ， 可 首先 从 
(7・58) 解 出 Xi1，X2;，……， yg 得 到 (7。59)， 然后 把 (7"59) 
代入 了 但 到 Xx +1，“…*， xn 有 的 函数 


H(Xkr+is で "5 Xn ) 
= f(g (Xr+is “es Xn)s gr” (CXK+19 の "5 Xm) 


gr (Xk 3 Xn ) 六 区 二 "9 xj 。 
最 后 按 $ 7・2 的 方 法 求 Xk+」 "ys Xz 的 沙 数 日 的 ( 元 条 件 ) 
极 值 。 即 求 出 方程 组 
Hy マカ, お に = = 大 十 1 天 十 711。 (7・60) 
的 解 Xg +1， "+ Xns 将 Xx +1， タッ x, 的 值 代 入 (7・59) 求 
由 x,，xz，…Xx 得 到 满足 约束 《7*58》 的 临界 点 。 再 由 一 
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阶 寻 数 判 别 是 否 是 极 大 值 或 极 小 值 部。 

搁 格 明日 来 数 法 则 走 使 用 一 种 简单 的 技巧 ， 求 满足 约束 
条 件 极 值 的 方法 。 这 种 方法 在 (7.58) 不 能 或 难于 解 成 
(7・59) 的 ，g”，"…，8 时 ， 就 更 显 出 它 的 优越 性 。 

拉 格 县 日 法 则 是 引进 K 个 新 的 参数 ， 表示 为 = (4 
As，。…， 和 x )， 并 构造 m + K 个 变量 的 水 数 : 


F(x,A\)= F(X,, “er 入 1， の Ar ) 


== 了 (X ) 十 入 の 「( え )。 
对 F 来 求 XE D， 入 ERzx 的 临界 点 。 即 解 如 下 m + 个 方程 的 
联 立 方程 组 ; 
F,,;=0， i= 1, 2 。 JP 
F,, =0, i=m+l, …。 m+K., (7・51) 


更 证明 由 解 (7・61) 得 到 的 (xi。 X25 の ゥ ぁ ) 的 集 包 含 
(7・60) 的 解 。 
设 了 内 满足 约束 条 件 〈7.58) 的 一 切 点 的 集 切 Da, 即 
り 。= {x:xED, Hpi(x) =0, i=1, 2。 …- K}. Ff 在 
也 ,的 点 x9" 取 极 小 值 ， 并 且 假 定 3 函数 g= (8 ， g2、…， 8g”) 
是 从 I = { 一 上 oo< ti< in ) 到 R, 的 C: 类 函数 ， g 具 有 性 质 
g0)= ズ "。 qo’' Lg(t))=0, j=1,2,°", K, tt1l. 
(7・62) 
定义 IT->R ,的 函数 の ぅ 
q(t)=fCg(t)), EI, (7・63) 
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这 样 定义 的 9 在 :=0 处 取 极 小 值 。 由 取 极 值 的 必要 条 件 应 当 
有 の =0。 対 (7・63) 微分 并 令 1= 0 得 


> f(x ) 8070, (7*・64) 


i = 1 


対 (7・62) 微分 并 令 1= 0 可 得 


= Jj dg' 
> px) EO =0, 1= 1,2,・,K. (7・65) 


im 1 


現役 々 =(h」。 が >。 の た.) 大 R 内 的 一 个 与 天 个 矢 
(oi(x"), 0, x"), ” p(x")) (j=1, 2, … 。 K) 
相 正 交 的 矢 。 即 ヵ 満 足 

マ p(x の Dh =0 或 Ve(xo)・ み =0。 

jm i 

J = 工 ， 2， …, K. 

根 据 隙 画数 定理 , (7*・58) 可 解 出 xi， X29 “9 xf 都 十 

xr+1，…，xXn 的 函数 : 
Xi 二 此 (Xr+ts "ラッ X i=1,2,."*,K., 

若 记 x = (9。 9。 の 5 時 定 又 

CX tthrrrs' Xm t+ thr) i= 1,2, KR, 

g(t)= 

X ,十 上 下; i= ニ K+ 1, Pt。 
那 劉 g=(g (0 の), g (1), … g7(⑰)) 満足 条件 (7Z・62) ， 
(7・64) 及 (7・65) ，。 于 是 证 明了 下 面 的 引 再。 
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引 理 7・9 设 j， gp!， の > っ 9 都 是 在 R; 的 开 集 DD 
上 的 C' 美 画数 , x*? ED， 且 Y9 :Xx ),…，Y p(x ) 是 R。 
中 的 线性 无 关 的 K 个 和 拓 ， D。= {x:xED，9 '(x)=0， 
=1, 2。 …, KK)}。 %o 妨 限 制 げ 在 わ 。 上 的 相対 概 小 値 点 。 区 
果 j 是 R。 中 与 也 p :0x")，…，Vpx(x") 正 交 的 任 一 矢 ， 
”那么 / 
Vi(x')°h=0, 


下 一 引 理 是 一 简单 的 线 代数 定理 ， 在 证 明 拉 格 朗 日 法 划 
时 要 用 。 

引 理 7・10 役 の !。 の 7。 …, が 基 矢 空 周 R。 中 袋 性 却 关 
的 矢 组 。 若 矢 6 具 有 性 质 ， 凡 与 b:，… 正 正 交 的 天 ph， 都 和 
正 交 。 那么 3 数 A」 ん 52 ぅ > の Ag» 满足 


K 
d= > hib', 
i= 1 


证 明 设 B 是 R, 中 由 5b!:，b*，…，。，b* 所 张 成 的 子 空间 ， 
那么 存在 和 失 cf*!，c*1?，…，c" 与 b',，b*,，…,， bb 一 起 组 
成 R ,的 一 个 基 。 若 h 正 交 于 每 一 姑 ，j 在 基 (b ，b ，”， 5 ， 
CD の cn) 之 下 的 前 天 个 分 量 都 应 当 等 于 零 ， Bln = h; 
=- hx =0。 在 这 一 基 之 下 ， 凡 与 b!，b*，…，b" 正 交 的 
都 与 4= 《al，4as，…，4n) 正 交 ， 世 即 


a;h;= 之 aih;=0 


) 一 ] /一 下 十 工 


対 一 切れ =(0。 0 0， hg T19 hm) 成 了 江 ， hr +is hr+2s 
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… 可 取 一 切 数 。 因此 必 有 ak =ar+z=…=an=0。 于 是 
を K 

a= > aib'。 取 a; = 和 ;， 便 得 a= 和 ;bi 
ei | i™=1 


_ 定理 7"19 〈 拉 格 朗 日 滋 数 法 则 ) ” 设 j， の > es 
及 x* 满 足 引 理 7.9 的 条 件 。 定 义 | 


RR 
F(x,A) = f(x)- A; p(X), 


i 1 
那么 存在 数 人 1 ， 入 :;，…， 和 KK 满足 
Fx,(Xx", A"')=0, (7・66) 


有 AiCX ， 和 )=0., 


证 明 由 F(x， 和 )=f(x)- SX; pi(x)， 方程 (7.66)》 


就 是 


下 


VHX)= SMIY IC 及 px)=0, j= 1,2, EK, 

人 qa= V ソ (x), 6 = V w(x0)。 由 引 理 7・9, 凡 放 の 

(j=1。 2。 …。 K) 正 次 的 矢 r 与 a 正 交 。 再 由 引 理 7・10 ヨコ Xi 
五 下 

和 ，…， 和 使 了 1xo)=a= hbi= MV p(X ) 過 
f i :=1 


即 (7・66) 被 満足 、 
注 这 一 定 旨 说 明 j 在 约束 1 1 ==0(i 二 1,2,… ,KK) 之 下 的 相对 极 小 值 点 《或 
豚 大 值 点 )》 ， 包 含 在 的 无 约束 的 极 小 值 点 《 豚 大 信 点 ) 之 中 ， 
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例 求 画 数 f = x, + 3xs 一 2xs 在 球面 xi +xi+xi=14 上 
的 最 大 值 | 

解 放 F(X」 X22X5 2A 二 3X2s 一 2Xa 十 人 (XI 十 3 十 
x3 ~14)。 那 么 

FP,,=1+2AxX,, F,,.=3+2AX,, F,s=—2+2AX,， 


FPF, = Xt + を : キミー14。 


る FF,, = 0。 [=1, 2 3 ， 4 。 解 这 一 方程 组 得 


即 方程 组 F,; =0(i=1，2，3，4) 的 解 有 两 组 ，( 1 ，3， 
ー 2， - 六) 及 ( -1。 ~ うぅ 2 二。 


因为 x? +x?+ x =14 的 球面 是 Rs 中 的 有 界 闭 集 ，} 在 这 
有 界 闭 集 上 能 达到 最 大 值 、 最 小 但。 因此 《〈《-1，-3，2) 
及 (1, 3, 一 2) 点 应 当 一 个 是 最 大 值 点 ， 另 一 是 最 小 值 操 ， 
直接 计算 ，f 〔(-1，-3，2) =ー14。 了 (1。 3。 一 2)=14。 
由 此 可 见 (1。 3, -2) 为 j 在 球面 上 的 最 大 值 点 ， 而 《〈- 1， 
-3，2) 为 在 球面 上 的 最 小 值 扩 。 


| 题 


用 拉 烙 朗 日 乘 数 法 则 解答 下 列 问 题 。 
1。 求 xz +3xz+2x3 在 约束 条 件 2X1 ++3X,+4x3 一 15=0T 
的 家 小 值 。 
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2。 来 2x1 十 Xi 让 2X; 在 约束 条 件 2x， +8z。 一 2z。 一 13=0 下 
的 极 小 值 。 
| ーー 2X1 十 2X， 十 X: +9=0 
3。 求 X1+Xi+% 满足 约束 条 件 ， 
2X1 一 X2 一 2xX3 一 18=10 
的 极 小 值 。 
Xi 十 2xX 十 3X 一 9=0 


4。 求 4X1 十 2X3 二 33 满足 约 | 
4X 」 ー 2X, 十 3YX， +19=0 


的 极 小 值 。 
5。 求 XI 十 Xi 十 X) 十 X; 满 足 约束 2X 二 Xs 一 % 一 2x, 一 5=0 
的 极 小 值 。 
Xi 一 X%z 二 Xi+xX 一 4=0 
6。 求 X1 十 X? 十 Xi 十 xX! 满足 约束 
%」 サ %。 一 。 十 4 十 5 = 0 


的 极 小 值 。 
7。 求 曲 线 Xi 十 4X1Xa 十 Xi=25 上 到 原点 最 近 的 点 。 
8。 求 由 线 7x? + 6xX1Xs 十 2x?=25 上 到 原点 最 近 的 点 。 
9。 求 曲 线 X1 十 XxX1 十 3X,X, = 2 上 到 原点 最 远 的 点 。 


K KK 
10。 设 bi ，ba，…，bx 是 正 数 ， 求 > DixXi 满 足 约 束 ツァ 1 


s™ 1 jimi 


= 1 的 最 大 值 。 


11。(g) 求 five 满足 约束 > x?=1 的 最 大 值 。 


im1 
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(の) 若 や =1。 自明 
ェ デ 1 の 


《ci) 若 a,， C2, **°*, Q, 前 是 正 数 ， E 明 


i 
(aas a )) tt ta 
な 


2/9 


第 八草 RA 内 的 税 分 


§ 8・1 Rx 内 了 果 体 积 


| 为 了 在 Rw 内 建立 黎 曼 积分 理论 ， 首 先 要 研究 Ry 内 点 集 
”的 体积 理论 。 我 们 将 把 $54 所 给 出 的 面积 理论 推广 到 R、 中 
”的 点 集 上 来 。 

定义 设 a= (alyas，…aw),b= (bi b:，…bN) 是 Ry 的 
两 个 扩 ,a; 达 bi;yi=1,2,…sN. 开 方 格 R= tx! a x bi っ 
i= 1,2,…5N } 与 闭 方 格 R = {x :axi<<bisi=1,2, … 
N} 的 体积 都 定义 为 (bi 一 a (bs 一 qz) (by gw2。 当 5 ュー の 
= ち 。- as=…= by 一 an 成 并 时 方 格 称 为 超 立 方 。 超 立方 的 体 
积 为 (b; - ai》。 

对 应 于 N=2 时 所 给 出 的 理论 ， 划 分 Rx 为 财 超 立方 ， 
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这 里 K, (i=1,2,…,N) 是 整数 ， 每 一 超 立 方 的 体积 为 一 ly- 


设 S 是 Rw 内 包含 于 开 方 格 R= {x : A; 达 x; 达 Bj, i= 1， 
2，…，N } 中 的 有 界 集 . 为 了 方便 ， A A,,''.An,B,, B.,, 
… ,Bn 都 取 整 数 。 
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定义 ”Ry 被 划分 为 (8*1) 式 所 给 出 的 超 立 方 称 为 n 阶 格 ， 
每 个 完全 含 于 5S 内 的 n 阶 格 的 超 立 方 称 为 5 的 内 立方 ， 包含 5 
的 点 又 非 S 的 内 立方 的 超 立 方 称 为 5 的 边界 立方 i 不 含 5 扣 的 
超 立 方 称 S 的 外 立 方 。 | 

定义 

V2(S) = 2 " 乘 S 的 内 荆 方 数 。 

V+(S) =Vz(S)+2- 乘 S 的 边界 立方 数 。 

类 似 于 引 理 5*2, 有 下 面 引 理 ， 

引 理 8・1 议 R= {x: A,;<x;<B;, i=1, 2。 …。 N} 
荐 个 和 开 方 格 ， A;, B.(i=1, 2， ‘gy N) 是 整 数 , SCR, 那 
入 对 于 Ry 的 划分 (8・1) 所 有 5 的 内 立方 及 边界 立方 都 食 于 
内 。 

定理 8.1 在 引 理 8*1 的 假设 下 ， 有 

(i) ORViCSIEVIOE(B -~ A)(B, ~ A) (Bn-— 

Ax)s 

(11 ) VS 和 Vi CS), n=l, 2。 の" 

{iii) Vi DEVIS), n=1, 2。 の う 

<iv) 序列 {Vs(S) 及 {VGS) 是 收 倒数 列 ， 记 

V-(S) = limVi(S),V*CS) = 1imVs(S)， 那么 
0<Y-(S)<YV+(S) 入 站 (BA 

dv) 量 Vz(S)，V1CS)，V-(S)，Y+(S) 与 R 的 选取 无 

关 。 
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定理 8.1 在 N = 2 时 就 是 定理 5。19， 定 理 8*I 的 证 明 与 定理 
5。19 的 证 明 类 似 ， 把 它 留 给 读者 。 
定义 VC(S)、V*《S) 分 别称 为 S 的 内 、 外 体积 。 当 有 旦 仅 
当 y “(SS)=V*(S) 时 称 S 具 有 体积 ， 它 的 体积 就 是 这 一 共同 
值 ， 记 为 V(S) 或 Vw(S)(N 是 维 数 ) 。R。 内 具有 体 息 的 点 集 秋 
为 图 形 . 
定理 8・2 设 S ,与 S, 是 Rv 内 的 有 界 集 。 
(a) 藻 SS CS， 那么 YT(S SYS VD<YVY (S。) 。 
(DD)YT(S 日 Sj) う SYS TV Sa)。 
(c) 若 S, 与 $。 不 含有 共同 内 点 , 那 久 
V-(S, US,)>V (StV CS,), 
(d) 藻 $ ,与 S: 是 图 形 且 S,，5S: 不 存在 共同 内 点 ， 那 么 
(SUS。) = ザ (S て V(S。 )。 


(C) 开 方 格 R= {x :ai<xi<bi, i=1, 2, …。 NN) 
及 闭 方 格 R 都 是 图 形 ， 且 V(R) =Y(R) = [Td&; -ai). 
当 N = 2 时 定理 8*?2 成 为 定理 5"20， 两 者 的 证 明了 也 祖 似 ， 
定理 8・3 设 S1:，S; 都 是 Ry 内 的 图 形 ， 那 么 SiUS;， 
S, 门 5; 及 S, -SS; 都 是 图 形 。 凡 图 形 其 边界 的 体积 是 等 。 
定理 83 的 证 明 与 定理 5*21 证 明 相 似 。 定 理 8*2 与 定理 8*3 
容易 按 妇 纳 法 推广 到 有 限 个 S1，S;，…，Sz 的 悄 议 。 
っ 題 
1， 给 出 Ry 内 的 有 界 集 S 使 VS)<V'(5)，。 
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2 。 研 究 开 万 格 R= (xi ai<xi<pi aiypbi 都 是 无 理 数 、 
ii = 1，2，…，Nes 证 明 对 妆 玉 有 YY (及 )<Yr (及 )。 

3 。 证 明 引 理 8*1。 若 {A;) 和 {Bi} 是 有 理 数 。 按 《8。1) 
式 给 出 的 h 阶 格 。 对 充分 大 的 HR， 引 理 8*1 的 结果 是 否 成 
キッ 

4 。 给 出 一 非 空 有 界 焦 SCRw 使 对 半 有 有 Yr(S) テリ 5(S)。 

5 。 正明 定理 8*・1 

6 。 和 有 氢 述 与 证 明 相 似 于 引 理 5*3 的 命题 。 

7 。 举 出 Ry 的 两 个 集 51，S,， 它 们 不 是 图 形 , 但 其 并 S1 USzs 
交 S1 门 S$, 是 习 形 、S1 一 S, 可 能 是 图 形 吗 ? 

8 。 证 明定 理 8.2。 

9 。 正明 定 理 8・3 

10。 自明 著 S」。 S82 … の Sgk 叶 Rg 内 的 図形 。 那 久 S」US。U… 
USr 及 SI 站 3 站 站 Sz 都 是 图 形 。 な き , 。 いと Dk タ っ て 


pt 


是 图 形 的 无 限 族 ， 那 么 【) S, 还 是 图 形 吗 ? 


i=1l 


S 8・2 Ry 内 的 达 布 积分 


我 们 可 以 平行 于 8$ 5*1 中 R, 内 达 布 积分 来 建立 Rs 内 的 过 
布 积 分 。 
定义 ” 设 Ry 中 的 有 界 集 F 是 一 个 图 形 。F 的 一 个 划分 契 
把 FP 分 解 为 有 限 个 图 形 F!，F;，*…，F, 的 族 , 任 两 个 子 图 
形 不 含有 共同 内 点 ， 即 Int CF) MInt (Fj;) Ci 站 古 空 
集 (Int 表 和 集 的 内 部 ), 且 Fi1UFsU…UF,=F. 用 A 来 记 F 让 
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划分 。 

划分 4 称 为 4 的 细 分 所 4 的 每 个 子 图 形 整 个 地 包含 在 
4 的 茶 子 图 形 内 .FF 的 划分 4，， 4:，4 = {F;, F,, *… PF,} 
及 A, = 1G どら "Gn }, 阁 4A 是 一 切 非 空 的 FIG; で = 
1。 2。 > RM, =1, 2。 …。 m) 所 组 成 的 划分 ， 那 么 称 A- 
古 A 与 A: 的 共同 细 分 。 

显然 ， 任 何 两 个 划分 总 存在 共同 网 分 。 但 要 注意 任 给 两 
个 划分 Ai，4:， 可 能 41: 不 是 A: 的 细 分 ，4A: 也 不 古 A: 的 细 
分 。 

类 似 于 R ,中 的 上 和 和 、 下 和 定义 ， 设 D 是 Rw 内 的 集 ， 图 形 
FCD, 1: D>R, 在 F 上 有 短 。 对 于 F 的 划分 A= {Fi, F:, 
PP } ，M;，m i; 分别 表 示 f 在 Fi. 上 的 上 、 下 确 界 。 即 于 
;上 

M,;=supf, m;=inif, 


定义 ”关于 划分 A，f 的 上 和 和、 下 和 分 别 为 


S+ (ff, A) = > MY (F;), 


t=1 
S_ (f, A) = miV (五 ; ) @ 


定理 8・4 设 F 是 Rw 内 的 图 形 ，f 在 F 上 有 办 ,mm 所 f(x) 
<M, 
(a)》 奉 A 是 F 的 划分 ， 那 么 


mV(F) <5. (1, A) 2S" (Cf, A) <&MV(EF). 
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(b) 车 4’ 是 A 的 细 分 ， 那么 
S- (f, A) SS_ Gd A) , S+ (f, A') <s+ C1, A) 。 
Cc) 若 A;，A; 都 是 F 的 划分 ， 那 么 

S_(j，4) <S+ (fj，A,) 。 


证 明 (<a) 的 证 明 与 定理 5"1 (a) 之 证 明 相 同 。 

(D) 设 A’ = Fs, 
Ff, } 的 细 分 。 BF,’, fP …) Fr/ 表示 含 于 Fi 内 的 划分 : 
A 的 子 图 形 。 并 记 


m= 10if (x) shi, = inf f (x) 9 i=1,， 2 。 本) RK, 
x EEF: x EF . 


因为 F;, CFI， 所 Bm mi’, i=1, 2, , K, 又 因 次 
V (FF =V CE) +V (Fp) +…+V (PF/) ,有 


miV (CF.’) Hh ( ) 十 ・ 
tm V (CF,’) 上 (8*2) 
対地 ぢ 。, F,, "sy F, 同样 的 不 等 式 都 成 立 。 将 这 些 不 等 式 . 
求 和 便 得 S- (f,。A) SS (A) 。 类 似 可 得 5* (4,A’) 
< SS (Cf, A) 。 
Cc) 车 A1，A4; 是 两 个 划分 ，A’ 是 它们 的 共同 细 分 。 那 - 
么 出 (qa),(b》 可 得 


S- ( 了 , A 1) I Cf, AA^) 
<s+ (f, A’) 25 Cf, 52 . 
定 又 没 下 是 Ry 内 的 賠 形 , 7 是 了 ず 上 的 身 倍 有 界 函数 7 的 
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上 よ 、 下 税 分 分 列 訪 こ 


ーー 


| ay=igfS (f, A) , | faV = sups-¢,2), 
; 


这 里 下 确 界 、 上 确 界 是 对 所 有 划分 A 取 的 。 
当 上 、 下 积分 相等 时 ， 称 f 达 布 可 积 ， 即 


frar= | sav = [sav. 


为 了 标明 积分 是 N 维 的 ， 也 把 | fay 记 为 | faVs。 


下 列 Rx 积 分 的 基本 性 质 与 Ri 的 积分 相应 的 基本 性 质 定 
理 完全 一 样 。 其 证 明 仅 需 将 Ri 中 的 区 间 改 成 Ry 的 图 形 便 
得 。 
定理 8・5 设 F 是 Ry 内 的 图 形 。j，fj1，f: 都 是 定义 在 
上 的 实 值 有 有 界 函 数 。 
(a) 若 对 装 xEF，m 世 1j (x) 魏 M， 那 么 


mV CF) <| fav< | fav <MV CF) 。 
一 上 
(5) 若 K 是 一 正 数 ，g = Kf， 那 么 


dr 


fdV , | gav=K| faV. 
Ff * " 


lgav =k| 


一 下 ーー 
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直人 負数 , g = 五 j ,那么 


| gaV=K| fdV, | gdV = gl faV. 
J F F F J F 


(o) jo faav> [fav + | dm 


| +faoay<| fiav +\ fav. 
F F 
(の の 若 耳 (x) き (x), 対 ぜ x で 成立 , 那 久 


| GOgxS| 上 (x)dx, け (dx<| 4, (x)dx, 


Ce) 设 G 是 Ry 内 的 另 一 图 形 ，G 与 F 无 共同 内 点 ,车 f 在 
FG 上 有 定义 且 有 界 ， 那 么 


jeuatav fav + jaw, 


| fav=| fav+| fdY 。 
F UG F G 


当 定 理 8.5 中 的 丽 数 是 达 布 可 积 的 ， 那 么 (@2 一 (@〉 
可 以 改 戌 与 定理 3.3 推 论 同 样 的 定理 8 5 的 推论 ， 

定理 8・6 设 F 是 Rw 内 的 图 形 ,f 是 F 上 的 实 值 有 究 费 数 。 

(a)》f 在 F 上 达 布 可 积 专 之 对 和 Ye 之 0，3 的 划分 A， 使 
5* (ff, A) -SS  (f, A) <e, 


Z9/ 


(5b) 著 f 在 F 上 一 致 连续 ， 那 么 1 在 F 上 达 布 可 积 . 
(c) 车 f 在 F 上 达 布 可 积 ， 那 么 | 用 在 F 上 达 布 可 积 。 
(d)》 若 f1，f 都 在 F 上 达 布 可 积 ， 那 么 ff 在 F 上 达 布 
可 积 。 
(e) 若 } 是 在 F 上 达 布 可 积 的 ， 互 是 含 于 F 中 的 一 个 图 


形 ， 那 么 /在 也 上 达 布 可 积 。 

对 于 Ri->R ,的 函数 户 当 / 在 区 间 T 上 非 负 , 那 | f(x)dx 
表示 y= 了 (x) 曲线 的 下 方 图 形 的 面积 。 当 N>>2，F 是 R 
内 一 图 形 ，f : F->R ,是 非 负 的 ， 那 么 | faV 给 出 了 “ 超 曲 而 


j 之 下 ”的 Nt+I 维 的 体积 。 严 格 地 叙述 为 下 面 的 和 定理 8'8。 
”为 了 证 明定 理 8.8， 需 要 关于 图 形 F 与 G 直 积 体积 胸 定 型 
8*7， 它 是 N 维 方 格 体积 等 于 N 个 楼 长 之 积 的 推广 ， 


定理 8・7 设 F 是 Ry 内 图 形 ，G 是 妃 内 的 图 形 , 那么 集 B 
= { (x, y) kz と アッ ツタ CEG} CR 是 Rvx 内 的 图 形 ， 且 
YN B) =VN (PE 和 VC) 。 (8・3) 
证 明 提要 将 Rw,w 划 分 为 边 长 为 2 "的 超 立 方 时 ， 相应 
了 地 FF，G 分 别 被 划分 为 N 维 、M 维 的 超 立 方 。B 的 内 超 立 方 十 
F 与 G 的 内 超 立 方 的 直 积 。 于 古 有 


Vs (B) =V; (F) eV; (G0), 


今 と + oo 求 得 V- (B) =V (PF) ・V~(G) 。 同 理 可 得 
V* CB) =Y* (F) 以 + (G) .因为 FE，G 是 图 形 ， 便 得 定理 
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的 结论 。 
定理 8・8 设 了 是 Rx 内 的 图 形 ，1 是 F 上 的 实 值 有 界 医 
数 。 取 常数 C， 使 对 车 x EF 都 有 1 (x) >C， 并 定义 


GI= {(x, y) :x€EF, yER;, CSy<f(x)}, 


G,= { (x, y) : xEF, yER;, Cayxiflx)}. 


(o) | co- の gz = Vi (GEV 


| Go - Cave>Vi (Gs) VE GD 


(Cb) 若 f 与 g 在 F 上 可 积 且 对 车 x EF，f(x) 之 g(x)。 定义 
G= { (x,y) : xEF， 及 f (x) 三 yg(x)} ,那么 G 是 Ry+s 
内 的 图 形 且 


Vai (G) 一 co 一 如 (x) dVr. 


证 明 因 刃 で ど 。 つ で Gi, (4a) 的 不 等 式 显然 地 成 立 。 其 
余 的 部 分 可 由 达 布 上 、 下 积分 及 Rx 内 点 集 的 内 、 外 体 积 定 
义 导 出 。 

因为 每 一 vv (で G) 的 体积 元 素 是 一 N 维 超 立 方 与 一 维 
长 诬 的 积 〈 图 8*1)》 ， 由 定理 8.7 寻 出 (6) 。 
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屏 题 


1 。 设 F 是 Ry 内 的 一 图 形 ， 给 出 F 上 有 界 水 数 j， 使 得 


J av | 

设 F 是 Ry 内 的 图 形 ，f : F->R1 于 FF 上 连续 ，A 是 下 的 划 
分 , 4/ 是 A 的 任意 的 一 细 分 ， 且 S_(f,A)= S_(f，A’) 
都 成 立 ，f 县 有 何 种 性 质 ? 

写 出 定理 8:4 (a》 的 证 明 ，。 

设 F 是 Ry 内 的 图 形 , ; F->R1 在 Fr 上 一致 连续 。 于 Ry+1 
内 定义 集 ，A {(x，y): XEF,， y= 了 (x)}， 证 明 


Vwil (A) 一 0 。 


对 ， Rwy-> 民 证明 与 引 理 5s*1 同 样 的 引 理 。 
证 明定 理 8。5。 


证 明定 理 8e*6 之 (c) ， (d) 及 (@2 。 


8 。 设 了 是 Rx 内 的 图 形 ，f: F->RiI 在 ER 上 连续 。 如 村 对 每 一 
上 上 连续 的 实 值 函数 g， 都 有 


| fgav = 0, 证 明 在 Ff 上 j 寺 0。 


9 。 完 成 定理 8+7 的 证 明 。 
10。 设 i: F->R, 是 图 形 F 上 可 积 的 函数 ， 说 明 


J | ey, | fi dV 的 几何 意义 。 


]T .和 写 出 定理 8s8 的 详细 证 明 ， 
12, 用 公式 (8:3) 求 民 , 内 图 形 F=f{(xi， X29 Xa Kt’? Xs) 
:XIX? +xX 1 x+xX< 1 的 体积 。 


S8・3 Ry 内 的 黎 曼 积分 


与 上 节 推 广 达 布 积分 类 似 , 能 把 R, 中 的 歼 曙 积分 推 广 
到 Rw。 

定义 ” 设 4 是 具有 距离 4(x，y) 的 距离 空间 中 的 集 , 4 的 
直径 定义 为 ，diam 有 A = sup d (x, y) 。 


图 形 FCRx 的 划分 A= 1 F,, F, ， FF, } » 划分 的 网 了 筷 
A 定义 为 ，1Al = max { diamF; } 。 
定义 ” 设 f 是 Ry 内 图 形 F 上 的 函数 。 称 f 在 F 上 歼 曼 可 积 
> 9 一 数 L， 对 站 之 0，3 相应 于 e 的 6， 使 当 F 的 划分 A 的 
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网 筷 A 之 6 时 ， 对 六 x; EF, (i=1，2,，…nn) ， 都 有 


PE (x') VN CF,) -如 <<e。 


i 1 


L 称 为 ;在 F 上 的 黎 曼 积分 ， 记 为 工 = ay 


定理 8・9 闻 数 的 黎明 积分 是 唯一 的 ， 

这 龙 极限 唯一 性 《定理 2"1) 的 直接 推论 。 

定义 ” 称 Ry 内 图 形 F 是 一 正规 的 图 形 专 汪 > 对 Ye>>0,，F 
具有 划分 A= { Fl，F,,，…F, }， lAhl<e 生 


Vw CF.) >0, i=], 2, …*,。 1, 
注 ” 与 ,中 积分 同样 ， 车 f 在 图 形 F 


CRN 上 黎 曼 可 积 , 改 变 f 在 体积 为 零 的 集 之 
上 的 值 ， 不 影响 f 的 可 积 性 及 积分 值 ， 
8 2 所 示 尺 ,内 政 是 一 贺 盘 及 伸 出 一 线段 


改变 伸 出 线段 上 f 约 值 不 影响 f 的 积 分 .这 

一 图 形 是 不 正规 的 ,我们 使 的 值 在 仲 出 线 下 包含 伟 出 的 线段 
段 上 可 以 为 无 界 的 ， 也 不 影响 的 可 积 性 图 8.2 

对 于 正规 图 形 仍 有 类 似 于 定理 5.10 的 定理 ， 


定理 8・10 设 F 是 Ry 内 的 正规 图 形 。f ; F っ R」 在 F 上 黎 
曼 可 积 ， 那 么 在 F 上 有 界 。 | 


正明 设 工 = | fav. 出 可 积 定义 ， 取 e =1， Ij 06>0， 使 


划分 A = {Fi, F,, ….， F, } 在 141 ぐ 9 时 ， 対 Yx'EF,, 
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都 有 


PE (xi) ヤ (Fi) -二 <1. 


- i 1 . 

因此 

>; (xX) V CF,) <1+ Ll (8*4) 
i=1 


设 A 是 一 个 每 一 了 ;都 有 V (F,) >0 的 划分 ， ーー 1,2, 
mx 是 Pi 中 的 点 。 由 (8*4 式 ， 有 


f(x DV E+ + 之 xD)EYCPE)， 


1 


! 1 | [| 
1) 之 | e 
SF) + LI + 之 fx DTVOF;)J, (8°5) 


固定 x*，x?,…,x”， 让 x! 在 Fi 中 变化 ，(8*5) 式 表 明 f 在 Fi: 
上 有 界 。 同 理 可 证 f 在 Fi(i=2，3，…，1) 上 有 界 ， 从 而 fj 在 
F 上 有 界 . 

定理 8・11 设 F 是 Ry 内 的 正规 图 形 ，f : F<R ,在 jf 上 黎 
' 曙 可 积 ， 那 么 在 F 上 达 布 可 积 而 且 两 种 积分 值 相 等 。 

定理 的 证 明 与 定理 5*11 前 证 明 相似 ， 定 理 8*11 网 逆 包 含 


在 下面 的 定理 当 中 。 
定理 8・12 设 F 是 Rw 内 的 图 形 ， 且 f 是 FF 上 的 实 值 有 界 沼 
, 数 。 那 么 
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(a) 対 e>0, ヨ 90 使 当 141 ご 6 的 半分 , 都 有 


S+ (7 A)<| fav te, S_(7。 A)>| far-e， (8・6) 


(b) 大 fj 在 F 上 达 布 可 积 ， 那 么 1 在 F 上 黎 曼 可 积 ， 并 且 
两 种 积分 值 相 等 。 
正明 注意 到 黎 曼 和 介 于 S_-(f，4) 与 S (j 人 A) 之 同 , 


因此 当 # 达 布 可 积 ， 即 | fgV = | Jay 时 ，1 黎 曼 可 积 ， 并 且 两 


种 积分 值 相同 。 由 此 可 见 (b) 是 《〈a) 的 直接 结 末 。 
我 们 来 证 明 (8・6) 之 第 一 不 等 式 。 后 一 不 等 式 的 证 明 
类 似 可 得 
由 在 F 上 有 界 ，9]M， 使 对 xEF,，|f(x)| <M. 
设 s 是 给 定 正 数 ， 根 据 达 布 上 积分 定义 ， 3 划分 Au= { Fi, 
F,, "2 F, } 合 


S+(f, 4 ご | fay+- (8・7) 


以 F' "表示 Fi 内 点 的 集 ， 对 茶 些 i，Fi" 可 能 为 空 集 ， 
对 于 每 个 非 空 的 Ff"， 选取 含 于 Fi? 内 的 闲 图 形 G;， 且 满足 


V(F;- Gi)<— i=,1, 2, 5» Wm, 


(图 8:3 是 R, 内 图 形 的 示意 图 ) 。 不 难 证明 可 选 取 G 1,G;， 
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图 8.3 


… Cu 为 有 界 的 。 例 如 对 充分 小 的 网 格 ， G,; 取 为 F, 的 陋 
的 内 起 立方 之 并 .。 

因为 每 个 G ;是 售 于 Fi 内 的 有 界 闭 集 ，G ,是 紧 集 。 
由 定理 6+:26，39 6 之 0, 对 六 xEG,:， 使 球 B(x,6)CFO 現 
设 4 是 任意 的 FA 之 6 的 划分 ， 证 明 对 A，“《8.6)〉 的 第 一 个 不 
等 式 成立 

把 A 的 子 图 形 分 成 两 类 ， J ，J，…，J, 为 包含 某 G ;点 
的 子 图 形 ; 下， 天 ，… 天 ,为 革 余 的 子 图 形 。 

以 A^ 表示 A 与 A 的 共同 细 分 ， 由 6 的 选取 方法 ， 每 一 J 
整个 地 含 于 基 一 Fx ”之 内 。 记 以 J ;十 A 的 子 图 形 。A’ 其 余 
的 子 图 形 为 KK; 站 Fj;, i=1, 2, 9 j=1, 2, “ym. 这 
梓 便 有 不 等 式 


9 th 
K F,—G; 。 CE 
Vt りこ る Y( Cm 


引进 记号 


M,; =supf (x) » M, =supf (x) , M;; = supf (x) 
xcEy | x*ER., * を まし ロア , 


由 ST( 了 4) 及 S*(f。 4 )》 定义 : 
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S (fj, A) = SMiy CT + SM (K;), 


i= i 


S(f,4”)= SM, Y(7 ) 十 D SDM;;VOK, NF,). 


jm 1 iml «lI 


显然 
VK;) = VE;NF;) . 
. j= 1 
出 此 
S*(f,A)—S!: (f,A’) 


= > DM’'—M, VKNE,) 


jmt fl 


<2y マ Sy (K, NF;) 


jml 了 = 工 
<2w > V (を ,) < を ー (8*8) 
| 


又 指定 理 84 的 (b), 有 S*(f， ASSST( 用 Ao), 综 合 (8・7) 
与 (8。8) 便 得 


$+ (f,A) <|fav +&, 


这 即 (8*6) 的 第 一 个 不 等 式 。 
下 面 定理 是 化 多 重 积分 为 累 次 积分 的 基础 . 
定理 8・13 设 F 是 Ry 内 的 图 形 ，G 是 Rs 内 的 图 形 。 设 

是 定义 在 Fx G 上 的 有 界 函 数 ， 那 么 


296 


| Tak UP 


{ faVy+n >| | | favu ay 
| . 


JeoS] | [| faVy |aVus 


| | 


vws| | Vu ay,。 


x な 


证 明 ”各 不 等 式 的 证 明 彼 此 类 似 , 只 证 其 中 第 一 不 等 式 。 
度 e>0 其 逢 足 的 。 ヨコ 9 ジ 0 使 当 px ど 的 刻 分 4 的 上 41 <o， 
便 有 


s+ (f, A) <| faVuinte. (8.9) 


现 令 {Fj， F,, FP} 及 {GiI， ぅ , "yg G,} 分 烈 是 


F 及 G 的 网 孔 小 于 -一 的 划分 ,那么 由 F; x G; (i=1,2,"， 
m, j=1, 2， ーー 8) 组 成 的 ExG 的 划分 人 A， 其 网 孔 小 To 
‘参看 个 理 ,7) 。 
记 M.; ;= ep (x, y)» 那么 由 定理 8,7， 
Sr(7 A)= > DM;;Vusn(F;XG;) 
jml j=1 


29〆 


ー > DM;;Vul(F;)Va(G;), 


Im j= 1 


双対 サヤ xE ビ EF,;, 都 有 


ry(e り | f(x, ydVy, 
| な 
定义 M， 一 这 MijVn(G;), 便 有 

1 { 


S+(f,A) = Sm, Vu(F, )>| [| f(x, yaVy |avu. 


据 此 及 (8.9) 得 


as eay。 ey. 


| aw | 購 C(x»)aVr | dVy. 


推论 ” 设 了 是 Rx 的 图 形 ， 对 立 xE FEF 有 G .是 Ry 的 图 形 。 
定义 B= { (x,y) :xcEFycEG， 设 1 : BR 在 B 上 可 积 
县 对 学 xE€ Ff 在 G .上 可 积 ， 那 么 
v(x) = 1。 f(xsy)aVy 
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在 F 上 可 积 ， 并 且 


7 の ews = に Hx wavalavs. 


注 轿 8.4 是 推论 关于 RR, 内 函数 的 呐 低 涪 明 , 没 B={(%,yJ: a<Sx<b， 
g(yJ)SySSACy う アーf ioSSxSS01 Gx={y: E(xXIEYIEMUx), VxEF}, 
推论 指出 | 


b (x+) 
| x.yd 4 -| | fx dy | da. 
お a tax): 


ダ 


1。 证 明 Rw 中 而 数 的 笋 曼 积 分 的 唯一 性 (定理 8.9) 。 

3。 证 明 两 正规 图 形 的 并 是 正规 的 ,举例 说 明 两 正规 图 形 的 
交 、 差 不 必 是 正规 的 。 

3。 设 F 是 Rw 内 的 图 形 (N 之 2)，f: F-xR, 在 Ft 柳 曙 可 积 。 
征明 在 下 上 可 以 是 无 界 的 〔〈 对 照 定理 8*10) 。 

4。 设 下 是 Ri 内 图 形 ，j 是 定义 在 FF 上 的 非 负 、 无 界 的 廿 数 。 
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Tt 二 用 Sr 


0 当 |f| >n 


且 设 对 妇 n， 了 ,在 FP 上 可 梭 ， 若 lim| f.dV 存 在 ， 定义 
| fdV = lim| f.dY. 
F 外 


现 设 f(x，Y) = F= { (x,y) : (Rx + ye 


1 
(X2 Ty) 
1 } , 
正明 。 当 の 1 時 。| TaV 存 在 ， 当 >>1 时 ， | fav 不 存在 。 
5. 证 明定 理 8*11， 设 了 是 Ru 内 正规 图 形 ， 若 f 在 工 上 歼 受 可 积 
別 了 を 上 拓 布 可 私 。 
6。 设 定义 于 方形 S= { (xy?) ; 0<x<1,0<y<1} 上 ， 


1 ) = 当 X 有 是 无 理 数 
Xs | dy’ 当 x 是 有 理 数 。 


Ca) 证 明 | (| fay rf ELT TL 
Cb) 证 明 人 (csyyay 不 存在 。 


7_. 设 方形 S= { (xy) : 0 委 x 委 1,0 委 ?1) 内 的 全 人 4 为 
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入 = { (xy) :xsy 是 有 理 烤 ， 且 多 = っ y ニー と 2 時, 
ーー 1 2 


_ 当 (x,y) E A, 
全 (2 } 2 fx = 当 (z。y) モ (ぐー 4)。 


Ko) 证 明 | (| f(x pay lax, 0 (x, の a) dy 都 


存在 且 相 等 。 
(も ) 证 明 | f(xsy)aV 不 存在 。 


8, 写 出 定理 8*13 推 论 的 证 明 、 


$8.4 和 象 集 的 体积 及 变量 蔡 换 


对 于 单 变量 函数 ， 形 如 | 1(x)dx 的 积分 可 通过 “变量 


图 换 ”x=g(CuU)，dx=8 (du 化 成 | fcgcoag; (u) dg ， 


用 以 实际 计算 许多 积分 。 对 于 多 重 积 分 相应 的 结果 比较 复 
杂 ， 为 了 建立 变量 替换 公式 要 用 到 一 些 线性 代数 的 结果 。 我 
们 假定 读者 熟悉 矩阵 及 线性 变换 的 基本 知识 。 
定义 ” 设 G 是 R, 内 的 开 集 ，f : G>R。, 是 C! 类 的 映 象 。 
下 チミ (だ 。… 7 の 9, だ : G->Ri 是 C' 类 的 也 数 ， 
j= 1 ，2，…，m, 称 以 1i ;为 第 i 行 第 j 列 元 素 的 m xn 和 矩阵 为 
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1 的 雅 可 比 和 矩阵 或 梯度 和 矩阵， 以 7 表示 之 ，。 
首先 对 f : G 一 R, 的 天 函数 给 出 微分 基本 引 理 。 链 法 则 
及 反照 数 导 数 公式 、 


定理 8・14 设 G，G :都 是 RR, 内 的 开 集 ， xEG,f: CF 
一 G 是 C 类 天 阴 数 ， 


Ca) f° Cx +h)—f'(x) = VI Cht+e'Ch) 
= 2 fijh;i te'(h), i=1, 2, ey m, (8°10> 
7” 


其 中 h= (hish,, "yp h,) 9 c(h) =(e'(h), 8 (及 ) wy 
e"(h)), 且 


AI 0 
(b) 疫 gi:G ェ っ R。 基 C" 甘 矢 山 伊 对 XxX 马刀 定义 F(x) 
= g[fCx)]， 那 人 么 
YE (x) = Vi Vr. (811) 


(0) 设 7 是 1 一 1 的 。 在 G 上 有 det ツ 7《x) #0, 
那么 映 象 1(G) = G。 是 开 集 ， 且 g:= 太 :在 G, 上 起 1- 1 的 C 
尖 拓 函 煞 ， 并 有 


vett lx) = VI xEG (8・12) 
或 者 
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Vg cu) = (VIC 1) う ) こ 「。 rk と で で 。。 


证 明 (6) 由 定理 7.2 关 于 R, 内 的 函数 的 微分 基本 引 理 
直接 导出 。 

(b) 的 (8.11) 式 由 定理 7.3 关 于 偏 导数 的 链 法 则 得 到 。 
事实 上 YF 的 每 一 分 量 由 定理 7.3 写 为 


Fi,(x) = gi LU げ (て x)。 


一 1 
这 就 是 (8*11) 式 。 | 
Cc) 因为 1 是 1- 1 的 ， 广 -显然 是 个 函数 。 设 yE Go) 
这 里 Go=1(G)， 那 么 3 x， 和 使 1( x )=y。 因 为 detVf(x) テ 0 
由 反 中 数 定理 (定理 7“18)。 3 正 数 j 与 K， 使 B(x，K)C G， 
对 每 一 JyEB(y ,hy), 有 唯一 的 xE B(x ,区 ), 使 1(x) = y。 由 序 
但 (y,x) 的 集 记 定义 的 函数 g1(y) 是 B( y, h) 上 的 C' 类 函数 ， 
且 g, 的 定义 域 包 含 了 B(y，h), 因 此 对 G ,之 任 一 点 y ，3B 
4》， 有 hn)CGo。， 即 G6, 是 开 集 。 
由 gCf(x)j = x, 及 (8*11) 式 可 得 
Vx= Vegitf (x)j* Vi(x) 即 
Vgitf (x)) = LV Co 2 x と で 。 
gi =EV が だ が だ) の フー」 ka。 
K8ci2) 式 成立 。 
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本 节 的 目的 是 证 明 如 下 的 定理 ， 

定理 8.15 (変量 替 換 公式 ) ” 设 G 是 R, 内 的 开 集 ， 
fj: G->R, 是 1 一 1 的 C 类 秋水 数 ， 在 G 内 detVYf(x) 坏 0, 是 
G 内 的 有 界 闭 图 形 , 而 K : j(F)->R, 是 (fF) 上 的 连续 函数 ， 
那么 f(D) 是 R, 中 的 图 形 ;，KCfCx)J 在 F 上 连续 ， 且 


| KCwav, =| KU げ Cz う )・17(z) dV (8・13) 
ft{F) F 


其 中 J(x) = detYf(x)。 
| 证 明 这 一 定理 的 实质 性 步骤 是 把 f 化 为 一 系列 原始 了 数 
”的 复合 ， 对 原始 函数 定理 8.15 的 结论 是 较为 明显 的 ， 

定义 ” 设 g 是 R, 中 开 集 M 上 到 R;, 的 和 天 函数 ，g = (g',g’， 
…g")， 如 果 对 xEM，x= (xi xy) ， 满 足 


g’' (Xx)=x; (ji,， g ?(x) = p(X), 


这 里 g(x) 是 M 到 R 前 C! 美 函数 且 - 一 と >0. 那 名 称 g 妨 原始 


函数 。 
注 直接 计算 可 知 detVg 一 2 一 .事实 上 由 
1 0 0 
| ， 
AS 
Vg ,o a gg 2 (第 jo 行 2 


六 即 得 到 detVs ニー 

定义 (2 の の の) 是 (12。 の 4 ) 的 置换 , 称 R, -> 
R,. 的 线性 变换 fT 是 简单 的 ， 如 果 

T(x Xs Xn) = (Xi Xi 土 Xinpe 

由 定 叉 立 即 得 到 下面 引 理 。 

引 理 8・2 简单 变换 的 和 是 简单 的 ;简单 变换 的 道 是 简 
单 的 ， 

如果,1; 莉 十 RR 一 RR 的 轩 数 ， ;的 值 域 含 于 了 的 定义 
域内 ， 以 fof :表示 复合 国 数 太 5f 0(x)]。 

下 一 引 理 给 出 分 解 f : R。->R, 为 原始 函数 的 复合 函数 的 

引 理 3・3 设 G 是 R。 内 的 开 集 ，x EG，j : G->R,。 是 


C1! 类 的 函数 ， 并且 在 G 内 了 1(x) #0, 那 么 3 G 的 包含 x 的 开 
子 集 G」。 了 在 Gi 上 可以 分 解 成 (Cm +JT) 个 函数 的 复合 函数 


f=gn+ OO O*"Ogj ぁ (8 14) 


其 前 及 條 函数 gg ，…8gm 都 是 原始 函数 ，g; 定 义 于 R, 内 的 开 
集 G ;内 ， Eis Ci 一 Girls gi = (gis8 の gg2 日 


Bi(X1sX2s Xm) = Xj (7 时 (を ュ ラ を 2 "ダブ 
= pi …Xa)y (8 .15) 


多数 9' 由 确定 ， gp' 在 G ;上 有 91>>0。 最 后 的 gw 是 简单 


证 明 ”由 Yi(x ) 是 非 奇 异 矩 阵 , 3 简单 变换 z 使 V(ro 力 
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的 主子 式 在 x 点 都 为 正 。 以 fo 表示 ro ち fo = (Cf お … ッ 
f9)。 如 下 定义 m 个 函数 反 ,， が > の うー han: 


h; = (fo, ff» "9 5。 Xi+i9 和 id+23 Ks 


ha= fu. 一 1， 2 "9 ml 


容易 计算 出 detYhn， (x ) 恰 好 是 六 名 的 一 个 主子 式 ， 因 此 


VAz,(x ) 是 非 奇 异 的 矩阵 , 量 detVpi(x)>0. 根 据 定理 8.14 
的 Cc) 及 ヵ , 的 定 叉 , 対 ザ ,。 了 3 一 开 集 H;, 在 H:; 上 有 有 
detYVh;(x)>>0，hi 是 从 H; 到 一 开 集 的 1 -1 有 映 象 。 定 义 


Gi=H,N HN NH 
Girs=h(G;), {=1,2,'"*,1, 
下 面 限制 hi， 有 hh，…，hn 的 定义 于 GG: 上。 并 定义 
gh gi=hihl, =2,3, em. (8*162 


为 定义 gw+1， 来 考察 ， 它 与 zf 同样 是 简单 变换 ， 于 Cr 
上 定义 


ー ニー ュ 
5。+ ュ ーー も ， 


注意 到 毎 一 g, 基 大 で, 到 G, ュ 的 1-1 映 介 , 在 G 上 
detYgi;(x) 兰 0。 并 且 

Bmnrti08n0 BOB! 

= Tloh,ohil, oh onilii0'w0h,.ohi! oh; 

~T loh,.=7T7 orof= 1 
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网 比 要 证 明 (8,14) 式 成 立 ， 还 要 证 明 每 一 g; 是 (8,.15) 所 给 的 
形式 。 因 为 


gi1=hi= (fe, Xs ey XD, 
显然 8E: 人 符合 (8*15) 的 要 求 。 而 gs = hiohi:， 且 由 hi! = 
(fi X22 の ラッ Xn) hs = xs ey Xm), 可児 
g2= (Xi fos Xss 9 Xm) 
同様 地 , 対 Yi。 i=2, 3 …, m。 
Bi CX, ty Xi-1 ガッ Xitis パラ Kn). 


时 Y 访 的 所 有 主子 式 为 正 , 可 知 访 ,>0, 由 天 jg 的 定义 有 
pi = 六 >0。 

按 引 班 8,3 我 们 能 把 C 的 函数 }。 表 示 为 简单 变换 与 性 个 
原 逮 函数 区 复合 、 为 了 证 明定 理 8*:15， 下 一 步 于 引 理 8・5 来 
建立 关于 原始 斋 数 的 替换 定理 。 为 此 要 用 到 引 理 8.4 所 述 的 

引 理 8・4 设 G 是 R. 的 一 个 集 ，p : G 一 R: 为 有 界 正 
数 。 若 存在 正 数 s, 使 ] p(x) - p(y)| きき e 対 G 内 的 任 何 x,» 成 
站。 那么 M 一 m 记 Ee 成 江 , 其 中 M = Sup P(x),m = 1nt p(x)。 


引 理 8. 4 留 给 谈 首 去 征明。 
引 理 8・5 设 G 是 R; 内 的 开 集 ，f: G 一 RK 是 C 类 的 1 一 
1 的 原始 函数 ， 记 1f = (ww ygW") 为 1 与 m 之 间 的 国定 
驻 狗 ,x= (xiyXos 当 上 は (= ku = x) > 
昌 在 G 上 fi1(x) 之 0， 
(a) 潜 FCG,F 是 有 界 的 图 形 ， 那 么 集 1( 耳 ) 也 龙凤 
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狗 图 形 。 
(b) 若 信 @』= KG) 且 役 : G->Ri 在 G: 上 一 致 连 
绕 ， 那 么 有 如 下 变量 替换 公式 成 立 : 


| KLf (Cx) 7(x)| dx= | K(u)du, (8⑧3・17) 
F tf FrF)} 


其 中 J(x) = det ツ f( ヶ )。 
正明 《〈a) 设 G 内 的 一 闭 长 方 格 RR = て xi dr 人 Si も 、 


xER,。 } .那么 1(R) = S$，S 为 4= [gk 。 uf … Ww") 的 如 下 的 
集 ， 


a;<u' ちり,。 i ks» 
f(x, XE-19 Ops XK+1? XE) 
K K 
SS =f (Xi テイ きき せり XE 1 KR) 


应 用 定理 8.13 的 推论 ，S 是 民 R, 内 的 图 形 且 它 的 体积 V (5)= 
VCfCR)J ,计算 ， 


r b F 


V(5) -| | (Xi Xr -13 br Xr 1 2 
“K 


Xi NXE OF Rg si xs) |ax, 


“dXr sdXk, idXns 
xr’ ー(0」 の Oki5dx+ ュ ッ "0。)。 Dr = (bi, br-1, bgK+1% 
…bw)， 上 述 积分 是 m -1 维 的 。 由 微 积分 基本 和 定理 《年 理 
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5・8) 。 上 曽 被 彼 函 数 可 以 号 成 


bi と 
ex SK dXr 。 


V(s) = | Cx)dP。。 


其 中 V ,是 R。 中 的 体积 元 素 。 由 1 是 原始 函数 ， 容 易 算 出 
(x)| = fx (x) ,因此 得 到 


VER =| 7(e)| dP。。 


这 样 ， 当 下 是 闭 长 方 格 R 时 ， (2) 被 证 明 。 现 设 F 是 FC G 
的 一 个 图 形 。 对 姜 自 然 数 m， 划 分 R。 为 边 长 是 2-" 的 超 立 方 的 - 
n 阶 格 ， 以 F; 表 示 含 于 F 内 的 全 体内 超 立方 的 并 ， 以 Fi 表示 
全 体内 及 边界 超 立方 的 并 。 由 F 是 有 界 闭 集 因而 是 紧 的 ， 据 
定理 6・26 3p>>0， 使 了 与 G 的 边界 距离 这 P。 当 1 充分 大 , 
PiCG， 因 为 下: 的 任 两 个 超 立方 不 含有 公共 内 反 ， 因 此 
VC = | pr Cl dy， 
同 理 , 也 有 


VC = | p- 7Gol dV 
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分 则 以 Y -CE)D YY (fP お )〕 表 示 PF) 的 内 、 外 体 彼 , 据 定 理 
⑨* の 有 


| pn PGI aV = Ve POISV CIF) 
<VICCF) EVECFD = | pr 1x) dv. (8・18) 


内 为 ] 古 C 类 函数 ， 哨 数 Cx)| 对 充分 大 的 nb， 在 Fi 上 一 至 
连续 。 以 M 表 示 IJ (x) 在 Fi 上 的 上 界 。 那 么 


にょ - (x)| dV EM VF- FI), 


| ュー eVEM VFI- F), 
淅 然 了 是 图 形 ， 当 ->ceo， 上 述 两 积分 趋向 于 零 。 把 这 一 结 
VICACF) = VE F)), 
所 以 f(E) 是 图 形 ， 且 
VCECfCE)I = | (x)| dV。 
这 里 我 们 附带 证 明了 (8.17) 在 KE(x)=1 的 特殊 情况 下 成 立 。 
6) 设 F 是 -一 图 形 且 FF CG 因为 f 与 J 在 Ff 上 连续 ， 


目下 FF 是 有 界 闭 集 它 是 紧 的 ， 所 以 1 与 本 在 ER 上 一 致 连续 。 
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按照 假设 KE 在 G :上 一 致 连续 ， 所 以 KCf(x)] 7(x)| 在 F 上 一 
致 连续 ， 因 此 天 Cjx)D 7(x)| 在 FE 可 积 。 我 们 将 以 黎 曼 积 
分 和 来 逼近 (8・17) 式 两 痊 的 积分 ， 当 划分 充分 细 了 时， 两 个 
积分 和 能 任意 地 有 逼近， 这 样 来 证 明 公 式 (8・17) 成立 。 

現 対 サ e ン 0。, A= 1 Fl, F,, ££, FF, } 是 F 的 区 | 分 ， 
选取 &; EF, (人 =1，2，…) ,由 可 积 性 ，3 6>0, 当 | 4| 
< ご 0。 有 


ツア KCACGE; CGE; VCF, ) 


-| Kf (x)) jlav, [< を.。 (8・19) 
同样 地 ， Al= { F,’, F,’, "sg PF,“ } 是 FE) 的 划分 ， 
iA 之 I， EF (i=1，2，…，7); 那 么 对 充分 小 的 ”7， 
有 


Dk VF) | K(w)dV ,| < (8°20) 


r= i ttF) 


记 M = sup，|KCw)| .由 f 及 | 在 F 上 一 至 连续 ,我 们 能 选取 
5 如 此 之 小 ， 使 当 上 x | < 时 有 
fC) ~ 7 の)| < 


Cx] ~ け (x の | | く (8・21) 


ーー ど 
3MV,(F) ” 
现在 假定 6 还 使 (8・19) 成 立 ， 不 然 可 取 6 更 小 些 。 选 取 
31] 


7 ニチ (どう) 及 = FF,;) i=1, 2。 … RR, 那么 4」 
一 { Fl ， F,’, Ug FP.’ ) 是 (本 的 划分 ， 由 (8.21) 之 第 
一 个 不 等 式 ， 有 14:1<yY。. 这 样 (8・20) 式 成 立 、 以 下 分 烈 
记 m := inf IJ (x)|, M = sup| 7(%)| 那么 从 (a) 的 证 明 


与 积分 中 值 定理 导出 
VF |, Olavs= Wi Va( Fi), 8:22) 


这 里 |J i| 是 满足 mi 二 7 ;| MM 」 的 一 个 数 。 我 们 也 有 Hi 委 : 
(| 有 Mi， 再 据 引 理 8.4 及 (8・21) 之 第 二 个 不 每 式 ， 
可 得 


[Ji 一 TE,;)| Mi-m; 


< 一 8・23 
や SMV TD (8・23) 


估计 两 黎 曼 积分 各 的 差 : 


[SEED VR) - DKIEN NE VP) 


jm 1 i i 
(8.24) 
用 (8・22) 及 E;' = 了 (Ei;)， て (8*24) 等 于 


DRE CT ED VAN. 


将 (8・23) 代入 ， 得 到 
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DK(E ) VF; ) 


) ご 3 


jw 1 


(8・25) 


综合 〈8.19) 。 (8・20) 及 (8<25) 便 有 


| kJ) 2Y。 


-| KuadV,| <e. 
f (FF) 


由 e 的 任意 性 ， 所 以 公式 《8.17) 成立 。 

引 理 8・6 设 f : G 一 G1 是 简单 变换 ， 那 么 引 理 8.5 的 结 
论 成 立 。 

证 明 由 げ 非 筒 単 変 換 , 包 把 で 内 前 医 方 格 映 象 久 で 内 
的 长 方 格 〈 只 可 能 方 格 的 楼 次 序 不 同 ) 。 由 } 是 简单 变 区 ， 
它 的 17(x)| =1， 且 对 G 内 任意 两 点 xX ，x “有 有 


f(x’)— fx ) = x -x |, 


其 他 的 细节 可 由 读 少 完成 。 
引 理 8.3 证 明了 jf 可 表示 成 简单 变换 与 原 妨 函数 有 的 发 合 
刁 理 8.5， 及 引 理 8. 6 建立 了 原始 函数 及 简单 这 换 的 变量 次 换 
公式 、 现 在 综合 这 几 个 引 理 给 出 定理 8*15 记 证明 ，。 
定理 8*15 (变量 替换 公式 ) ”证 明 如 下 ; 


“二 


te 
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证 明 车 xo EG ,出 引 理 8.:3, 了 开 集 G 」 二 で ど ,x。E で で 」。 
FG 上 E, f= 8 8n gn- 1 B81, 8; 为 原始 疯 数 或 简单 变 
換 , 引 理 8*5, 引 理 8・6 建 立 了 毎 條 g, 的 变量 替换 公式 。 

设 F 是 G ,内 的 有 界 闭 图 形 ，K 在 f(F) 上 连续。 集 1(F) 
= gn+1°8no'"og1(F) ,应 用 引 理 8. 6 于 简单 变换 gi1， 可 对 
gnogn-1°…og1(F) 是 图 形 ， 定 义 这 图 形 上 的 函数 

Ki(u) = KCgnrs(w)) ldet Vgnr1(u)|, 


那么 天 ,在 ge8。 -io ogi1(F) 上 连续 ， 县 有 


| K(u)dV, = | K(u)dV 。 
t (fF) 9 ,1°g,.°"o gCF) 


= | K,(u) ツ dV ， 


gn og F) (8*26 か 


再 应 用 引 理 8"5 于 g。， 定义 图 形 8 -1°…o°81(F) 上 的 销 数 
K,(u)= KiLg,(u)) det Vgn (uu)!, 
注意 到 KCw) 在 gm-1o…*81《F) 上 连续 ， 由 引 理 8e.5， 有 


| KOdV。=| Kilway, 
gno ogitF) 


二 | K,tu)dV 。。 
_g。 こ 19o…o の (だ) 


由 代入 , 得 
K,(u) = Kitgn(u)) ldet Vgn (wu) 
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= KCgnri (8n (WU))) |det Vg ri Cg C4)) det ツ ga()| 。 
念 た 2(u) = gn+1ogn(W)， 上 了 面 等 式 成 为 
K,(u) = 天 [Rs (u)) [detVh, Cj， 
这 里 应 用 了 行列 式 乘积 的 链 法 则 。 继 续 上 述 步 又， 定义 
h,(u) = ari Bn pir2(U), 了 了 =2 3 十 


县 K, (nw) = KCh, (Qu) [det hn, (4)| 。 得 出 等 式 


| K(u)dV, 
ml oogitF) 


ーー 等 { | | 
| Kh detVh,, (ul dV 


-| KEh, ri Cu) ldetVhari Cu dV 


=| kr の ldet ツ 19Y。。 


这 是 对 G ,内 的 图 形 了 所 要 求证 明 的 络 果 。 

汶 了 完成 证 明 ， 设 了 是 G 内 的 任 一 有 办 于 图 形 ， 开 在 で 
上 上 连续。 下 朝 员 格 定理 〈 定 理 6*27) ，3 正 数 p， 使 中 心 为 
F 的 点 x 的 球 B(x,p) 都 位 于 某 开 集 G 1 三 G 之 内 。 划 分 F 为 图 
形 F,,F,,…,F, ,使 每 一 F; 含 于 唯一 的 球 B (x,p) 之 内 。 对 
ji=1，2，…，3S， 都 有 


| KG の dY。=|。 KG ldet VilaV 
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对 i 式 各 使得 


| kdy。=| KT を )J Idetvf(x)19V 。。 
1 (下 ) F 


例 计算 | xiaV。(e), F 是 前 线 x1= 一 x3，X1 = 2%: 


一 X?，Xx1 =2 一 2xs 一 xX? 所 围 的 区 域 ( 图 8*5(44)) < 
用 定理 8*15， 引 进 新 变量 (wi，u2) 定 义 
f :Xi= Ui tu, X2 = (ut ts) 
(8・27 ) 


解 由 图 8:5 (b) 所 示 的 G 基 FF 在 (wi1, it 2) 字面 上 的 
但 ,从 (8:27) 艇 出 wi， Uz: 


ds 
リー 
の HI 
x1= 2 一 2xra 
(a) (5) 


图 8*5 
nn 2 
Xt トト X35 ls — ー ダ 1 ィ 十 2 マ ー ズ 55 


可 见 } 是 R,->R: 的 1- 1 的 变换 ， G 汐 边 界 尚 线 为 ， 
ui=0, WU, = 0， U1 tH = 24。 


316 


f 的 雅 可 比 行列 式 


] 
La † Ws) -uh + 5。) 


det ツ ナ = 


1 
1 2 


ーーーーー ーー 


2 2 


一 一 


が 


| XIdV ,(%) =| | ーー 了 (re +ua)2| -ay ) (uy 
Fk G 4 2 


1 1 ~~ 1 
-tau 


1 
48° 


っ 题 
习题 1 一 6， 计 算 | 天 (xiyxs)dY s(x)，F 的 边界 曲线 方程 


己 给 定 ， 控 所 指出 的 新 变量 &i， 4 进行 积分 。 求 出 所 给 变换 

约 这 受 搞 ， 画 出 下 在 (Us) 平 面 上 的 相应 的 区 域 ， 

1 。 下 (Xi1，X2) = 二 Xi1eX2,F 的 边界 为 X, 二 3X1，X| = 3X， 及 . 
Xi 十 xz 三 4。 上映 条 Xi = 3U1 Ws Xs, ニル 」 32。 。 

2 。 开 (XI1，Xa) =Xi 一 Xi 下 的 边界 为 Xa=2，xX1=X2 一 X，， 
X11 三 2X2 十 X2。 映 人 篆 X11 二 2U1 一 Wo +tH) ,X= 


+ 


3 。 开 (Xi 2) = Xz。F 的 边界 为 X11 十 X。 一 X?=0，2x! 上 x. 


4 。 


ー 2X2 =1, * ァ ュー%3 =0。 映 象 x」 ニル ュー 填 ( ル ュー20。 う "> 
X ぅ 。 三 ル ) 十 24。 。 


K(x1,X2) = (Xi +Xi-3， 下 的 边界 为 Xi 十 Xi 2X19X1 十 


2 ニー dx1, xi + xi = 2x，， XxX? 十 X? 二 6X。， 映 条 


x 1 xX, = と 2 
1 /。 多 2 ー 

(u, +uw,)* (uw, +w,)” 
K(x,，X2) = 4X1X2， 下 的 边界 为 XI 一 Xay XI 二 一 X2， 


(Xi! + 2) ^ + ァ ュー テ ゥ > 一 1=0。 映 券 X 1 = +U>»)» 


1 、 
Xs= -0 《一 Wi 二 Ws), 且 设 X1 Xs 之 0， 
K(x1，X2s) 二 XI 十 Xl。F 是 在 第 一 象 限 由 xi1-x:=】， 
Xi 一 X2=2， x1Xx。 二 1,XiX2 二 2 所 辕 的 区 域 ， 其 放映 条 
_ 2 2 ーー 
2」 デメ ュー 3 ぅ Ws 三 2 ュ Xs 。 


证 明 引 理 8。4， 
完成 引 理 8。6 的 证 明 
通过 球 坐 标 变 换 ，xXi=pcos の 5110。 Xz = psin gpsind, 


x, = pcosb， 计算 积分 | x,dF， 这 里 F 是 由 不 等 式 


F 
x イキ, Xi + + きき x。 之 0 


所 确定 的 区 域 。 
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第 九 草 ”无穷 序 列 与 无 穷 级 数 


89・1 基础 的 定理 


通常 用 式 子 


キー キー 或 や (9.1) 
n= 1 


表示 无 努 级 数 。4& 称 为 级 数 的 项 ， 而 


S。 デル ュ キ が > + Th, n=1, 2。 の 


称 为 级 数 的 部 分 和 , 当 级 数 收 敛 时 ，(9,1〉 还 表示 级 数 的 和 。 
为 了 避免 这 种 不 确切 性 ， 以 序 偶 来 定义 级 数 。 

定义 ”两 无 穷 序列 的 序 侦 ( {wu,}, {Ss,}), 当 {S,} 
之 每 一 S， =Wi 二 Ws 二 "+W, 时 ， 称 为 无 穷 级 数 。 wu, 称 为 级 
数 的 项 ，S, 称 为 级 数 的 部 分 和 , 帮 当 n>co,S,. 收 第 于 数 5， 
称 级 数 是 收敛 的 ， 它 的 和 是 S. 者 当 n->oo，5, 不 趋向 于 极 
腿 ， 称 级 数 发 散 。 级 数 被 它 的 项 组 成 的 友 列 { us 上 唯一 
确定 。 

尽管 上 述 定 义 在 逻辑 上 是 完善 的 ， 但 在 表示 形式 上 况 之 


习惯 卖 示 的 〈9。1) 要 有 麻烦。 因此， 在 能 够 看 出 之 4 表示 


的 是 级 数 或 是 它 的 和 的 通常 情况 下 ， 仍 采用 习惯 的 记 法 。 
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定理 9・1 党 级 数 之 4& 收 伍 ， 那 么 limz = 0。 


r= 1 三 一 oo 


证 明 対 ダ ヵ ジ 1。 有 g。=S。-S _1, 若 以 5S 表示 级 数 的 
和 和 和， 那么 妆 n 一 co 时 ，5, 一 S，S, .1 一 S$S, 因此， 当 n~> 52 时 ， 
U.So—5=0, 


注 、 定 理 9. 1 给 出 级 数 收 敛 的 必要 条 件 ， 下 再 定理 9.5 推 沦 农妇，limun 
二 0 仆 保 证 代入: 汶 疏 ， 
DA 
芭 给 定 肖 数 
Hi: + ルッ: 十 和 十 ww 十 "9 


那么 去 折 它 的 有 限 项 可 以 得 到 洱 的 级 数 ， 显 然 渐 级 数 收 化 
-> 有 奈 和 当中 级 。 


定理 9・2 设立 ww， 六 是 给 定 的 级 数 且 C 是 一 韭 零 的 


nm 1 i =i 
常 数 。 
Q@) 若 了 uw ， 记 V0, 收 第 ,那么 之 (7。 キ りう)。 之 (W ー 
rp = 1 # = 1 n=-1 n= 1 


J, )。 cw, 都 是 收 镶 的 。 日 


= 1 
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も) 车 可 发表， 那么 Ci 是 发 散 的 。 


世 {1 


证 明 对 六 自然 数 %， 有 
< 


ツ (< キリ っ = ut ve 
=1 Ei 


五 一 并 


ツ Crz =C Sur, 
下 一 1 


K= i 


貞 破 恨 定理 ($ 2・5) 立 即 得 出 (9) .为 了 证 明 (b) 。 失 要 注 


意 到 : 若 立 Cu 收敛 ， 那 么 由 (a) 也 (二)(Cu.)， 即 也 uw 


# = 1 1 1 
收 钱 。 


G 二 6G7 二 67 キキ 7 +… 

称 汶 以 7 为 公 比 的 几何 级 数 或 等 比 级 数 ， 
定理 9・3 a 大 0 的 几何 级 数 ， 当 [7| 之 1 时 收敛 ;、 当 | 中产: 
1 时 发 散 。 在 收 钙 情况 下 


#= 1 トーr7 - 


证 明 容 多 验证 


ーー yr 
S.=at+art+ Toar 1 
+ー ア 1 一 
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车 川 <1， 当 Hi->co，7"->0 (参看 82.5. 习题 6) .因此 


S,-> 一 一 7 若 7 之 1， 那么 4 や 05 由 定理 9: 1 级 数 发 散 ， 


定理 9・4 (比较 判别 法 ) 设 , 之 0， n=1, Ze の"*。 


(a) 基 対 ヵ 。 都 有 2 之 WW;， 且 a 收 全 ,那么 


D:D 


sam= 1 


(bp) 著 対 。 都 有 0S@,SV な 且 や c, 受 散 , 那 名 之 局， 
am デ 1 


モー ト 


发 散 。 
证 明 留 给 读者 (习题 11 与 习题 12) 。 
设 在 C0， 中 J 上 连续 ， 定义 
{= ft 
| 7 の ex = tim| .f(x)dx。 (9・2) 
当 (9.2) 右 端 极 限 存在 时 称 积分 为 无 限 区 间 上 的 瑕 积分 收 


化， 和 否则 称 正 积分 父 议 。 
定理 9.5〈 积 分 判别 法 ) 设 { 为 Cityeceo) 上 连续 、 非 侦 、 


不 增 的 函数 ， 级 数 之 ww 的 项 ts = の め 。 孝信 
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《a) 如 果 | f(x) dx 收敛 则 立 w ,收敛 。 


Cb) 如果 | fxz)ax 发 散 ， 则 立 !, 发散 。 

正明 ”因为 是非 负 且 不 增 和 的， 对 n 之 2 有 
Su, <[ ax< 2 Uj;。 
fm2 i =i 


直观 地 如 图 (9*1》 所 示 。 定 义 


F (x) = | fdx. 


当 | 7Coax 收 伍 时 ， 那么 了 BF(x) 这 一 不 减 函数 ， 当 x-~> co 时 


F(x) 趋 各 于 极限 ， 因 此 FCn) 是 不 减 的 有 界 序列 ， 
”323 


而 5。 = 了 Wu;， 且 有 S, 志 Fl)， 因 而 S, 扑 向 于 极限 。 于 是 
) 2 < 


Ca 流 证 明 。 当 各 分 | f(x) dx 发 散 , 即 x>oo, R(x) っ > co。 
< 1 


# ~ 1 的 
所 FO)>+c0。 而 由 FD) 过 1 ,可 以 上 断定 级 数 > u。 
) を 1 1 
ナー テ ES ts ~ 1 、， -中 了 
定理 9'5 的 推论 了 一 级 数 : 之 一 5 一， 当 了 ?之 1 时 收 伍 
n= 1 


取 定 理 95 中 的 (x) = -二 一 立即 得 出 推论 。 其 细节 留 
给 读 兰 。 对 于 0<p<1， 昌 然 p 级 数 的 项 4 ， 在 ?~ co 时 


w= _1__>0， 但 级 数 是 发 散 的 。 这 就 表明 定理 9"1 的 道 是 


i? 


不成立 的 。 可 見 由 4,>0 不 能 断 定 用 々 的 収 谷 性 。 


nm 1 


例 判别 下 面 级 数 敛 欧 性 。 


マ 1 


< (n+2)log(n+2) 


.1  _ 
f (xX) = (x+2)log(x+2)” 
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本 _ 1 
注意 f 喜 正 的 不 増 釣 乏 侍 函数 。 が の ) -机 TO 人 
有 


| -| -一 人 一 
1 (x+2)log(x+2) Js ulogu 


ー | LEU _1ogrlog(o+2)- logClog39 
3 logu 


当 a~>co 时 log[log(a+2)]-+co， 瑟 积分 发 散 ， 从 面 所 给 
级 数 发 散 ，。 
习 题 


习题 1 一 1]0， 判 别 给 定 级 数 效 散 性 。 


1 ， ター 入 Sv 
» Di? ‘i > 2 
中 タン 入 > ra 
7， > nS 8 。 > ーー」 
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rn 10。 ジ で ー) p 为 正常 数 。 
R= 1 * 


n= 1 ¢ 


li。 江 明定 理 9+4 (a) [提示 应 用 实数 连续 性 公理 
12。 自明 定理 9<4 (b) 。 


13。Pp 取 哪些 值 时 > logH/nt? 收 效 ? 
N= 1 


14。D 取 哪些 值 时 之 (logn)?/n 收 证? 
15。 江 明定 理 9*5 的 推论 。 
S9・2 一 般 项 级 数 ， 容 级 数 


当 级 数 的 每 一 项 定 非 负 的 ， 比 较 判 别 法 是 判别 级 数 敛 散 
性 的 常用 的 有 将 工具 。 这 一 判别 法 也 能 应 用 于 某 些 既 有 正 项 
也 有 人 负 项 的 所 谓 一 般 项 级 数 ， 


定义 如 果 级 数 台 ja 收敛 , 称 级 数 本 ,绝对 收 筑 ， 


i = 1 


如果 收 伍 而 立 ns| 胡 散 。 uw。 称 訪 条 件 収 敬 . 


定理 9・6 lg。| 收 你 ， 那 么 > 收敛 ， 且 
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证 明 ”对 六 hn， 定 义 


Wa |+ ー 
vu, = | Wr WW _ lu, リー Un 。 


ll, 一 一 lz。| ニーダ エル 。。 


Ov, lg |。 0Ev SR le. 


由 比较 判别 法 マッ あう wa 都 收敛 。 因而 3 (0。ー Wa 


n=1 rmi 


= > ws 也 收 敏 。 且 


| 


< > Gv, tw ) = hl 


= 1 


注 条 件 收 敛 级 数 不 能 绝对 收 仑 .下面 定理 证 明 ゞ (-D* 一 收 伍 ， 耐 


= 1 


和 


一 -是 p 一 1 的 8 一 级 数 它 是 发 散 的 . 因此 ーー 


和 を は i= 1 


HJ. 


大 条件 履 付 
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定理 9・7 (交错 级 数 定理 ) 役 u。 満 足 条 件 
1) wn, 正 仙 交 错 ; 
(ii ) 対 ぜ れ 。 [| < [us ; 


(111) irmnz。 = 0。 
那么 > , 收 侨 。 若 以 S 品 示 它 的 积 ， 那 么 对 半 n，5 介 于 5S, 与 
= i 


.1 之 河 。 
证 明 ”不妨 设 wi 为 正 ， 否 则 可 从 us 开始 ， 放 弃 一 项 并 不 影响 
上 政 谷 性 。 由 (1) 2 对 -Yn， 
Win_-1 >0, Un<0。 

如 王 写 出 

Ss = (U1 +H) + (us +us) 十 二 (1 十 1)。 
由 G1 。 対 サ Kk。 zz) くみ 每 一 括 弧 的 项 是 正 的 , 

Sy =U + Us tuUs) t+ C2 21 + 
括 有 絢 的 項 及 uz 者 小 子 零 ， 因 此 对 站 nhn，5S, て 2」。5。。 其 有 
穫 、 递增 序列 ， 它 收 代 于 数 5， 日 $， "<<S ,注音 到 5S， 1 1 = 人 2 
ーッ ュ ン ウ の:。5 特 列 対 ぜ れ 。 55。 ュ ンジ Ss 。 返 表明 S/ 4 基 有 下界 
的 。 冰 外 

Snir1= 2 ニュ (22。 寺 42 1 ュ 1) で や の 24。- rs 

S,,-1 还 是 递减 有 的。 当っ oo Sa -1 有 极限 。 上 《CI ， 


2 0 大 此 lim(S,,-1 十 了 za = limS,, =lim,,-i = 8S。 
人 ご を 的 "69 | 大 
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S341-!1 谍 地 拓 的 ， 因 北 5 jaー ュ SS 。 子 大 当 P 了 为 奇数 Ss > Ss 
当 p 錠 偶数 , S, SSS。 

下 一 定理 对 于 判别 级 数 是 和 否 绝 对 收敛 很 有 用 。 

定理 9・8 《比值 判别 法 ) 役 g。 デ 0。 =1。 2。 … ッ 


Wnt 
Ww 


>p， 那 +o, 


(i) 若 p<1l， 级 洲 Sn 绝对 收 合 。 


n= 1 
(ii) 若 p ン 1 或 1 つ > +oo0， 级 数 > p。 朋 散 
Eb 
お n= 


(111) 大 p=1， 不 能 给 
证 明 (1) 设 p 之 1， 并 上 


ES i 
> 


攻め ， 满足 pP<0 で 1。 田 


im | Ke | = p， 3 NN， 使 当 n 之 N 便 有 


| の 即 ki < lv 。 


因此 
lg ぐ pp’ [Wi <(p7 ) U2| ぐ …< ぐ て (7 Iuy| 再 


D> | 与 几何 级 数 の ) 相 比 较 可 知 立 lz| 收 灾 ， 


= 


| A 
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因而 立 ju ,| 收 人 


(ii) 着 p>1， 或 | |~+eo， 那 么 JN， 使 当 


用 之 N 有 


ジ 1。 即 必 計 ジ luxrl 。 


に デー 


这 样 ， 当 n->co，u, 不 能 趋向 于 零 。 由 定理 9.1 级 数 立 发 


牧 。 
Gii) p 一 级 数 立 一 六 -， 不 论 p 取 什么 值 都 有 


| H+i 


n+1] \? 
Us (ーー) テラ n>) 。 


这 个 例子 说 了 明 p =1I 人 情况 下 ， 比 值 判别 法 失效 。 

形 如 

Co +Ci(x—a) tC,(x—- a)” +…+C, (x-a)" 十 %…，， 
汐 级 数 称 为 客 级 数 ， 这 里 a，Ci G=0,1。 2。 … う ) 趣 常 数 。 
车 x* 取 定 一 个 值 ， 那 么 上 面 级 数 成 为 数 项 级 数 ， 可 以 考察 它 
的 仇 散 性 。 对 R ,中 一 切 使 突 级 数 收 敛 的 x 的 值 ， 让 相应 地 级 
数 的 和 与 x 相 对 应 , 便 定义 了 一 个 函数 1 x 于 C(x- の" 


1 
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后 面 我 们 将 要 证 明基 本 的 初等 冰 数 ， 如 三 角 嚼 数 ， 对 数 函 数 
与 指数 函数 等 都 是 考级 数 定义 的 函数 。 不 仅 如 此 ， 蜂 级 数 将 
寝 用 来 定义 和 研究 许多 的 非 初 等 的 函数 。 


引 理 9:1 若 级 数 之 u, 收 化， 那么 コ 正 数 MM, 使 対 p。 


r= 1 


有 ,| ご M 成 立 . 


定理 9・9 营 级 数 >,C, (x 一 a)" 对 X= Xi1， xi 六 6 站 伍 ， 
那么 级 数 对 所 有 满足 lx~al 过 lxi=-al 的 x， 绝 对 收 伍 , 井 且 
』 正 数 M， 对 满足 lx-al< jxi -al 的 x 与 一 切 &， 有 


le。e- の 邊 SM( ーー ) (9・3) 
一 


证 明 ”由 引 理 9.1， 3 M， 使 对 Yn， 有 
IC,. Cx1 ~ a) "| <M 
又 因为 


[(x- a) "| 


IC, (x - a) | 一 IC (x1-—0) | 9? Cx ューg) | 


)， 


ーー | くり 几何 级 数 之 M 


ル ん 让 


を ィ ー@ 


(9.3) 式 被 证 明 ， 由 | 
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9 | ) 投信 下 比较 | 法 ゞ |C。 (メー @) | 蛋 到。 


Re 


定理 9.16 没 也 Cc， (x - d) "是 给 定 的 窜 级 洲 ， 那 么 
《 12 级 当 仪 在 X= gg 点 收 钱 ， 
《11)》 级 煞 对 一 切 x 值 收 伊 ; 
iii) 存在 R。 頒 数 対 | ャ ーal<R 収 敬 , 対 lIx-al >R 


(C1) 。 (11) ，(111) 和 有 昌 仅 有 之 一 的 情况 出 现 。 

证 明 仔 在 傈 蔬 交 和 铭 说 朋 (1) 或 (11) 的 情况 可 能 | 
现 , 为 了 证 虹 GID ， 访 9Xi 关 4， 级 数 在 X= Xxi1 太 收 侠 

散在- xX; 扣发 刻 。 定 义 
3 = 人 tp :级 数 对 |x-al<p 收 仇 }， 

由宇 理 9.9, [x1~ al< |x, -~ al 和 xi-al€ES, xy 一 G| 为 
S 的 上 界 ， 记 R= supS. 设 |x/ ーgl ご KR。 ボク 、 コ p と S 使 ]*/ 一 
al<0 扩 民 . 仍 由 定理 9。9， 级 数 在 X=2X II 妇 。 于 是 插 级 数 对 
jx 一 al<RE 改 。 现 设 |x 一 oa 0 dE 敛 ， 
那么 0 € 5S, 六 Re sup SF 慎 。 因此， 大 级 数 在 x” 反 
婦 和 政 。 


例 设 级 数 也 一 一 和 5 ， 求 使 它 收 分 的 x 的 


n = 1 


解 ”应 用 比值 判 天 法 ， 


992 


| Wn こま ー 4 ^ 
] 7 。 2 メー1 | (G+1)2 * 


央 此 当 テ xi<j， 即 -1<x<3 时 级 数 收 钨 。 而 对 于 


ュー 也 即 x= ~1 与 x= 3， 级 数 的 各 项 的 绝对 什 


td 


河 凡 一 个 P=2 的 p~ 级 数 ， 它 基 收 化 的 。 于 是 所 绽 究 级 数 收 
JI 條 満足 -1 “へ 3 而 奏 涉 他 的 x 信 处 级 数 发 放 ， 


习 ”是 


基 新 习题 1 一 12 各 个 级 数 的 效 散 性 。 妆 级 数 让 效 时 确定 
它 是 绝对 故 笋 还 是 条 件 妆 效 。 


1 0) (1D "nl 
「・ ン nt ’ 2. 之 0) 3 


/ 《一 (一 1) LSE DAM 
3 。 ー ーー 4。 > 一 一 -一 一 

ター 1 の 十 1 am 一 人) 

2 
ーー ) 
5 DB) 6. > ー (パー 7 が 1 
A ns ”所 1.3.5…(27 一 1 

”i = (—1) 2.4c6°2n 
の ) 

n= i ni の 


ひひ 


(1)"(262ー3 れ 2 
9・ > か 


= 1 


wy 


之 (n+1)log(n + 1)” 


11, > cD log 


多 
n = 1 


12, > -Don 


7 “< 


= 1 


习题 13 一 20， 求 各 老 级 数 收 你 的 X 什 。 


13。 > (n+T1)X"， 14。 ーー タカ ーッ 


Li 


eh 
on x っ 
15・ 之 一 16 。 > (x+2) » 


亚 nl 。 
7 。 之 1.3...(21 二 1 (x 3) » 


本 = 1 


ー 2 
六 (2 十 2 Mt 


Je 2" (n+1)’ ’ 


> の ' 
19。 之 ーー (x +1)', 


《一 T)"- (ogn)2 
. SCD dom2 


入 ご 1] 


21。 若 uu 是正 项 收效 级 数 ， 证 明 对 女 D >1， 


# = 1 


这 us 收敛 。 


到 一 | 


22。 求 二 项 式 展开 的 级 数 


We 1 — ] 》 …・ 一 好 十 4 I 1 


nt 
的 收效 区 间 。 


23。* 设 全 是 满足 定理 9s7 的 条 件 收 将 级 数 。 设 A 是 任 一 实 


n= 1 
数 。 证 明 交 换 级 数 的 项 之 后 能 使 新 级 数 的 和 有 是 (4A- 一 1， 
A+1) 中 的 一 小数 。 
24， 证 明 引 理 9。1， 
25， 举 出 定理 9。10 之 情况 (1) 、 (11) 的 实例 。 


S9・3 一 致 収 偽 柱 


设 { 1, ) 的 每 一 f ,都 是 定义 域 包含 区 间 ICR, 的 沸 数 。 
对 于 车 x E171 可 以 研究 { f(x) } 这 一 数列 的 收 化 性。 一致 收 
敛 性 的 概念 是 一 个 有 关 在 I 上 每 个 点 都 收 钙 的 序列 { 了, (x) } 
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的 让 纹 注 质 的 概念 ,这 一 概念 在 数学 分 析 里 有 许多 的 应 用 , 特 
列 有 意义 的 是 如 定理 9"12 指 出 的 ， 设 帮 在 [上 上 连续， 符 人 了，} 
一 双人 伊 时 ， 那 么 所 的 极 世 到 是 连续 斑 数 。 

是 兴 称 {了 在 [上 一致 收 伍 于 下 数 > 对 立 s>0。 
3 与 x 无 关 避 N， 人 便当 有 RN 时 ，lfx) ~ 了 (Xx) <e， 对 一 切 
に 』 成 立 。 (9・4) 

一 致 收敛 性 与 通常 在 每 一 点 收敛 性 的 区 别 在 于 整数 N 不 
依赖 十 x， 即 对 I 中 一 切 x 有 大 同 的 N。 一 致 收敛 性 榴 几 何 意 
义 如 图 92 记 示 ， 若 。 基 茶 一 正 数 , 当 z ジ MM。 ッ = ナチ (x) 的 区 
象 整个 地 介 于 fx) 一 2 与 j(x) + 8 之 问 。 


序列 { (x) } 在 [的 每 每 一 点 x 者 收 化 于 f(x)， 而 不 一 至 
。 2HX ー 
チン れ 三 1]。 2。 “os 
1= {x: OS を SS1 ま 。 
n= 1，2，3，4 的 f, 的 图 形 如 图 9*3 所 未 。f 可 号 为 
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te 


3 ンプ 71 
| PE 
4 
| 
| 
| 
| 
| 
1 | 
| ] 
其 
と 1 
图 9・3 
2X 


hn ] 
f, (Xx) 本 1 ト 2 
X ”十 - 
用 


注意 到 ザ x>0, 了 。 >On > テウ yn,f,.0) = 
0・ 内 ま 財 サ CCj。 (x) 三 う 。 聞 対 サメ EI, 当 r マ > 上 时 。 CX) 


テバ ) 。 
fC) 在 *=ー ト - 点 取 最 大 価 中 - 王 =1 ( 可 貞 公有 


临界 点 x = 断定 メー (x) 的 最 大 值 点 ). 若 取 0< s <1, 
用 

_ - 0 、 HH 因 J f ( 1 ) 

呈 不 存在 使 当 #>N 有 《9 成 立 的 Ns 这 是 因为 上方 


fl 


\ HR / 


| = 1 对 每 一 4 都 成 立 ， 
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用 定义 关 定 给 出 前 量 数 序列 是 否 一 致 收敛 往往 是 困难 
由， 下 一 定理 给 出 一 致 收 信 性 常用 的 简单 的 准则 ， 

定理 9・11 设 f,(4=1，2，…) 及 f 在 I= {x:asx き 
b } 上 上 连续， 那么 f ,在 :一 收 收 化 于 1 志 这 当 n 一 co 时 ， 


8 .= max|f, (x) -f(x)1—0, 
と に 


正明 (a) 首先 假定 收 剑 十 一 臻 的 。 那 么 对 六 2 宇 0， 
3N， 当 np>>N， 对 T 中 所 有 xx 都 有 |j (xz) 一 fx)i<s .因为 
1f ,xX) 一 了 (x)| 在 I 上 连续 ， 它 在 I 的 点 Xx, 达到 最 大 值 e ,= 
(うー 人) | ,当然 应 当 有 8 。 ぐ s。 対 一 切 み 2 が 成立 。 
由 2 的 任意 性 ， 按 极限 定义 ， 当 n> 时 ，& .一 0， 

(b) 假定 当 n->oo 时 ，8 >0。 那 名 対 サジ 0。 ヨ N ょ > 
便当?>N 有 .<e .由 He,= maxl|l, (x) -f(x)|) 有 


f(x fA 委 e < 
对 【中 所 有 x 成 立 ， 由 定义 一 致 收敛 于 了 
例 设 1， : X ,XEI= {x:0Ex El}, 


n=!, 2。 … 
证 明 对 半 x EI1，f, (xx) ->0(->co) ,并 判定 所 是 个 一 致 收 丝 。 
解 ” 因 为 f. (0) = 0,x 对 一 团 n 成 六 ， 叱 然 了 (0) ->0 《HR -> 
co) ,对 于 x 之 0， 把 f, 号 成 


了 。 (x) = - XIE 
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可 知 当 %- ヶ eo。 了 。(x) っ 0。 了 , (xX) 的 导数 


和 _ n(x) 
fF. (x) CT 


当 x = 二 时， 且 f (一 )=0， 且 有 (下)= 下 n? 为 ,最 


大 值 。 央 此 当 n->co，e ,= 寺中 不 趋向 于 零 ， 由 定理 


9 11， 了 ,不一致 收敛 。 
定理 9。11 仅 在 1 可 知 的 情况 下 才能 应 用 。 
关于 一 致 收敛 性 的 重要 作用 可 从 下面 的 定理 看 到 ，。 
定理 9・12 假设 jf,，n=1，2，…， 在 区 间 1 上 连续 ,上 且 
在 I 上 一 致 收 敛 于 f， 那 么 1 在 I 上 连续 。 
证 明 对 Ye 汪 0，IN， 使 当 n>N 对 I 中 及 有 x， 有 


{|f .Cx) 一 了 (x) に で (9*5) 


令 xo 表 示 ! 的 任 一 固定 点 ， 因 加 :在 ! 上 连续，3 60>0, 使 I 中 
满足 jx 一 xol 之 6 的 x 有 


fr CX) ~ fr (eo) | < (9*6) 


由 (9。5) 与 (9.6)， 当 |x 一 xof 之 6 有 
(f(x) — f(x0) SS) 一 fur (X)| 
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十 Fr x) — fr (Xo0)| 十 Fo ~ fx) 


EE 
^3 3 3 | 

由 连续 性 定义 ，f 在 x。 ET 连续 。 由 xo 任 意 性 ，f 在 ! 上 连续 。 
”定理 9'13 《一 致 收敛 序列 的 积分 ) ” 设 序 列 J,，n= 1， 
2，…， 在 有 界 的 区 间 T 上 连续 且 一 致 收 仇 于 忆 ceE7 并 定义 


一 ど 


が 《X) = OF xEI, 
那么 } 在 [上 连续 且 BR (x) 在 7 上 一 致 收敛 于 
F(x) = | 7 の g 


证 明 ”由 定理 9. 12，j 在 I 上 连续 。 令 1 的 长 为 L, 対 サ e> 
0。 由 f ,一 致 收 征 于 f， 所 以 ヨ N, 使 当 n> ン N。, 对 I 中 所 有 x 有 


|f. (x) - fo) <. 


a 
FG - FO = || げ . の -7 の gi 


和 | GD -7 の 1d 
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当 ?N 对 于 TI 中 记 有 x 成 立 . 即 R,(x) 在 I 上 上 一致 收 敛 于 F(x) 。 

定理 9.14 设 {f,} 的 每 一 ,在 有 界 开 区 间 ! 内 具有 这 
续 了 字数 ，f (x) 对 邯 xX ET 政 伊 于 fx)，f 在 了 上 一 致 政 個 
于 8g。 那么 g 在 I 上 连续 并 且 对 六 x ET 有 


f’ (x) = g(x)。 


证 明 ”由 定理 9*12 可 知 g 在 I 上 连续 。 设 c 是 1 的 任 一 点 。 
XA, xtlY, 有 


7 の ag = f, (Xx) — 了 ,(c)。 


因为 {f. ) 一 致 收 化 于 g 且 f(x》 收敛 于 f(x) ， 应 用 定理 
9:33 得 


站 epat=yco -fo， ーー (9x7) 


対 (97) 求 号 数 便 得 
j’ (x)=g(x), «EI, 

关于 R 内 的 实 值 函 数 序 列 的 上 述 结果 ， 有 有 有些 可 直接 挫 
广 到 定义 在 距离 空间 的 集 4 上 的 实 值 函 数 ， 

定义 ” 设 4 是 距离 空间 S 内 的 集 ，jf :9 一 R， 天 三 1， 
2。…。 基軸 数 序列 。 称 {7 在 4 上 一 致 收 伍 于 图 数 了 三 : A 一 
R を > 計 Ye>0, 3jN, 使 2>N 及 一 切 zE 4, 有 

[fo (xX) ニナ (x) | て g。 
下 一 定理 是 定理 9・12 的 扶 了 。 
34 了 ア 


定理 9・15 攻 f# ,是 中 离 空 间 $ 上 的 实 值 田 数 ， 有 cj, 在 9 的 
集 A4 上 连续 ,车 {Ff, } 在 4 上 一 致 收敛 于 1 ,那么 1 在 4 上 连续 。 

其 证 明 与 定理 9.12 的 证 明 相 似 ， 留 作 习 题 。 

定理 9。13 与 9。14 能 推广 到 定义 在 N 一 维 欧 几 里 得 空间 的 
实 值 函 数 。 

定理 9・16 设 F 是 Ry 内 的 财 图 形 ，f，: R;, n= ti, 
2，…， 是 在 FE 上 连续 且 一 致 收 仇 于 记 Mp 


aw 一 lim | fayw。 


其 证 明 与 定理 9。13 的 证 明 相 似 ， 留 作 习题 。 

定理 9・17 设 K 是 满足 1 人 K&N 的 一 整数 ，G 是 Rw 内 的 
开 集 ，j : G 一 Ri，1 ,及 if, ;x 在 G 上 上 连续， 如果 对 站 xXt GG， 
{了 ,x } 收 伍 于 f(x) 且 {了 ,:x } 在 G 上 一 致 收 全 于 沙 数 g, 那 
人 么 8gB 在 @G 上 连续 ， 且 


fx(x) = g (xX), x€EG, 
其 证 明 可 仿照 定理 9。14 作 出 ， 也 留 作 习题 。 
连续 函数 序列 {f,} 于 每 一 点 收敛 于 连续 国 数 ， 可 能 


| .ay 不 趋向 于 | faV。 举例 如 下 ;定义 


7。 0 。 
f < 一 >( 一 n“x+2n 1 
， っ » nn i 7 * 
0。 人 <X 和 | 


.342 


其 图 象 如 图 9.4 所 示 ， 容 易 看 
出 对 xETIT= {x :0 入 x 魏 1) f, (x) rues 
っ (x) 三 0, 但 是 ， 


| の =1y | fax=0. 
0 n | 


定理 9.15、9。16、9"17 能 饮 
进一步 推广 为 定义 域 属 于 距离 经 [ ! 
间 (51 ,4d1)， 值 域 属于 (S,,d,) っ M * 
的 函数 序 列 〈 人 参看 习题 19) 。 


A 悪 


习题 1 一 10， 证 明 {了 (Xx) } 妆 黎 于 了 x) (xED ， 并 
判定 f, 是否 在 I 上 一 致 数 线 于 J 


2 れ 
1 +nx” 


1, 用 1 テー f(x) 三 0,。 I= {x:0 ミ x きき 1}. 


2, fr SN f(x)=0, I= (1 0SSS1 j 。 
: 二 
3 . Ff,: メッ ーー ニー f(x)=0, 7=【xi OSSxSS1 ) 。 
。 n° ー ー 。 
4 。 7 ドッ ーーーーー f(x)=0, I= {x :0<x<1) 。 
nx = = (x: 0<x< 
5. ff, ~ 1]+nx’ f (x) = Xx, 1= {x :0 委 x 生 1 上。 


| | ] 1 1 
6. je メー プー トー os ーー 


S1nnX 
一 和 一- 一 一 一 一 一 -一 一 
Nx 


, fx)=0, 7= {x: 0 くく eo 上 


_ 1 
9 ナド ・ タ メラ ーー 1 (X) = ーー 


1 


1 
ー 5 委 SSXSS の 上。 


10。f。 : x-—>nxe™"” 。 fx)=0, 7= {x :0 委 x 委 1 上 上。 

11 证 明 序列 1 we ， 对 六 XE1= {Xx ; 0xS1) 收 合 
但 不 一 致 收 做 。 

12， 设 f(xX)= (n+2)(nt 1)x (1 一 x) 及 f(x) 三 0， xXE1l1= 
(xi OSSS1 ) .证 明 当 n->52，f,(X)->j(X)， 对 XE 


1 蕊 评 。 淹 定 是 否 有 | f， Coax->| f(x)dx (n>20)? 


13。 正明 定理 9*15。 
14。 送 明 定理 9*16。 
15。 延 明 定理 9*17。 
#16_ 举 出 一 定义 在 集 A&= て (XxX,%)・ 0<x<1, 0<yS1} 上 
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的 涵 数 序列 {ff,}，{f,)}) 在 A 的 每 一 点 妆 合 于 了 ， 但 
| fxs)aV | fxsy)dy. 


17。 设 {f,})} 与 {8,) 在 距离 空间 的 集 A 上 分 别 一 致 妆 化 于 
j 与 8， 证 明 {1f,+g, 在 A 上 一 致 收 化 于 f+g。 
18。(q) 设 {ff, }，{g，}) 于 距离 空间 的 集 A4 上 一 致 有 界 ( 
M， 使 对 一 切 hn， 及 XE A， 有 jf, (Xx)| <M。) 且 分 别 一 
致 收 化 于 f 与 8， 证 明 {f,*8s} 储 A 上 一 致 收 你 于 fg。 
(0) 卒 出 1 ナナ {8 ) 都 一 致 收 素 而 人 jg， 不 一 至 
并 人 效 的 例 村 。 
设 帮 为 由 距离 空间 ($ ,di) 到 另 一 距离 空间 《92 ds2) 的 场 
数 ，h=]，2，…。 攻 了, } 的 每 个 f, 往 ACS1 上 连续 ， 
且 f 帮 在 4 上 一 致 妆 你 于 fj 那么 f 在 4 上 连续 。 
“20。 证 明定 理 9*16 的 如 下 推广 。 设 F 是 Ry 内 的 图 形 且 f, ;下 
-> 民 ; 是 在 已 上 可 积 的 函数 ，1 =1，2，…。 当 f ,在 FPF 上 一 
致 妆 黎 于 ff， 那 么 f 在 了 上 可 积 且 
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| fava = lim favv。 
[提示 ; 首先 汪 明 f 的 可 积 性 。] 
$9.4 ”级 数 的 一 致 收敛 性 ， 项 级 数 
的 一 致 收敛 性 


没 gk (Xx)(K=1，2，…) 十 定义 在 距离 空间 5 的 集 4 上 的 
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实 值 虽 数 。 
定义 “ 设 无 穷 级 数 立 w (x) 的 部 分 和 为 S$, (x) , 5。(x) = 
K=1 


之 ux (0， 称 级 数 在 集 4 上 一 致 收敛 于 一 函数 S 生 > 部 分 和 
序列 { S。 } 在 4 上 一 致 收敛 于 S。 


上 述 定义 表明 级 数 や wa (x) 的 一 致 收敛 性 归结 为 它 的 部 


K= i 


分 和 序列 的 一 致 收敛 性 。 由 部 分 和 序列 的 有 关 定 理 得 到 天 于 
级 数 的 相应 定理 。 
定理 9・18 《定理 9:2 的 级 数 形 式 )” 设 w,, =1,2,…， 


在 距离 空间 的 集 A4 上 连续 , 且 这 u(x) 在 A4 上 一 致 收敛 于 
SC(x) ,那么 SGx) 在 4 上 连续 。 
下 一 定理 是 定理 9*13 对 级 数 形式 的 推广 。 


定理 9・19 (无穷 级 数 的 和 逐 项 积分 ) (a) 役 wa(%) (n= 
1，2，…) 是 定义 在 Ri 的 区 间 I 上 的 实 值 通 数 。 设 &, 在 T 上 可 


R。 > w(x) 在 I 上 一 致 收 合子 S(x). 那 么 S 在 I 上 可 积 。 营 
nr = 1 
cecl, 定义 UU, 及 S 为 
U(x) = EAGLE SCx) =| Swat, 
那么 > U(x) 在 I 上 一 致 收敛 于 S(x)。 
nr i 
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(も) 设 x(x)，H= 1，2，…， 是 定义 在 Rxy 的 图 形 F 上 
的 实 值 函 数 ，us (x) 在 FE 上 可 积 且 之 xz) 在 FEE 一 致 收敛 
于 S(x)。 那 么 S(x) 在 F 上 可 积 并 且 


Lr 


マ | zzy。= | _SgY。。 
n=1 “ = 

本 定理 的 (5)》 与 $39.3 的 习题 20 相 联系 。 

定理 9・20 (无 穷 级 数 逐 项 微分 ) ” 设 K 是 1 二 K&NI 的 一 
整数 ，v 及 un yg (n=1，2,…) 是 在 Ry 内 的 开 集 G 上 定义 蝎 


实 值 连续 函数 ,对 站 xzE G， 之 zu(x) 收 敛 于 SCx)， 而 
n= i 


マム (在 G 上 一 致 收敛 了 于 1x) ,那么 对 xEG， 有 


S x(x) = が Kx). 

定理 9.18，9*19，9*20 与 相应 的 关于 序列 的 定理 的 证 明 
是 相似 的 。 

下 一 定理 给 出 一 致 收敛 的 有 用 的 间接 判别 法 ， 可 应 用 于 
级 数 的 和 未 知 的 情况 。 

定理 9・21 (外 尔 斯 特 拉 斯 M 一 判别 法 ) 。 设 w,n= 1,2， 
.… 是 定义 在 距离 空间 的 集 4 上 的 实 值 函 数 。 阁 对 六 hn， 及 A 中 
所 有 点 x，|us(x)| <M,，, 而 且 常 数 项 级 数 之 M, 收 化 那么 


和 到 和 


(の ) 及 や lus (x)| 在 4 上 -一致 收敛 。 


a = 1 
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证 明 ” 据 比 较 判 别 法 (定理 9*4) ,对 YxEA，> lu, (0)| 
= 1 


是 收敛 的 。 令 


中 に | 


t, (xX) = > ur (x)| Rt(X) = 之 lg (x)| 。 


K=1 K=1 


由 定理 9"6 导 出 之 xx) 收 伍 。 令 


1 = 1 


§ (x)= > ugk(x) 及 S(x) = ur (x), 
EK=i 


那么 


> Ur (xX) | 


六 一 有 十 


|S， (>) ーー S (x)| 一 


に = 


< > lurCx)| = Iti(x) — t,(x)| 


K+ 1 


由 总 NM 收 伐 ， 当 m>co， 立 Mk->0 与 x 无 关 ， 我 们 断定 


S,(x) 一 致 收 合 于 S(x)， 
下 面 关于 短 级 数 一 致 收敛 的 定理 是 M 一 判别 法 的 下 接 
推论 。 
J48 


定理 9・22 没 级 数 や C。(x- の " 在 x= ixi 类 0 必 伍 ， 
那么 级 数 在 {= { x: a~-h 志 x 二 a+h} 区 间 上 级 数 一 致 收 
敬 , 送 里 れ こく |*,-gl|, 井上 且 ョ MM。 使 


cs (x- の | SM > ー コ ) (9*8) 


对 |x- dj 委 玉 < Xi 一 a| 的 x 成立 .。 
证 明 不 等 式 (9'8) 是 在 定理 9， 9 里 所 述 不 等 式 (6x3) 的 


直接 绪 果 。 而 立 M( ーー ) 是 收 全 的 几何 级 数 ,由 M 一 


判别 法 导出 C(x -a) 一致 收 化。 


宇 (守重 人 22 里 的 必须 小 于 [|X ,一 4 二 才能 你 证 级 数 在 1 上 一 致 收 义 . 


ゞ (TD x" 
入 [| 
R= 1 
它 在 x 一 ] 收 全 ,但 在 x 一 一 发散 .车 级 数 在 | x | < 一致 收 化 ,那么 它 便 在 Tx 


ー})* 
ーー %* 不 能 在 1xt 


二 1 上 一 歌 收敛 (读者 可 以 证 明 这 一 事实 ) . 流 表 紀 了 
并 二 二 
性 1 上 一 致 收敛 ,而 对 于 有 过 1， 它 在 [xX | hr 上 是 一 致 履 徴 的 , 
(ii) 菩 定理 9.22 的 级 数 对 X 一 X ,绝对 收效 ， 那 么 家 ji 一 |x, 一 G1 ， 级 数 在 
=fy ;上 x 一 a | 声 1x, 一 a 1} 二 一 致 收敛 .为 证 明 这 一 点 ， 只 要 注意 到 ]x 一 
al 革 | xi 一 a | 时 ， 有 
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[C(x—arn) | 1 で C。( テ ューg)* | 。 


例 1 求 使 级 数 
D> n+1) x (9・9) 


于 1= {x :| xi 和 jp 上 一 致 收敛 的 h 的 值 。 


Imt1l)x |<n+1)h", 
据 比 值 判别 法 ， 当 0<n<1 时 ， 级 数 立 t+1) が 收敛 。 因 


则 级 数 (9.9) 当 R<1 时 ， 在 区 间 T= {x ; |x| 志 hh} 上 一 致 收 
敏 。 级 数 (9.9) 当 x= +1 时 发 散 ， 因 此 当 且 仅 当 hh 过 1 时 ， 级 
数 (9。9) 在 [上 一 致 收敛 。 

例 2 求 使 级 数 


0 


nr (9・10) 


于 I= {x :1x| 委 hj 上 一 致 收敛 的 的 值 。 
解 当 |x|<h, 有 


hb" 
hn” 


れ “ 


按 比较 原则 ,及 由 ター トー 小 公 。 可 知 当 过 1 时 级 数 全 
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妆 敛 。 按 比值 判别 法 ， 当 x>>1 时 级 数 (9。10) 发 散 。 我 们 断定 
级 数 (9*10) 在 IT= {x: lxlS1}) 上 一 致 收敛 ， 即 所 求 之 h 为 
不 大 于 1 的 正 数 。 

引 理 9・2 设 级 数 


f(x) = SC Cx-a) (9*11) 
对 1x- al<RORS0) 收 伍 ， 那 么 [与 尹 在 |x- al<R 内 连续 ， 
目 


7 (x) = ツ nC。(x-g の "7 。 (9・12) 


mi 


証明 选取 xi， 使 |x: -al<R， 再 取 h，0< 有 <|xi- 
el .由 定理 9.22， 级 数 (9,11) 在 I= {x: |x-al 志 hy 上 一 臻 
收 做 ， 且 存 在 M， 使 当 |x- al 和 Rn 有 


Cro) <M ーー) 。 


由 定理 9'8, 函数 f 在 I 上 连续 。 此 外 ， 还 有 


1 一 】 ”~ < 一 nM ( h ) . 
InC, (x a) «nlC, lh ~ h [x=-al 


由 比值 判别 法 可 知 ダー ( ーー た) 收敛 ， 因 而 (9*12) 


[x1-al 


的 级 数 在 I 上 一 致 收 伍 ， 由 定理 9*20， 定 理 9*18 可 私 (9*12》 
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式 成 立 ， 并 且 f' 在 I 上 连续 。 因 为 是 任 选 的 小 于 R 的 正 数 ， 
因此 1 与 /在 |x~al<R 内 连续 且 (9・12) 式 成 立 。 / 
借 甚 于 引 理 9.2 可 得 敌 级 数 逐 项 微分 及 逐 项 积分 的 定 
理 、 リー 
定理 9・23 设 } 为 


f= TSC, x a)"', [x-al<RRD0) 。 (9*13) 
(ij 在 jx-ql<R 内 具有 任意 阶 导数 ， 对 姜 自 然 数 
m，J'"” (x) 可 由 (9;13》 逐 需 微分 m 次 得 到 。 
Cii) 对 |x-al<R， 和 定义 了 为 … 


F(x) = | 7( の gi 


那么 FE 可 由 (9*13) 逐 项 积分 得 到 。 
Gii) 系数 ーー 


C= lf, (9<12) 
nl 


证 明 ”由 引 理 9.2 及 归纳 法 可 得 〈i) 的 证 明 。 应 用 定理 
9*19 便 得 (ii) 。 为 了 证 《9.14) 式 ， 把 (9*13) 逐 项 微分 
Rn» 并 令 x= a 便 得 。 | 

综合 〈9.13) 。 (9*14)》 式 ， 对 于 稳 级 数 (913) 所 年 
义 的 前 数 f(X)， 丰 
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f= や だ Pe の Cx- の "。 (9.15) 


| 到 


一 函数 在 某 点 的 邻 域内 具有 各 阶 连续 的 导数 ， 则 称 函数 
在 这 一 点 是 无 限 可 微 的 。 函 数 在 某 点 ao 无限 可 微 ， 但 它 可 能 


并 不 等 于 立 -1 一 (x 一 a)", 例 如 


i 


对 x 关 0 求 1 的 各 阶 导 数 : 
(x) = 2x-? er . 
f(x) = x (4 6x De 
f(x) = xp, (Xe 
这 里 P， (X) 大 一 次 多項式 . 护照 光 比 达 大 法 则 以 及 导数 定义 、 


对 Yn,， f'"*(0) 一 lim OD ctime =0。 按 


> (0 x* 写 出 来 的 寡 级 数 全 等 于 堆 。 但 1(x) 除 x= 0 点 


0 nl 
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之 外 恒 为 正 ， 即 Eu 0 点 的 宏 级 数 并 
不 等 于 f(x)。 

-定义 设 f: 1_>R, 在 6 €1 点 无 根 可 微 且 有 有 (9・15) 起 成 
立 ， 而 (9,15) 的 级 数 的 收敛 半径 为 正 数 ， 便 称 } 在 o 点 是 解析 
的 。 称 函数 为 解析 的 所 > 它 在 定义 域 的 每 一 点 都 是 解析 的 。 

由 上 面 例子 可 知 ， 为 了 函数 是 解析 的 ，f 应 当 具 有 比 无 
限 可 微 还 多 的 性 质 ,, 带 余 项 的 台 劳 定理 (定理 7*6) 是 确定 
年 数 是 否 能 展开 成 震级 数 的 基本 工具 ， 为 了 应 用 ， 把 台 劳 定 
理 复述 为 定理 9。24。 

定理 9.24〈 带 余 项 的 台 劳 定理 ) ” 设 f 及 其 直到 n 阶 的 子 
数 在 包含 1T= {x :a 委 x<b} 的 区 间 上 连续 ， 且 对 a 过 x 达 5 的 
每 --x，f "1”(x) 存 在 ， 那 么 Jj 5E，a 过 £5 之 bp， 满 足 ] 


の = DN 7 (bp-a)i+tR,, (9・16) 


jt 


at+itIKE)COD 一 as 


RK, = (n+1) 1; ” 


定理 9.25 对 于 任意 的 ec 及 x， 有 展开 式 
Xo ~ (xーa)" @ 
ex 一 6 之 一 条 一 (9。17 ) 


成 立 。 
证 明 ”应 用 定理 9.24 于 f(x)=e*,f'" (x)=e*,n=1， 
2，…， 且 令 (9*16) 中 的 = x， 得 到 
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こ ーー っ)) 
e*ー ら 6 ンー テー スー+R.(o。 x), 


) = 0 


er 
R, = 一 一 一 一 a + 
Ti ば ーー の 2 


这 里 E 介 于 a 与 x 之 间 。 若 xz>>a， 则 ao<Es< xx， 因而 es:<e2 
沙 x<ca， 则 x<<E<a， 因 而 e:<e .于 是 


| メーa|*" ， 
R, (a, x)<Ca, X) 一 Ca+1) 2 (9*18) 


1 6" ヨメ ンジ g。 


Cla,x) = 
Le: a 


注意 C(a, Xx) 与 nn 无关， 按 比 值 淹 别 法 级 数 (9.17) 对 xER; 
妆 伍 。 由 (9。18) 当 ?~>co， 及 ,>0。 所 以 级 数 (9.17) 对 站 x 与 
04 郑 收 敛 于 e-， 


引 理 9・3 右 1(X) = Sinx,， 和 fC) = sin (x+ 这) 


荐 1(x) = cosx， 那 么 1 (x) =cos(x+ 学 )、 


引 理 很 容 多 用 妇 纳 法 证 明 。 
定理 9.26 対 ゼ acCR」 及 xCR」, 有 


a ne nx\ 


Si1nX = > -- ーーー 3 た ( ァ メー)『 


二 | 


mm cos(a+ 7 x ) | ] 
COSX = > 2/ (x~-0)'. 
nl 


tw U 


定理 9。26 的 证 明 留 作 习 题 。 
定 开 9.27 下 列 展开 式 对 |x| 过 1 成 立 ; 
)"**ix” 


log(! 十 六) 三 > バー は 1 が 
#1 


は 


)『 n ~ wrt 


arctanx= bx -了 


バー 21 一 1 | " 
证 明 也 留 作 习题 ， | 
定理 9.28( 冠 级 数 的 简单 代 换 ) 。 (a) 着 f(W) = Cc 


n=t 


Cpー ち )"。 lu—b|<R, R>0, HK#0, b=KC+d, 那 久 


> 有 


对 1x- Ci 


R 
IK| 
f(Kx+d)= > CK(x-C)". 

Cb) 车 fa = DC,(u-b)", lu-bl<R, R>0, 那 
入 对 党 回 定 自然 数 K 及 |x-C| 达 Ri， 有 
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fC(x~ C+b) = や C。(x-C)**。 
证 明 (a) 闫 w= Kx+d,， b= KC+d， 那 么 4 一 b= K(X 
~C), Ci(u—b)"=C,.K"(x-C)*Hlu-b|l<R<>Ix-C| 


IK| ~ 
(5) 只 要 应 用 -5b =(x -COx 的 代 换 便 得 。 
定理 9.28 很 有 用 的 特殊 情况 是 b = C=0， 这 时 


7 な ) = DC," 


0 


例 如 。 由 (9*17)。 対 ァ 有 


应 用 带 余 项 的 台 劳 定 理 时 ， 重 要 前 是 求 得 余 项 的 确定 的 
界 数 。 下 一 定理 给 出 余 项 R, 的 积分 形式 ， 常 常用 来 求 出 余 
项 的 这 种 界 数 ， 

定理 9.29 〈 余 项 为 积分 形式 的 台 劳 定理 ) ” 设 / 在 区 间 
1 上 有 直到 n+1 阶 的 连续 导数 ，aE 1， 那 么 对 半 xE1 


J(x) = lx- 0 LR Co。%)。 (9.19) 


R (0, x)=| メー の" fat (9.20) 


a nl 


f(x) =f(o) + | Cat. 


用 部 分 积分 法 ， 于 上 面积 分 中 令 
uw = f(t), U= (xーt£), 
du= (tat, dv= dt 

可 得 


f(x) = (a) CCzー の (の J5 + | (x-!) (tat 


=f(o)+f (a)(x—a) +| の (の 4。 


对 上 式 右 端 积分 再 应 用 部 分 积分 法 ， 令 


(xーt)* 
» 


一 下 ーー 
デザ (おう り 5 


du = f”(t)dt, dv= (Xx— t)dt 
得 出 
f(x) =f(ad エア (a) (x-a) + 


pa) ED yr Pat. 


重复 这 一 过 程 并 使 用 归纳 法 ， 便 得 到 一 般 情 况 的 “9*19)， 
(9。20) 成立 。 
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初等 微 积分 中 一 般 不 予 证 明 的 二 项 式 展开 ， 可 用 定理 
9.29 得 到 证 明 。 
定理 9・30 (二 项 式 展开 定理 ) 対 ぜ xcRi。 有 


(1+Xx)"=1+ フラ ーーーーーー 


和 1 


nl 
x1<1. - (9・21) 
证 明 对 fx)=(1+x)"， 取 0Q= 0 应 用 定理 9"29, 得 


| 
で うま 


| 1 


+ Rx (0,X), 
这 里 


x K 
Rx (0, x) -| 和 mm- 1) 


(カー K)(1 +t)"-*-!adt, 
我 们 希望 证 明 对 |x| 二 1， 当 -> 吕 时 有 Rr ~>0, 为 此 ， 定 


が < 


(1+x)"-, um 之 1，, x 之 0， 


C.(x) = 
] 当 m 之 1， xSS0。 


( 工 士 X)m 当 m 守 1。 x 二 0。 


这 样 ， 对 0，x 之 闻 的 所 有 i 都 有 (1+)"…'<CnC 站 ,因此 
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ーー [Re (Ox) Cx) Tm mK 


定义 


， -Cox) mm - le 


并 于 积分 | | di 中 令 1=xs, 得 |， て 


K 
(1 で ixl xds, 


因此 


1 /1 。Nk 
IRz(0,x)1 < x) | 让 gs, 


上 式 右 端 之 积分 | こき た ds， 当 |x|<1 时 不 大 于 1. 因 而 


Re《0,x)1<ux 《x) .用 比值 判别 法 不 难得 知 当 1x|< 1 时 ， 
之 uz (x) 收 敛 ， 由 收敛 的 必要 条 件 ， K=> oHf, rk(z)- と 0。 
因此 对 1x1< 1 及 任何 mm， 都 有 Rr(0,x)->0(K->co)。 


注 ( i ) 若 m 是 自然 数 ， 显 然 级 数 (9*21) 仅 有 Cm 十 1) 项 不 等 于 涩 ， 
(1) 定理 9. 30 中 是 用 了 Rx 的 积分 形式 ,如 果 以 定理 9.24 的 余 项 形式 


Rr (0, d= RD iE) EK, 
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其 E 界 于 0，x 之 间 , 当 x 在 一 1 与 一 于 之 条 时 的 最 妈 的 估计 是 


| Rr (0, x) | Cr 


”得当 K->eco， 右 端 不 趋向 于 零 


Cx) Lm mm FR ( Ix!) 


A 


【1 


1 一 lxl 


习题 1_10， 确 定 h 的 值 使 级 数 在 区 间 I 上 一 致 收效 。 


S て ー 1)"2"x" 
3"°(n+1) > 


( 2 れ )! 


nD 


x 


(n1)*(x—1)" 
DE 


多 


る Dla +t’ 


(x: lxlSS < 


tx: [xl<n} . 


(x: [x- 1 < . 


{x: Ixl<h} 。 


{x : [x|<n} 。 
{x < x-1|l<h} 。 


(xi lx ・ 
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(logn )2" x | 
一 一 一 一 一 。 = {x: [x|h} @ 


8 。 5 
9 。 Sxr( 1- x), l= {x: |xi<h} 。 


多 __ e 
10。 る {= {X : x| 二 六} い 


号 


11。 若 之 10,| 收 化 证 明 之 gscosHx 对 所 有 x 一 致 收效 。 


nm li n= i 


12。 若 六 由 也 ,| 收 歼 ,而 fxX)= bsinx, 证 明 ツ 5。sin れ nx 


i 1 人 1 = i 


| ・1 


与 > b,cosn x 对 所 有 x-- 致 收效 ， 且 (>) = > nb, 


ni mi 


COS 了 2X 


13。 证 明 若 六 Cu(x-a)* 对 |x-al < 有 一 致 站 化 ， 那 么 级 数 
对 |x- al 过 hh 一 致 收 化 。 

14。 证 明定 理 9。18。 

15。 证 明定 理 9。19。 

16 证 明定 理 9。20。 


17。 设 1(x)= 用 洛 比 达 法 则 证 明 对 六 nn， 
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当 X->0 时 ， f'* (x)->0,。 
18。 证 明 引 理 9"3。 
19。 正明 定理 9・26。 
20。 自明 定理 9・27。 
21。 对 于 自然 数 n 用 归纳 法 写 出 定理 9。29 的 完整 的 证 明 。 
习题 22- 一 29 来 函数 f 关 于 QG= 0 点 好 台 劳 展开 式 并 证 明 展 
开 式 收 黎 于 相应 的 函数 ， 即 是 解析 函数 。 
22 。 イメー(1ー テ 5) 23。 f : x 1+ 5)-3。 
24, f :x>(1—-x)?, 25。:xX-(1 一 X) 9 
26 1 ， x-rarcSin, 97, fi x->( 工 一 X2)-3。 
28, f: x-arctanX 29, f: x-—>arcsinx', 


习题 30 一 35 求 (Xx) 的 近似 值 ， 用 带 余 项 的 台 劳 定理 傈 证 
精确 到 五 位 小 数 。 


30。 @" " @ 3] 。 sin(0。5)。 

32。 1og(0 。9)。 33。(0。94)“? 。 
1 1 

34。 (15)*。 35。 (63)*。 


习题 36 一 38， 计 算 积 分 值 ， 和 要 求 精确 到 五 位 小 数 。 


36。 | ezp(x )dx, 
0 


1 — 
37, | 1 一 COSYX dx。 
0 ~ 
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| _ gy _ 
“Jo ー ジュ 1 ナァ 
$9*5 无 序 和. 
考察 二 重 序列 . 
U,, = cos" (去 )， m, n= > 2, で …*。 


当直 0 的 趋势 不 能 确定 ， 容易 验证 


in[ limeos (1)] - 0, umn meos (= = 1 


当 丸 与 1 保持 特定 关系 同时 趋向 无 穷 时 ， 也 可 能 出 现 别 的 极 
限 值 。 对 证 三 重 ,: 四 重 以 及 多 重 序列 的 情况 将 更 为 复杂 

我 们 不 采取 逐一 地 分 别 讨论 二 、 三 重 、 四 重 以 及 各 多 
重 序列 的 办 法 ， 而 是 提出 二 种 综合 的 统一 处 理 多 重 序列 、 多 
重 级 数 收 敛 性 的 理论 ， 把 多 重 序列 作为 定义 在 集 S 上 的 实 值 
函数 来 研究 。S 是 R, ,Rs 或 Ry 内 的 格 点 的 集 , 所 谓 格 点 是 指 坐 
标 是 整数 的 点 的 集 (图 9.5) 。 那 么 二 重 序列 uw,，,，， 三 重 序 


ーー ・ 天 。 | 
トー (m,n 
11 .人 如》 
净 
til, (2 DD 
| 日 再 加 


の 


ーー 8 {(m, n); 1SS が SS 2 これ SS tH n 为 整数 } 


(图 9.6 所 示 ) 。 “本 节 所 述 的 结果 对 于 任意 的 集 ; 也 肥 不 刁 
二 由 格 丰 组 成 的 集 ， 甚至 不 可 列 的 集 都 有 效 。 


图 9.6 


定义 设 $ 是 一 有 限 集 ，f ; S->R ,为 给 定 的 函数 ， 当 了 
取 遍 8，f(7) 的 和 是 污 1(p;). 这 里 p1，ps…p, 是 5 的 所 有 


元 素 的 某 一 排列 。 因 为 有 限 项 之 和 不 依赖 于 5 元 素 的 排列 顺 
序 ， 我 们 把 这 一 和 表示 成 


109). {9.22) 
9 で S 


当 函 数 j 以 确定 的 下 标 表 未 的 时 候 ， 例 如 Un > m= 
1。 2。 3。 1=1，2，…7。f 是 以 $S= (m,n 1T< 委 有 入 3， 
1 生生 7} 为 定义 域 以 us 为 函数 值 的 项 数 。(9.22) 可 换 记 成 
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ei swti 


定义 设 3 是 无 限 集 ，f : 5S>R ,是 给 定 的 函数 。 称 了 在 
S 上 有 和 S ぐ ァ 対 sg0。 有限 集 S* ご 8, 使 的 毎 條 包含 S? 
的 有限 子 集 8/ 都 有 ， ー 


| > 1(p)-5 | <e, 


PES” 


当 f 在 S 上 有 和 ， 仍 记 这 一 和 为 


fp . (9°22) 


peEs 
注 (i ) 一 般 说 ， 定 义 中 的 子 集 $ 与 8 值 有 关 ， 


(ii) 我 们 用 同样 的 符号 之 7fC?) 表 示 在 有限 集 或 元 限 集 上 的 和 . 有 有限 和 总 


# ES 


有 意义 ， 无 限 集 上 的 和 仅 在 有 和 的 情况 下 才能 采用 之 1(7) 的 表示 ,在 和 存在 的 


ES 
情况 下 ， 即 使 S 的 值 不 指明 ， 也 以 之 1(p) 表 示 这 个 和 . 
ES 
(iii) 把 上 面 的 定义 与 无 穷 级 数 次 敛 往 相 比 较 ， 之 of 收敛 是 指 : 対 サ を 
Km=i 


>9。 ヨ r, 使 サ m> ン rn 有 


Dar-s 
K=1 


<e. 


取 集 {1，2，…，1} 作 为 5 ,和 集 {1,2，…n," mj} 相当 于 5” .但 上 述 在 集 S 上 的 
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和 的 定义 ， 并 未 限制 如 何 选 取 S' . 当 S 是 所 有 自然 数 集 时 , S! 不 必 选 取 前 "个 自 
然 数 的 集 ,也 就 是 说 现在 1 在 S$ 上 的 和 的 定义 全 许 选取 S 的 任何 的 有 限 集 , 正 因为 
这 样 ， 把 (9:23) 称 为 无 序 和 . 

定理 9・31 设 $ 是 一 无 限 集 ，f : S->R 1 为 给 定 的 函数 。 
那么 1 在 S 上 最 多 有 一 个 和 s、。 

证 明 假定 1 在 S 上 有 两 个 和 Siys*， 且 SI<s:。 我 们 了 到 


s= 六 (ss 一 si )。 由 定义 3S 的 有 限 子 集 S51 与， 使 对 任 


何 分 别 包含 S$;'，S2/ 的 S 的 有 限 子 集 5*，S” 有 


之 6 つう ぐ 8, > fp)-s| <e. 


ty Er PES* 


取 S* 为 含有 S1 US 的 8 的 有 限于 集 ， 那 么 


YY f(p)Es,; +e， so-£< > パ ヵ )。 
» ES 


tesSe 
当 此 便 得 
$2— ES1t+eEy 

这 与 gs 的 定义 相 了 矛盾 。 因 此 定理 成 立 。 

定理 9・32 设 用 与 jf; 在 S 上 都 有 和 ，Cy，Ci: 是 实数 。 于 
么 Cif1+ Cf; 在 S 上 上 有利 ， 并 上 且 
SC PDIF CFD = CD f(D)+ C2 2 fP). 

Pes PES 


证 明 対 サ e ン 0, 3S 的 有限 子 集 Si'。 S;"。 使 对 含有 
Si ,Ss :的 有 限 集 3 都 有 
36Z 


] 之 fi(p) Sf.(p) 
か で ミィ pes 


e 


TirleiTley ‘bY 


取 $ = S,' US ， 那 么 对 包含 5’ 的 的 任何 有 限 子 集 5S?， 
都 有 


| > (の カオ の お )-( で 」 fh+C Sf, 


$C Sr tEs $ES 


< lc | SD fp- 3 fo 
i i ESD" Pes 


《CT IcsDe 
iro] ~ 


推论 设 f1， f;， “Uy 了 7 在 S 上 都 有 和 ,C」, CC 入 
是 实数 ， 那 么 Cj+Cof+…+Cf 在 S 上 有 和 ， 且 


之 (Bcf = Se, Bid). 


PES ‘fmt fm 1 才女 区 


定理 9・33 设 S 是 无 限 集 ，j : S-~>R ,在 S 上 有 和 ， 那 么 
3 数 M 使 对 $ 的 任何 有 恨 集 S 都 有 


> fCp) <M. 


ぁ と どき 
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证 明 设 S= ツ f( ヵ ぁ ), 井 取 =1, 那 名 有限 集 S/。 使 


PES. 


对 任何 含有 S 的 有 限 集 S” 都 有 


マ f(p)-§ ご 1.。 | (9°24) 
bp EF ーー 

出 (9・24) 可 知 
> fcp) ご 1+ |S| (9・25) 


PE 5" 


现 设 S 是 S 的 任 一 有 限 子 集 . 定义 8 = 3 US’ 并 注意 (9*25) 
对 这 一 S” 成 立 ， 此 外 ーー 


S =(S US7)-(S/-ーS) » 


如 图 9・7 所 示 ， 记 4= 也 |f(4) 站 于 是 


ES" 
“= さい S/ 
图 9・7 
ツ Kp)= in)- 2 が p) 
Pes PES* E(3' -5) 
St < py|+ Ko 
PES bE SH bE SS" 
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<1+ |S| + 4, 
取 M =1+ [S| +4, 便 満足 定理 的 要求 。 


定理 9・34 设 1 : 5>R ,是 给 定 的 ， 且 YYp ES,f(p)>0。 
那么 ! 在 5S 上 有 和 < 过 之 f(p) 对 所 有 5 的 有 限 子 集 S’ 是 一 臻 


有 界 的 。 


证 明 ”由 定理 9.33， 仪 需 证 明 当 # 的 有 限 和 一 致 有 分， 


f 在 S 上 有 和 . 
现在 以 S* 表 示 S 的 任 一 有 限 子 集 ， 定 义 


A = sup{ p32 f(p)! , 
这 里 上 确 界 是 对 一 切 S 的 有 有限 子 集 所 取 的 。 
对 六 e 汪 0， 由 上 确 界 定义 ，3 有 限 集 5 $， 使 


YY {Kp)>A-e. 


因为 DZ) 之 0， 那 么 对 每 一 含有 3“ 的 有限 集 S” 都 有 


A> > i(p)>A-e, 


peES" 


由 (9・27) 及 (9・26) ，j 在 5S 上 有 和 并 县 


ツ fp) = 4. 


PES 


(9.26> 


(9・27 > 


推 珍 役 :S-Rj。 gk:S-rRi。 是 対 一 切 p と S$ 成 立春 
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0 くり)SSg( ヵ )。 如 抄 g 在 S 上 用 , 那 久 7 古 S 上 有 和 , 县 


> 17)< > gp)。 


peES pes 


例 1 设 S 是 所 有 自然 数 序 偶 (m,n) 的 集 。 1 是 S 上 的 冰 


数 ，f(m,n) = . 证 明 f 在 S 上 有 和 。 


解 ” 设 S 是 $ 的 任 一 有 限 子 集 ， 分 别 以 mw 表示 S 内 
序 偶 (m ,nn ) 之 m 与 n 的 最 大 数 。 那 么 


< ター エー 


2 @ 
长 从 人 10 7 mwl r=1 742 n 


因为 级 数 人 (其 和 为 号 ) ， 有 


这 表明 1 的 有 限 和 一 致 有 界 ， 据 定理 9,34，f 在 S 上 有 有 和 。 


例 2 设 5 与 例 1 的 S 相 同 ,f : S—>R;,f(m,n) = 


证 明 f 在 S 上 有 和 和 ，。 
解 ” 因 为 对 一 切 m，n，2m’n’*<m’ +n'， 


1 
1 4 +n*” 
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> 四 例 1。g 在 S 上 有 和 , 据 定理 9・34 推 


1 
令 CM 


珍 了 在 S 上 有 和 。 
定义 设 1: SRi。 集 5*= わ :pCS,。 す ( ヵ ) >0} ， 


S- =(p:pGS, が pp) ぐ 0}. 定 叉 が (p) = テ (Cp)| + の) 


7 の ) = き 【 げ ⑦)| 7(p)). 


由 定义 立即 得 出 ; 
0 (pe fn, 0g pT fp 


だ キナ = 用 だ ーf =f. 


」 [Cp) 当 p に ST。 
F (Dp)= to 


当 pCS ぅ 

fP) 当 pCS ， 
f(Dp)= 

lo MDpCST。 


在 研究 变 号 级 数 时 ， 提 出 了 条 件 收敛 与 绝对 收 伍 的 概 
念 。f 在 集 S 上 的 无 序 和 的 概念 是 绝对 收敛 概念 的 一 般 人 化。 下 
面 的 定理 就 说 明 这 一 点 。 

定理 9・35 -… 了 在 S 上 有 和 を > |f| 在 S 上 有 和 和 ， 
当 和 存在 上 时， 有 


fp) | < lp) (9・28) 
ゅ と ゞ 


PES 


证 明 设 | 放 在 S 上 有 和 ， 那 么 由 定理 9"34 的 推论 ， 广 及 
f 都 在 $ 上 有 和 和 。 用 定理 9・32, 可 待 
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SFPD)= の ガチ ( の )-ー ツチ (Cp)。 


ES fes pesS 


> fp = クチ (p)+ 之 三 (p)。 
于 是 (9・28) 式 成立 。 | 
现在 设 fEES 上 有 和 ， 证 明 上 在 S 上 有 和 。 为 此 仅 需 六 ， 
三 在 S 上 都 有 和 。 若 不 然 , 假 定 广 在 S 上 没有 和 。 据 定理 9.33， 


对 于 任 一 正 数 M， 3j 一 有 限 子 集 3S/， 使  #(p) う >M。 因 妨 
ゎぁ と る? 
在 S 上 だ ( ち )=0。 有 


M< 之 六 (pD)=- 之 fo) 


PES' 让 EGG テート プッ 


= 之 0)= る 。 ‘fp, 

由 M 的 任意 性 ， 按 定理 9 33， /在 S 上 不 可 有 有 和 。 这 与 了 有 
和 相 了 矛盾， 由 此 可 见 ft+ 在 S 上 有 和 。 而 f= 了- 了， 所 以 六 在 
S 工 也 有 和 各， 由 | 有 = 了 -下 ， 可 知 | 央 在 S 上 有 和 ，。 

下 面 显然 的 简单 引 理 留 作 习 题 ， 

引 理 9・4 设 f : SR 1 在 S 上 有 和 ， 基 U 是 5 的 一 个 子玉 ， 
那么 7 了 芷 V 上 有 和 。 

在 无 穷 级 数 问题 里 ， 有 时 要 改变 求 和 的 集 S。 例 如 


> 3 マテ で 


和 
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求 和 的 集 一 是 (1, 2» a 9 ガー 则 是 {0, 1。 2, …} 9 
而 两 级 数 有 同样 的 和 。 下 一 定理 就 这 种 变形 的 一 般 情况 给 出 
证 明 。 

定理 9・36 设 So，S1: 是 给 定 的 集 ，T :So->5 :为 1 一 1 到 
二 的 映 象 。 如 采 j 在 S, 上 有 和 且 g :SI 一 Ri:， 对 芯 gE3S1， 
T(D)=q，& 按 g(q) = fpD) 所 定义 的 。 那 么 g 在 $」 上 有 和 和 
并 且 


> g(q)= 之 jpD)， 


7 と 3』 ES 


证 明 ” 设 j 在 S, 上 的 和 为 S。 那 么 对 立 e 字 0， 存 在 一 有 限 
集 Su CSo， 使 对 任何 含有 Su 的 有 限 集 SCcCSi， 都 有 


| 5 fp)-s <e. 


PE Sp*# 


EES, = T(So' ), S1”=T(So), 按 g 的 定义 ， 我 们 有 


之 e(9- | <e 
GE SI" 


由 $6” 是 含有 So’ 的 任意 有 限 集 ， 因 而 S1.* 是 含有 S1 的 任意 
有 限 集 ， 所 以 之 g(?)=5。 


ESs 


在 第 一 章 曾 用 N 表 示 所 有 正 整 数 的 集 ， 现 在 还 继续 用 
它 。 此 外， 用 Ni 表示 非 负 整 数 集 ， 即 Ne=NU 0j 。 
定理 9.37 设 j : N->Ri 是 给 定 的 。 对 羡 2EN， 令 
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4 = jCn) 那么 } 在 N 上 有 和 忌 关 袜 a, 绝 对 收 伍 , 且 
-el ーーーー 
> g。 = マ 。., 
nw EN # 1 


正明 役 f 在 N 上 有 和 , 那 人 川 , が 。 7 在 N 上 都 有 和 。 


令 S+= 2at， 这 里 ax = テ ( la,| +g。)。 対 サ e>0。 ヨー 有 


限 集 N, 使 


St-e< > ai<S+。 


Ba: 表 N7 中 最 大 数 。 那 么 对 所 有 n” 之 n*， 有 


S+-e< > ai<S+。 


sw1 


因此 交心 收 但 于 S*， 同 理 可 得 袜 叶 收敛 于 oz ， 进而 


nm 1 


ol=Yoi+o) 收 银 于 之 al， 
| 1 EN 


机 夺 设 立 kk| 收 化 于 s。 设 N' 是 N 的 任 一 有 限于 集 ， 其 


最 大 数 为 n ,那么 
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る kis ki 


| 


因此 由 定理 9.34, | 由 在 N 上 有 和 且 按 定理 9.35 f 在 N 上 有 和 。 


由 定理 证 明 的 第 一 部 分 可 a; = ci 及 全 a; 


# EN | m 1 


之 07，- 所 以 


EN 


Sa- Do. 


EN | 


若 一 无 穷 级 数 任意 排列 其 各 项 得 到 的 级 数 都 收敛 ， 就 说 
级 数 无 条 件 收敛 根据 定理 9*37， 下 面 的 推论 说 明 无 条 件 收 
化 号 绝对 收 售 竹 等 价 ， 


定理 9:37 推 论 设 级 数 本 0， 绝对 收 但 ， {K,} 是 正 


禾 娄 序列， 那么 立 ax ,是 收敛 的 。 若 {K,} 包括 了 N 的 所 有 
数 ， 那 么 


Da, = a. 


=i 


当 级 数 条 件 收 敛 时 ， 任 意 排 列 它 的 项 ， 记 得 级 数 可 能 发 
散 或 收敛 于 任 一 预先 给 定 的 实数 ， 


例 3 设 / : N>R, 是 给 定 的 ，f(n) = 二 1 -证 明 f 在 
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N 上 不 存在 和 。 
解 因为 级 数 袜 二 ”不 绝对 收敛 ， 册 定理 9,37， 


1 在 N 上 没有 和 和。 


テー 


| 。。 1 ] 


~ 1 
由 之 芒 及 之 


立 也 "中 选取 一 些 偶数 的 项 ， 一世 


= i 


取 一 些 奇 数 的 项 一 些 项 ,可 能 得 到 f 的 一 个 


排列 ， 所 得 新 排列 的 级 数 的 和 是 ?7. 这 过 程 的 细节 读 首 可 参看 
习题 1 有 时 提 示 自 行 完 成 ， 
习 题 
1 。 设 S 是 所 有 整数 的 集合 ，f :SR1,f(n)=n2- "证明 
f 在 S 上 有 和 。 ] 
2 。 设 S 是 所 有 整数 的 集合 ，g : S->Ri，g(a) = ・6"。 
8 在 S 上 有 和 吗 ? 


3。S= {xX x 大 有理数, 0 ぐ * ぐ で 1) ,1 ;SR,， (2)- 


ーー r= p，g 是 既 约 的 整数 。j 在 S 上 有 和 吗 ? 


4 设 S= {Cmsh) :mh 是 整数 ,0 之 m 达 00,0 之 hn 之 co0} ， 
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定义 上: SeK」 f(m,n) = s 。 证 明 1 在 S 上 有 和 和。 


5 。 设 S 与 习题 4 之 S 相 同 ，g: :SR 为 gm = ーー ーー 8 在 . 
S 上 有 和 吗 ? 

6 。 入ら = {CL, Im, し クル my 7 都 是 自 然 数 } 人 定 义 

.cs _- 1 “ 

f:S R fbm,n) = om ns 。 证 明 f 在 S 上 有 
和 。 

7 。 设 S= {(m, Rh) ;Mm，n 为 自然 数 且 mn} すく SR」 
为 jf(m,n) ーー テー 证 明了 在 9 上 没有 和 。 

8 。 证 明 引 理 9.4。 

9 ， 设 了 :Su->S: 是 由 集 S, 到 S1 上 的 映 条 。 设 :So 一 RI 在 So 


11。 


上 有 和 和 。 对 立 gaES: 取 集 {T- (qd)} 的 唯一 元 素 D， 且 曲 
数 S1~>R1 按 公式 g(9)= (Pp) 定义 。 证 明 g 在 S 上 有 和 和。 
写 出 定理 9e37 推 论 的 完整 证 明 。 


设立 @ 条 件 收 黎 。?; 为 任 一 实数 。 证 明 存在 一 排列 ， 合 


sm 1 


得 到 的 级 数 ゞ 5 妆 歼 于 7(b。 与 某 ax 相同 ,有 过 米 和 Vax， 


n= i 


訪 茶 一, )。 
[提示 : 把 级 数 可 a 的 项 分 为 qe 之 0，a" < 过 0， 天 么 


sm 1 
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之 au/ 与 る (否则 原 级 数 便 绝对 收 化) 规定 

… 重 排 的 项 Gi -0 一 0。 由 原 级 数 收效 ， 
>0 及 qa っ 0(n->o9)。 現在 順次 取 第 一 序列 fa } 的 项 
使 其 和 刚刚 超过 7; 再 顺 次 选取 4 ah} 的 项 使 之 总 和 网 
刚 小 于 7Y。 然 后 再 顺 次 从 {a} 中 取 上 一 过 程 末 取 去 的 
项 使 之 总 和 刚刚 超过 7， 再 顺 次 从 {a} 中 取 上 一 过 程 ， 
末 取 去 的 项 ， 使 之 总 和 刚刚 小 于 y。 如 此 重复 地 选取 ， 
所 得 新 级 数 的 部 分 和 序列 收效 于 7r。]j 


$ 9.6 无 序 和 的 比较 判别 法 ， 一 致 收 修 性 


类 似 于 级 数 收 化 性 的 比较 判别 法 ， 对 于 无 序 和 也 有 比较 
判别 法 。 

定理 9.38 《比较 判别 法 ) ” 设 1 : S>R1, F:S っ R」。 

(i) 若 F 在 S 上 有 和 和， 和 且 对 YYpPE S, |f(p)| 所 IF (Pp)、 
那么 在 S 上 有 和 ， 

(ii) 若 F 在 S 上 没有 和 , 且 对 YYpES，|f(p)| > IF(p )| ， 
那么 1 在 S 上 没有 各 ， 

谈 者 可 参照 定理 9. 4, 给 出 证 明 ， 

例 1 设 S= {(m，n):m，n 为 所 有 自然 数 }， 证 明 
f(m,n) -一 5 二 -一 在 S$ 上 有 和 。 

解 由 mn7 才 2(m?+n3)， 对 车 (m,n) ES 成 立 。 定 义 
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ミュ 显然 立 マー ミー ェ ;收敛 〈 由 p = 六 的 


mm “天 m=l かぁ 1 mzn 
了 -级 数 收 敛 ) ， 由 定理 9.37.F 在 S 上 有 和 。 进 而 由 (zz)| 
过 |F(m,n)| 及 定理 9。38.f 在 S 上 有 和 。 


(m,n) 一 


例 2 设 S 如 同 例 1， 证 明 f(msn) =ー ュ ニー ュー 在 5 上 滋 
有 和 。 
解 定义 
+ 当 m き きゃ 。 
2n 
Mo 
デー 当 が 2。 


显然 对 一 切 (mn) {my nm)>F(m, 2 う >0。 現役 S。 = 
{ (mn) 0 て が 0 でかく 。 が っ 2 方 整数 ) .那么 


> FC(m,h)= >(> 計 
《用 ?8)E 3 1 me li +- 
#1 fh 上 1 
ポン か 
于 是 ， 若 M 是 任 一 正 数 ， 可 取 n’ 大 到 使 


> Fm,n)>M, 


(ES 


因此 由 定理 9.34，F 在 S 上 没有 和 。 再 据 比 较 判 剂 法 了 在 S 上 上 
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也 没有 和 。 

下 面 两 个 定理 是 已 有 结果 的 直接 推论 。 

定理 9・39 若 了 f:S-Ri, g: S 一 Ri 在 S 上 有 各， 且 对 
pES，f(D) 委 5S(D)。 那 么 


1D) 委 六 50D)。 
あぶ tes 
定理 9・40 (两 边 夹 定理 ) 设 给 定 } ・S-> Ri， g :SS— 
R:, hn:S>R!， 且 f，h 在 Ss 上 有 和 ,对 pE€5S 有 


fp)<g(p)<h(p), 


那么 g 在 S 上 有 和 和 ， 

虽然 集 S 可 以 是 相当 任意 的 ， 但 是 当 f 在 5S 上 有 和 的 情况 
下 ，f 在 S 中 不 等 于 零 的 那些 元 素 的 集 至 多 是 可 列 集 。 

定理 9・41 役 了 :S--R,」 在 S 上 有 和 , S*={x:pES， 
fp) デ 0 } .那么 S* 是 可 列 集 ， 


正明 对 十 n=1，2，…， 定义 


1 
SS. ={p ES: -Ti ln} 


那么 由 /于 S, 上 有 和 ,S, 是 有 限 集 ， 由 S* 定 义 ,S* = U S, 是 可 


列 集 。 细 匡 贸 给 恋 许 完成 。 

设 A 是 距离 空间 T 内 的 集 ，S 蚌 任意 的 一 非 空 案 。 于 A x 
S 上 定义 实 值 函 数 {。 即 1 ; 4xS-~Ri. 对 于 xE4，j 在 8 上 可 
能 有 和 和 或 无 和 。 当 有 和 轩 ， 以 (x) 有 安 示 jf 在 S 上 的 和 ，。 


381 


定义 设 1; 4xS-R: 是 给 定 的 。 称 } 关 于 4 在 S 上 一 至 
地 有 和 ぐ > 対 YxG4。 7 在 S 上 有 和 , 且 対 ず s0, ヨ S 的 有 
根子 集 $7。 使 对 每 一 含有 8S/ 的 $ 的 有 限 子 集 S/。 都 有 


> f(x Pp)- s(x) <e, 


PE SH 


这 里 的 S' 不 依赖 于 x，。 当 集 4 能 被 清楚 地 理解 时 ,简称 f 在 S 上 
一 致 地 有 和 。 

4 一 致 地 有 和 和 ”是 相应 于 无 穷 级 数 一 致 收敛 性 的 概 仿 ， 
一 致 收 化 性 有 关 的 定理 ， 可 以 推广 为 一 致 地 有 和 和 的 关于 无 序 
和 的 相应 和 定理。 

定理 9・42 设 函 数 1 : AXx5->R1!， 对 半 pE5， 在 距离 空 
间 T 的 集 4 上 连续 ， 且 f 在 S 上 一 致 地 有 和 。 如 果 对 六 x と ん 
由 无 谨 和 定义 的 水 数 为 


s(x)= > f(x 了) 
那么 s(x) 在 4 上 是 连续 的 。 
证 明 ”对 于 给 定 x。€ A， 证 明 s(x) 在 xo 点 连续 。 据 ] 在 5 
エ 上 一 致 地 有 和 , 対 サ e ン 0。 3 有 限 集 S" 対 任 何 含有 S7 的 有 
眼 集 S?, 都 有 


| ey p-Se| < も 
bE Sr 


| f(x3pD)— SCx) | < くそ. 
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同定 S"。 可 有 
|s (x)— s(xo)| ls(x)- > fCxsp)| + 
ちと > 
| 3 op の)- fop】 
tE S* 


> jxXo3gD)-SCxXo) 


bpE Sr 


上 式 右 端 第 二 项 由 f(x，p) 关 于 x 的 连续 性 ，3 90。 使 当 
x 与 Xo 距离 小 于 0 ? 便 有 


| > Cf x3p)— 1 (xo3p)) < る ・ 
bE Sr 
对 一 切 这 梓 的 x， 便 有 
IS( x) - S(xo)| くる + トミ の 


即 SCx) 在 xo 扩 连续 。 

容易 看 出 定理 9* 42 的 证 明 是 仿照 定理 9.12 的 证 明 写 出 
的 。 同 样 ， 下 面 定 理 9. 43 及 证 明 可 仿照 定理 9* 13 与 9.16 的 证 
明 号 出 。 

定理 9・43 (g) 〈 关 于 无 序 和 的 和 逐 项 积分 ) 設 7= {x:a 
<x 和 5) 是 一 有 限 区 间 ，f :Ix S 一 人 :天 于 工 在 9 上 一 致 
地 有 和 ， 且 设 对 每 一 PES,，f (xyp) 在 I 上 可 积 。 s(x) = 
> fC(X;p), 那 么 s(x) 在 I 上 可 积 ， 且 


es 


| sz= S| fesp)ax。 
(b) 设 F 是 Rw 内 的 图 形 ，j : FxS->R, 在 F 上 可 积 ， 自 在 
S 上 一 致 地 有 和 s(x). 那 么 xx 在 FE 上 可 积 ， 且 


| SGV = >| 1(xsp)dVy。 
F pe 3 ソイ ーー 


下 一 定理 是 关于 无 序 和 深 项 可 微 性 的 ， 它 与 定理 9.14 相 
定理 9・44 设 G 是 Ry 内 开 集 且 j : G xS->R: 连 续 ， 

在 G 内 有 连续 的 偏 导 数 上 于 K(XID) (K=1, 2, “» N ) 。 wn 

J(xsp) 在 S 上 的 和 为 (x),f,z (Xx3D) 在 S 上 一 致 地 有 和 7(x)。 

那么 对 所 有 xE G， 有 


SigCX) = 1(xX), | 
关于 无 序 和 的 一 致 地 有 和 的 M- 判 别 法 与 定理 9*21 类 似 ， 
定理 9・45 〈 外 尔 斯 特 拉 斯 M 一 判别 泛 ) 设 4 是 距 阅 空间 
7 内 的 集 且 AxS-eR」, 対 ザ p と 8$。 有 lu(x3P)| 放り )。 
如果 が ヵ ) 在 S 上 有 和 前 。 那 久 Cx : 了) 及 jk(xjp)| 英隆 4 在 S 上 
一 致 地 有 和 。 


本 。 時 


1 。 投入 二 { (m,n) :m,n 是 目 然 数 } ， 1 (m,n) = ! 5 
3 


3 ? 
1 十 了 到 


证 了 明 j 在 3 上 有 和 。 
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いい / 


10。 


11 。 
12 。 
13 。 


14 。 


设 S 同 习题 1 ,ff(m,n) = 1 证明 f 在 S 上 没有 和 。 
m +n 
信 S = { (bw Mm, n), Lb, Mm, 凡是 自然 数 上 ， 十 S 上 定义 
が Wh) = — 
9 し 1 + m2 +n* し 
f 在 S 上 有 和 吗 ? 
正明 定理 9・38。 
正明 定理 9・39。 
正明 定理 9・40。 
完成 定理 9e41 的 证 明 。 
设 S= {Xx:0<<x<1}，f;S->R1,f 的 值 域 含有 和 集 A= 


{xX ;0 之 x 之 1,X 为 有 理 数 } 。 证明] 在 9S 上 没有 和 。 
设 1= {x: 0 才 x 攻 1}，S= {nhn:n 为 自然 数 } 。 若 f 定 


义 在 Lx 5， f(x3n) = jf 关 于 I 在 S 上 是 否 一 致 地 有 


和 ? 
设 和 = { (xy) :0 委 X 生 1，0 委 ?< 委 1) ,$S= 人 (m,n) < 
m,n 为 自 锯 数 }。 ff: 4xS-eR」。 了 ナニ %" タ "/ が 727。 子 甘 
于 A 在 S 上 有 是否 一 至 地 有 和 ? 
证 有 明定 理 9。43(a)， 
证 明 定理 9・43(5)。 
设 S= {nn:n 为 整数 },T={x :0 三 XxX 之 500 } .定义 f(x,n》 
= 一 ,无 序 和 了 f(x;n) 能 否 过 项 微分 ? 

1 +n EE 1 
证 明定 理 9。44。 
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5。 证 明定 理 9"45， 
89.7 多 重 序列 与 多 重 级 数 … 


定义 ”以 Nx NN 表示 所 有 自然 数 侦 的 集 ， 以 NN, x N。 表 示 
所 有 非 负 整数 偶 的 集 。 由 No x N。 到 R」 内 的 項 数 g 移 方 二 重 
数列 。z 的 值 表 示 成 wm,n) 或 习惯 地 宪 示 成 wt,m,n=0， 
1，2，，…。 二 重 序列 的 定义 域 可 以 是 NxN 或 它 的 子 集 。 称 当 
(H1) 赵 癌 于 无 穷 时 ， 二 重 序列 收 伍 于 a<-> 对 六 e>0 了 3 月 
然 数 p。 使 当 nm ン >p。 n>p, 有 IM。。ー 相 之 8. 记 为 当 (m,n) 一 
oo。 {uns } >a, 

基于 二 重 序列 概念 相应 地 引入 二 重 级 数 概念 。 

定义 ”二 重 序列 的 序 偶 ( {uns } ，{ Sn } ) 称 为 二 重 级 


] 数 。 ua 是 它 的 项 。 其 中 On 一 > ui; 称 为 级 数 的 部 


i=0 7j=0 


分 和 ， 灵 ,=0, 1 2,…。 称 二 重 级 数 为 收敛 的 所 六 3 数 5， 
当 (myma)->co 时 ，S 一 S. 否 则 二 重 级 数 是 发 散 的 ， 通 常 3 


惯 地 记 二 重 级 数 为 。 如 uw, 而 不 采用 序 侦 的 记 法 ， 
下 面 定理 是 极限 定理 及 收敛 定义 的 直接 推论 。 


定理 9.46 〈a) 若 二 重 级 数 や us， 也 vs 都 是 


n= 0 


妆 敛 的 ，c，4 是 常数 ， 那 么 级 数 之 (cuns + dvnr) 古 收 信 


则 :和 型 
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リル 可 


3 (cuUna FAY) = eC 5 ル 。。 +d DS りー 


i WF =D i fH 了 于， 六 一 


(5 ) 若 级 数 > waa 是 发 散 的 ,c#0, 那 么 级 数 て cum 


是 发 散 的 。 
下 一 定理 说 明 二 重 级 数 收敛 性 与 无 序 和 之 间 的 关系 。 
定理 9・47 设 二 重 序列 w ; N。xN 一 Ri 的 项 Lu, 是 非 负 


的 .那么 级 数 ゞ nn 收 伍 < 生 六 函数 yw 在 S = N。x Ni 上 有 


ny el 
各， 和 并且 
之 Unn = > Unne (9・29) 
而 人 一 人 Cm’ Sn)ED ] 


证 明 (oe) 没 在 S@ 上 有 和 和 , 以 s 表 示 . 对 半 g>0, 3S 的 一 


有限 集 $/ ,使 含 有 8 的 任何 有 限 集 3 有 | マ wn 


es 


过 ge, 芒 p>S/ 让 每 一 人 の 部 有 か 出 Wn 的 非 信 性 ， 可 知 
当 が ュ グ pp。 グ の 肘 。 


s-e< > < マ Fu Sn SSS。 


(ni が nh) ど S fm1 mi 


斯 以 二 重 级 数 收 伍 了 于 和 s。 
(D) 假 设 二 重 级 数 收敛 于 和 s， s’ 是 S 的 任意 给 定 的 有 限 子 
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各 


て 由 收敛 定义 ， 对 ぜ g グ 0, ゴ D ぅ 使 当 m o>p nopD， 有 
,<s+e。 由 S 是 S 的 有 限 子 集 ， 可 以 认为 対 Y(mm) で - 
S’ 于 是 有 


Uns < > Un = SppSSS 十 8。 
由 定 理 9・34。x 在 S 上 有 和 和 。 

显然 对 于 三 重 、 四 重 以 至 任意 多 重 级 数 相 应 于 和 定理 9.46: 
定理 9。47 的 定理 也 成 立 。 


定理 9・48 设 4: NuxNu->R: 的 项 为 4 级 数 之 Une 


nr fed 


第 対 履 向 を >u 在 S=N。 x N。 上 有 和 。 草 且 在 政 谷 情況 下 
(9・29) 式 成 立 。 

定理 9. 48 可 由 定理 9. 47 直 接 推出 ， 细 节 留 给 读者 。 定 理 
9. 47、9。48 是 $9.6 中 关于 无 序 和 定理 9.35 的 特殊 情 况 。 下 
一 定理 则 是 有 关 无 序 和 一 般 的 定理 9: 50 的 特殊 情况 ， 

定理 9・49 给 定 & : N。 x N,—R., 其 项 为 4,，、 设 > 


me tr 


， 是 绝 对 收 伍 的 ， 那 么 对 每 一 固定 me，(m = 0,1,2，…) 单 重 
级 数 立 w ,是 绝对 收敛 的 ， 对 每 一 固定 mi(n =0,1,2，…) 级 


数 立 是 绝对 收敛 的 。 如 果 定 义 


me 0 


げ 。 = Sus, V。 = Fun Wes = > Urs 


mt m= 0 m+ r 


388 


那么 级 数 本 U0。 允 V,， 吕 WW, 都 绝对 收敛 且 与 ax。 


有 同样 的 和 . : 
正明 先 假定 tw, 之 0，。 由 定 理 9*48 可 知 在 S = N 。 x N 上 


有 和 。 对 每 一 m。 人 un。 是 4 在 S 的 有 限 子 集 上 的 和 , 对 任何 


リリ > nn < > lnne 即 对 -Ym， 级 数 > un 的 部 分 


是 


和 一 致 有 界 ， 因 此 级 数 六 zw ,对 每 一 六 收 伊 ,这 欄 対 ず m。 


U。 有 定义 。 现 在 来 研究 0。 的 部 分 和 0。. 対 手 \e>0, 


Jj 了 使 对 m =0。 1。 2。 …。 M 都 有 


る 9O 
] ど 
> mn > 之 Unn Mm* 


| 于 


再 此 


M eo ¥ る ぉ る 
> 0。= > > Wns < > uns 十 2。 


mm 0 meh N= 人 0 


因为 v 在 S 上 有 和 ,由 上 面 不 等 式 所 示 ， 之 QU. 有 有 界 ， 我 们 断定 


> 0 收敛 ， 且 其 和 不 超过 uw 在 S 上 的 和 ， 
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現在 天明 近 有 0。 ン gu。。. 少 此 。 対 手 \s>0。 


me (min})es 


3 有 限 集 S/ ーS。 使 


既然 * 是 任意 的 ， Ss unc. 因此 新 定 立 U = 


(ES me 0 


3 uw 由 定理 9"48 ,得 BU。 ee 
对 于 ws 符号 可 正 可 负 的 一 般 情况 ， 根 据 绝对 收 全 的 候 
设 ， 分 别 讨论 级 数 的 正 部 分 及 负 部 分 ， 重 复 上 述 推理 便 得 结 
论 ， 


同 理 可 得 关于 > 7 > Wi， 的 结论 


R= 0 


注 定理 9.49 关 于 二 重 绝对 收敛 级 数 适合 结合 律 的 结论 ， 通 过 无 序 和 给 出 
了 证 明 . 仿 辕 这 一 定理 可 以 把 它 推广 为 下 面 关 于 无 序 和 的 结合 律 的 一 般 定理 . 
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定理 9・50 设 S" 是 一 集 ， 对 立 xES/' 伴 之 -一 集 S 定义 ー 
$= {(x, 7):xXES ，?ES) .各 SR: 在 S 上 有 和 。 
直 叉 g(x)= ゞ 1(x,y )。 那么 8 在 $ 上 有 和 且 


ES， 


B= DB n= 5 fe. 


定理 9.50 的 证 明 可 仿照 定理 9*49 的 证 明 写 出 来 ， 把 它 作 
为 习题 留 给 读者 。 下 面 以 三 重 级 数 为 例 具 体 说 明定 理 9。50。 

设 S =NxN。 対 ザ xCS7。 S; = N, .那么 S = NxNxN。。 
如 果 f : S->R, 在 S 上 有 和 8 Bai; ns: “表示 了 的 项 。 定 理 9・50 
指 出 


g(x)== > f(x» = Du 
ES 


対 サ (pm) ES 是 收敛 的 , 以 U,。。 (bm)ES/ 表示 g(x) 的 
項 , 那 久 


> Un = マ PO > Hinee 


Il;m=1 了 me t n 0) 《im7)ES 


ai 


定理 9・50 有 如 下 的 部 分 道成 立 。 
定理 9・51 谱 S“ ,S,S, 均 如 定理 9・50 所 述 .1 SR: 古 


给 定 的 , 対 * と 8 ,f 在 S, 上 有 和 ,定义 g(x)= > 11(x,>)) 
# に ひ ょ 
且 g 在 S' 上 有 和 。 那 么 f 在 S 上 有 和 。 
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”把 这 一 定理 及 下 一 结果 的 证 明 都 留 给 读者 。. : 
定理 9*52 ( 元 序 和 的 相乗 ) . 设 给 定 f :S/R 与 
8 .SS 一 Ri 定义 S=S xS”" 及 对 YXES’ 。 ザッ CS7。 h(x,y) 
= ザ (x)g(y). 若 7 在 S/ 上 有 和 , g 在 S? 上 有 和 。 那 名 % 在 S 虐 和 有 
和 而 且 


(rl ES 


Bh | fo] [Be 


”本 节 的 定理 可 用 米 建立 宪 级 数 相 和 的 法 刚 。 全 没有 


天 X)=Gn アル +a x 二。 
g(x)= Do 十 六 十。 +b， Xx" 十 。 


对 |x| <R 是 收 伍 的 . 先 不 论 其 收 伊 性 ， 按 如 下 多 项 項 式 相乗 
法 则 把 两 宕 级 数 相 乘 。 


bof ( x) =aobo taboxt ta + 


bxi (Xx) 一 aob xt+ … 十 0。_1D 1X" + … 
り 。%*f() ニ わり" 十 …， 
(Lm sn) 相 加 得 到 级 数 ] 


aobo + (dn ェ gi5。)x キ の (gsb。 二 QiD。-i 十 *** 
| +a,bo x" + ーー 
用 和 的 表示 法 ， 这 一 乘积 写作 
(Dax (Shs) = Ya;b; x 


0 im( i 1m0 
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我 们 将 证 明 上 式 确 是 fx)8(x) 的 展开 式 。 


定义 “ 设 给 定 等 级 数 立 ol(x-C)， 立 ix-C)D 


tm 了 mt 


称 级 数 
> ( 六 ob ，， cx-C” (9*30) 
为 所 给 两 级 数 的 哥 西 乘积 。 


定理 9・53 设 1,g 的 宕 级 数 展开 


f(x)= ゞ c.(x-C)"。 g(x) = Sd,(x-C) 
对 区 -CI >R，(R>>0) 收 敛 ,那么 对 于 lx-Clj<R， 积 jx 
gs(x) 的 震级 数 展开 是 帮 x) 与 &(x) 之 展开 式 的 哥 西 乘积 。 
正明 既然 对 |x-Cj 色 R， 给 出 的 两 个 级 数 是 绝对 收敛 
的 。 由 此 写 出 


f(x)= > Ci(x—C)', g( ) = > d;(x—C)! 


EN: 7 ENe 


在 定理 9・52 中 , 取 8/=N。, S? = N。。 那么 对 (i,i)》 EN。 
x N。。 hi; =Cid;《(xX 一 C)it+! 定 义 有 ,因而 对 满足 [x-C| <R 


393 


的 毎 一 固定 テ , 有 
fx)g(x)= FD Cigi(z<C)!s5 


(I ENses メル 4 
现在 对 Yn€E No， 定义 S, = {(i, DEN。 “No soitj=n}. 
那么 由 一 般 结 合 律 《定理 9.50) 得 出 函数 
] U(x)= DD Cid;(x-C) + 


(FESN 


在 No 上 有 和 和， 并且 


Axeg (x)= > ( > Cid; ) (x-C)", 


lx~C|<R, 

这 就 是 形 如 “(9:30) 的 公式 。 | 
假若 8 在 jx-Cl 过 KR 内 可 表示 为 党 级 数 ，5b 是 常数 。 那 么 

出 定理 9.53，[g(x) 一 如 "在 lx~Cl <R 内 可 表示 为 拓 级 数 ， 
这 一 才 级 数 可 由 [Cg(x) -的 的 医 级 数 展 开 的 逐次 哥 西 汪 积 得 
到 。 按 这 一 方法 能 够 获得 复合 阔 数 的 寡 级 数 展开 。 如 果 对 
[x-b| <Ro(R, >0) 


f(x) = Ta, (x —b)", 

那么 构成 级 数 
f(g) = >, a.(g-b)", | (9・31 ) 
把 Cg(x) 一 2 "的 由 哥 西 乘积 得 到 的 笑 级 数 代 入 《931 中 , 
当 lg(C)~b|l 达 Ro 时 ， 记 得 级 数 对 充分 小 的 [x 一 Ci 中 的 x 收 
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敛 于 复合 函数 fCg(x)]， | っ 
容易 用 定理 9.52 将 二 重 级 数 的 结果 推广 到 多 重 级 数 。 因 
此 ， 下 面具 讨论 二 重 级 数 .。. … 。 
”车 二 重 级 数 的 项 4,, = Can.《(X~0)"(y 5b)*， 这 里 Cns> 
4，b，x，》 都 属于 R,;， 称 時 


> CasCx— Cy 0" 
为 一 重 宕 级 数 。 类 似 地 定义 三 重 、 四 重 及 m -一重 知 级 数 。 下 
面 两 个 定理 可 从 先前 关于 收敛 性 的 结果 直接 导出 。 
定理 9・54 ” 设 二 重 宪 级 数 や Caxry" 对 于 x=xi，?= 


fr N= DD 


(X11 地 0, タ 和 0) 是 绝对 收 钱 的 ,R= { (x,y)。: [x| < yi| > 
yl } 。 那么 级 数 在 R 上 绝对 收 僵 ， 且 以 C，,x"y"' 为 项 
的 函数 关于 R 在 N。x N。 上 有 和 。 

今 定理 9.54 中 Xx=x -ay=2 一 b 可 以 得 到 关于 点 
(a,b ) 的 二 重 害 级 数 的 同样 的 结果 。 

定理 9・55 (二 重 守 级 数 的 逐 项 微分 ) ” 设 二 重 虹 级 数 


y= や Cx yb (9・32) 
在 S= { (x,y)!: xx-q<r， レー て は 上 第 対 敗 欲 。 趣 久 
f 在 S 内 有 各 阶 偏 导数 ， 且 这 些 仿 导数 可 由 (9・32) 逐 项 微分 
得 到 ， 逐 项 微分 得 到 的 级 数 在 S 内 绝对 收敛 ， 其 中 
ト エ デリ 


1 2112%72 ラ タッ" roa, ター5 ” 


7 介 
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例 1 求 fay) =e*'(g=1,b =0) 的 荞 级 数 展开 ， 计算 
到 三 次 项 ，。 

解 ”由 计算 得 ，f(1,0)=1,，f.(1,0)=0,f,(1,0)=1， 

(1,0) =0 fC 1 0 = fireCl, 0) ニチ > て よう 0) =0。 

fs1(1,0) =2,fyss《1,0)=1, 因 此 


1 1 。」 ， 
ez ニ 1 キ ッ +(*-1) タ ナラ ツキ (メー109 tay すい 
例 2 证 明 : 対 一 切 x,y; 有 


3 


(EN) 


mr = nl 


因此 e”* ー ニ Ye6 ァ 7 


(テー 


n=0 m; = 0 mln! ” 
应 用 定理 9.49， 并 令 h =pP 一 m 可 得 


ー b mbm 
i 
iN =t mlnl p=0 m= mi(p—m)! 


~ b ma =m 
1 り 1X ツ 
- -之 ml(p-m)! 


S り 0 


mr 


1 。 
2 。 
J 。 
4 。 
5 


~ 中 


13 。 
14。 


习题 1 一 6， 求 给 中 的 函数 所 xy3) 的 车 级 数 展 开 ， 和 要 求 到 
三 次 项 ， 取 a = 了 b=0。 ーー 


fx,y) =e*cosy, | 
1 (XYy)= (lxX-2y+X) 
f(x,y)=e™*secy, 

f(x,y)=e "log(l +y), 
1(x,y) = cos(xy). 


1 
f(x,y)=(1+x + y)-?2。 
对 三 重 级 数 叙 述 与 证 明 如 定理 9。46 同 样 的 定理 。 


设 S= NX Nn;S~>R1 其 nas = 一 二。 证 明 二 重 级 数 


be 


了 一 一 不 收效 ， 因 此 ! 在 S 上 没有 和 。 


mn’ 


mi t= i 


证 明定 理 9.48。 


详细 地 写 出 定理 9.49 中 ww,= > Uns 的 证 明 ，。 


十 人 = 了 


证 明定 理 9:50。 然 后 令 S' = N 及 对 了 所 有 x，5,=NxN， 
尺 比 对 三 重 级 数 导 出 类 似 于 定理 9。49 的 定理 。 
令 Z 表 示 所 有 整数 的 集 。 在 定理 9*50 中 之 S = No 


S,.=Z. 证 明 形 如 之 之 ?ms 的 “二 重 级 数 ” 的 收 歼 性 


和 ご 。 
定理 。 

证 明定 理 9.51。 

如 果 堪 定理 9e51 中 ,选取 S' =N,S' =N, 并 定义 1f(m,n) 
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=( 一 1)"+t"/(m: +h?)。 定 理 的 条 件 是 否 成 立 ? 

15。 证 明定 理 9*52。 

16。 用 定理 9,52 求 ercosy 关 于 (0，0) 点 的 二 重 夫 级 数 的 展 
开 式 。 

17。 证 明定 理 9.54。 

18。 弘 述 并 证 明 二 重 稀 级 数 逐 项 积分 的 定理 。 

19。 证 明定 理 9。55。 

20， 用 考级 展开 式 证 明 cos( 々 キア) ニ CcOSXcOS ツ アー Sinxsiny。 


くつ 
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第 十 章 伏 里 叶 角 数 
S10・1 展开 公式 
当 函 数 1 可 以 展开 成 


f(x) = ce, x- a)', 0<|x-al<R, (10・1) 


= 


的 震级 数 时 (及 是 收敛 半径 ) ， 称 jx) 在 lx-al<R 内 是 解析 
的 。 (10・1) 中 前 c。= 基 が" (a) ,解析 函数 具有 比 无 限 可 微 


性 质 还 要 强 的 性 质 。 为 了 得 到 不 光滑 函数 的 展开 ， 本 章 研究 
三 角 汞 数 项 级 数 。 下 列 函 数 称 为 三 角 消 数 系 : 
] .COSX, COSZX, …。 COSNX, ** 
SINX, Sin2xX, *・。 SINNX, ・… 


形 如 


pd 十 ゞ (a, cosnx +b,Sinnx) (10°2 
的 级 数 称 为 三 角 级 数 ， 系 数 a.，b,。 是 负数 。 三 角 级 数 系 都 是 
周期 函数 ,它们 的 共同 周期 是 2r， 因 此 我 们 可 只 在 [- ァ 。 ァ ] 区 
闻 上 讨论 级 数 (10.2) 。 如 果 级 数 (10・2) 的 和 函数 为 了 (x) ， 
决 了 用 1 (x) 表示 出 系数 a,，b,， 机 利用 三 角 消 数 系 的 正 交 
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性 


| 1 ' [1 ys 
: . 元 Sm=n 
COSMXCOSNXIX = | sinmxsinnxdx -| 》 一 を 
| ー ーー 0， 当 mm 到 hn。 


' X 
| cosmxsinnxdx =0 ni, n=1]1, 2， ee 
J _ ， | 


上 述 正 交 性 的 诸 等 式 容易 由 初等 积分 法 证 实 。 借助 于 正 交 性 

可 求 出 (10.2〉 的 系数 a,，b, 的 表达 式 。 | 
定理 10・1 设 1 是 I= {x， ー ル SS を 上 的 连续 函数 ， 

1(-z) = 了 fr)。 如 果 级 数 て 10・2) 于 T 上 一 致 收敛 于 fx)， 


f(x) = a 十 > (a,coshx+b,Sinnx) (10*3) 
= it 
那么 
| f(t)cosntidt, n=0, 1。 2, ***+。 (10.4, 


b= 二 | f(x)sinntdt, n=1, 2, *"。 (10°5, 
证 明 级 数 的 部 分 和 记 为 Sr (x)， 


本 
Sr (X) = 3 十 Pancosmx tbnsinmx, 


= 1 
因为 Sr (x) 一 致 收 仑 于 f(x)， 注 意 到 
| Sk (x)COSHX 一 f(x)cosnxl|= 


400 


| Sr (x) f(x) | elcosnx|l&|Sx (x) ~ f(x)], 
可 知 对 站 Yn， 当 K 闻 co 有 时 Sx (x)cosnx 一 致 收敛 于 f (x)cosnx 
同 梓 , Sz (x)sinnx 一 致 收敛 于 (x)sinnx。 


f(x)cosnx = COSNX + >, (ancOSmxcosnx 
mei 
+b,sinmxcosnx), 


f(x)sinnx = Sinn% + > 《Co COSmxSinnx 


+b,sinmxsinnx), 
对 这 两 个 一 致 收敛 的 级 数 从 - zx 到 r 逐 项 积分 可 得 


| f(x)cosnxdx = Xa,, 
一 


| fx)sinnxdx = NAb,。 


除 以 xz 便 是 (10・4) 、 10*5) 。 

由 (10*4) , 《10*5)》 给 出 的 数 a,，5b, 称 为 1 的 伏 里 叶 
系数 ,这 时 (10*・3) 的 级 数 称 为 1 的 伏 里 叶 级 数 。 

当 f 是 在 1 = tx! 一 XT 二 xX } 上 可 积 的 函数 ， 那 么 由 
10・4) 及 (10・5) 式 可 以 秦 定 g。, 5,, 但 (10・3) 的 伏 里 
叶 级 数 可 能 不 收敛 于 f。 我 们 表示 成 


fx 一 部 十 > (a,coshxt+b, sinnx), 


= 1 
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理论 研究 的 中 心间 题 应 当 是 确定 1 具有 什么 性 质 ，f 的 伏 里 叶 
级 数 收敛 于 j#。 
定义 称 函 数 f 在 区 间 T= {tx :osx 委 b} 上 是 分 段 连续 

的 专人 之 (i) 31 的 划分 ; 
6 ニ %o く て を ij へ 2 く … て ヶ 。 =b 


使 げ 在 毎 一 子 区 同 な = (xi xx-i く x く xgs) 上 连续; (jj) 在 
每 个 分 虑 xo。，x:，…，Xx; 处 ，f 的 单 过 极限 存在 。 

分 别 以 f(xr- )、fCxx. ) 表 示 f 在 间断 点 xx 点 的 左 、 右 极 
限 , 称 f(xr, ) ~ f(xg- ) 为 fj 在 xx 已 的 牙 度 。 于 xz 处 将 f 的 值 改 
成 : 


f (xx) = 5 Cf (x ) - f (xr. )), 


称 f 为 标准 化 的 。 图 10.1 是 标准 化 的 函数 的 示意 图 。 今后 总 
假定 分 段 连续 函数 是 标准 化 的 。 由 于 改变 被 积 函数 的 有 限 个 


内 10:1 


点 上 的 值 不 影响 积分 值 ， 分 段 连续 的 函数 ， 标 准 化 之 后 ， 它 
的 伏 氏 系数 并 不 改变 。 

定义 ”函数 / 称 为 在 1 = {x :ao<xsb ) 上 是 分 段 光 汝 的 
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> (i)J 其 分 段 衛 狼 的 5 (ii) 了 六 在 每 个 子 区 间 Ir= {zi xr-。 
ぐ ぇ < ご xx } 肉 存在 并 且 连 续 , 称 f 在 I 上 光滑 专 今 ] 及 f' 都 在 1 上 
连续 。 

函数 的 伏 氏 级 数 的 收敛 性 问题 将 于 $ 10.3 中 讨论 ， 这 里 
先 形式 站 讨 论 求 ! 的 伏 氏 级 数 的 步 又。 

设 ] 是 1= 人 x :一 AS 和 x 委 上 上 分 路 连 续 的 图 数 。 期 下 
定义 1 的 周期 延 折 ， ー 


. 了 ( が ] 当 一 KNX 之 Xs 
x) = ーー 
“f(x ~ 27) 当 x に J。 


然后 在 -7T， ,7 及 所 有 其 他 间 电 点 把 了 标准 化 ， 这 样子 对 ー 09 
ぐ ヶ ぐ eo 都 有 定 叉 。 


例 1 求 函 数 が Cx)=x,。 xEI= {x: -TY<x<r)l 的 伏 
里 叶 级 数 ， 


解 把 } 按 周期 延 拓 并 标准 化 为 了 (图 10.2)。 求 出 


图 10.2 
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qa, = 二 | “wcosnxdx, b, = 二 | xsinnxdx, 
按 部 分 积分 法 ， 得 出 a。= 0 及 


12 


a, = 0, b =(—1)" nn n=1, 2 。 ee 


: 所以 


f(x%)~2Csinx -sin2x + 二 sin3x - …。 ニー ァ マメ マズ ァ 。 


对 于 jx), 上 面 的 级 数 允 许 x 取 任何 实数 ,在 § 10・3 就 会 知道 
级 数 在 一 x 之 x 过 zt 内 收敛 ， 而 当 x = 土 X 时 显然 级 数 的 值 为 
等 。 

”人 鲍 1 中 f(x) 蚌 奇 浮 数 ，a, = 0 一般 地 当 函 数 是 奇 函数 
( ザ x,ー%) = 一 f(x))， 或 是 偶 函 数 (f (一 x) = 了 (x)), 相应 
的 fj(x)cosnx， 及 f(x)sintx 则 是 奇 或 偶 函 数 ，a,，b, 的 计算 

可 以 得 到 简化 ， 

: 例 2 求 函 数 j (x) = |x|，x EI= {x， -zxz きき x ァ ヶ 二 的 
状 里 时 级 数 ，。 
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解 1 的 周期 延 拓 如 图 10"3 所 示 。 由 了 是 偶 国 数 ， 那 人 么 
fx)sinHtx 是 奇 函 数 ，f(x)cosMx 是 偶 国 数 。 因此 対 サ nr, 
b, = 0 而 ao = Xt 友 


a, = a fs xcoshxdx 。 


投 部 分 税 分 法 。 求 得 


~ 1) 


= = “ SS 所 并 一 一 
9, ニー デー Lcos れ アー 1) 元 一 


ー 4 ー 
CR . 
K=0,1,2,* 。 
0 ? n=2ZK, 
于 是 ! 揭 伏 里 叶 级 数 雹 
T 4 Tcosx , COS3% .COSC(2KT+ 1) x 
il 一 本 -了 | 1 (2K+1)* 


ーー キー フ 。 REE. 


于 8 10.3 我 们 证 明 上 述 级 数 收 敛 于 1x |。 取 x= 0 便 得 出 计算 
T 的 著名 公 


i ， 工 1 
二 
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J 题 
习题 1 一 10， 求 所 给 函数 1 的 伏 里 叶 级 数 。 


0 。 当 x ET) = {x ー ァ ご 0 } 。 


1 。 -| 
1 , 当 xC 了 7。= [8 0 <x ミ rz}。 


0 。 当 xC7」= {x: - rSx ぐ て 信 } 。 
2。 f(x) = | 
1, 当 ァ 7。 = (x: 5x<r}. 


3。 (x)=x’, xEl= (ュー7 ル SSXSS ア ナ 。 
0 ， 当 xETJ = fx: -<x<0}, 
4。 f(x)= 
x。 当 xEJs = {x! 0 SS を )。 
5。 fx)= lcosx|，xETI= {x!: -TSx 和 T)。 
6。 j(x)=x’, XElI= 人 xX :一 T 委 X 委 工 上 。 
7。 f(x)=e’*, xEI= {x!:  --T 委 X 委 7) 。 
0， 当 xEJ = {x! -TSx<0】}， 
8。 f(x)= 
| sinx, 当 x ビ EI。= {x? 0<xEA}。 
9。 f(x)=sin’x, xEI= {x :一 TSx<r|。 
10, f(x)=xsinx, xEI= (ルー アナ 。 
11， 验 证 年 式 
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人 衝 (| Ty, 当 4 = 1， 
| cosmxcoshxdx = | 


二 
sinmxsinnxdx = | 
* 0 当 4 nn, 


| 
1 


ー ーッ き xE」=【 ャ 3ー ァ rS ぐ 0 ) 
12。 (0) 求 1(x) = 
イッ 当 x と 7 ニニ 【x 0 二 x<7} 
的 伏 里 叶 级 数 ; 
(b) 假定 (a) 的 级 数 收 伊 于 f 《标准 化 的 ) ， 证 明 
. T_ 1 1 1 1 ... 
( 1 ) ォ ー 1 3 十 5 7 十 多 
， ， T 1 1 1 1 i 
(3) 3711577 7 11t13T17 の 


に エエ は 1 1 1 
は 1 う ーーー テモ キー 5 77 11 13 17 


13。 (a) 求 両 数 人 (z) ニタ オメ ワッ XEI= {x -ACRXET} 


的 全 里 叶 级 数 ， : 
(b) 假定 (q) 的 级 数 收 黎 十 (标准 化 的 》， 人 证 明 
2 1 
= 立 。 


$10・2 伏 里 时 正弦 与 仿 弦 级 数 ， 
区 同 的 改変 


如 果 求 定义 域 为 J= {x : 0 万 x 人 x } 上 的 函数 1 的 伏 里 
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| 时 级 数 ， 必 必须 把 j 的 定义 域 变 为 = {zt ~AXT}。 为 
此 ， 可 以 在 I = 《x， -<x<0 } 上 灵活 地 定义 f。 例如 当 
XE€1 令 f1= 0; 另 一 种 选择 是 定义 } 为 7 上 的 偶 函 数 或 奇 函 
数 。 这样 做 的 好 处 是 ， 对 信函 数 其 bp, = 0, 了 的 伏 里 叶 级 数 
仮 有 余弦 項 』 対 奇 函数 基 a, = 0, 了 拘 伏 里 叶 角 数 公有 正弦 
项 .对 原来 的 } 的 定义 域 J 是 这 伏 里 叶 展 开 的 半幅 级 数 。 这 欄 
的 仅 含 余 芝 或 仅 含 正 或 的 级 数 分 别称 为 余 艾 或 正弦 级 数 。 我 
们 举例 说 明 求 出 余弦 、 正 弦 级 数 的 步骤。 


例 1 设 盟 数 


0 当 xETi= {x 90Sx く 今 
f(x) = ニ < 
(i 当 xE7。 = {x HExEx), 


求 j 的 余弦 级 数 。 
解 ” 推 广 1 为 偶 函 数 ， 如 图 10.4 所 示 ， 那 么 函数 被 标准 


了 
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ーー /ー ~ /3. 四 了 函数 
7(3)=7(5) に ルー の ーッ ・ 四 1 
り 。 = 0 。 了 二 |。 2 人 而 

a = | 1)cosnxdx， n= 0, 1, 4, 
由 简单 计算 得 ， Go =1， 


,0， n=2K, 


qa, = |icosnxdx = 2(-1)* 1 wn=2K+1, 
に Kk +1 ”KK=0，1，2 0。 


于 是 
一 1 2fcosx _COSIX cos5% _ , 
f (x) ~ -| | + xX- | 


ET UR: 


例 2 求 例 1 中 jf 的 正弦 级 数 ， 


解 ” 推 广 ] 为 奇 函 数 ， 加 图 10*5 所 示 ， 其 标准 化 为 ， 
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=… ニ 0 
3 ~ . , 
以 及 (リー) ーーー す 。 了 力 青 画数 , a, = 0 ， 
n=0, 1 , Z。 ‘…* 
b = | f(x) sinnxdx = sinnadx 
XT], TJ し 
算 得 
ーー 4 n=2K-1 
nx 多 9 
b, = 
一 E ~— = ーー 一 «ee 
ーー 1 アー1J, 当 n=2K,K=1,2,…。 
于 是 
~ _ 2[sinx sin2x , sin3x , sin5x 
) = nx - 2 -一 -一 一 十 一 一 -十 一 一 
1 入 2 3 5 
。 
ーー + +…| x EIT, リア 2 。 


如 果 f 是 定义 在 区 间 J= (xc-ー ァ で Cx て ec+ キ ァ ) 上 的 分 


段 光滑 的 函数 ， 可 以 构造 ;的 周期 延 拓 7。 井 接 公式 (10・4) 


与 (10*5) 求 {a, }，{b,}。 由 三 角 渔 数 系 有 2zx 的 周期 ， 
{a, }，《{b,} 也 可 按 以 下 公式 计算 ， 
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r L] 


1 


と 十 过 +r 
a, = | f(x)cosnxdx, b, = i| f(x)Ssinnxdx, 
[1 ーー 


T 


起 一 


例 3 给 定 f(x)=x，xEI= {x: 0 SS2 ァ } 。 求 1 的 


伏 里 叶 銀 数 。 


解 按 周期 延 拓 /并 把 它 标 准 化 ， 如 图 10.6 所 示 。 计算 


它 的 伏 氏 系数 


5 .= 并 xsinnxdx= 一 n=l, 2。 … 


0 


于 龙 


a 内 nn 
XxX~ XA 一 2 之 一 0 <x<2r。 


| 1 
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若 函 数 ! 在 区 间 ] = { x。 -L<x<L } エー 0 ) 上 分 段 连 
续 ， 可 引用 变换 y 及 8602) 


~ y= xy f(x) = CD = 8(y) = 8 
= "x 把 7 映 象 カ = {x: -XxA】} ,8g 是 1 上 分 段 连续 
的 函数 。 因 此 | 


g(y) ~ + KO cosny+b, sinny), ヒア 。 (10°6) 


其 系数 


代 回 原 変量 x 及 函数 , 得 到 


L 1[ 了 . hxx 
a = て | f(x)eos ーーー dx, p= | fC sin dx, 


级 数 (10.6)〉 成 为 


pb, sin こ 


f(x) ~ + 3 cos- EX), xEIl, 


x+1， wx El = {x。 _1<x<0) 9 


4 设 f(x)= 
利克 Cx yr ニー (xt0SxS1)。 


求 1 关 于 I = UI; 的 伏 里 叶 级 数 ， 
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解 # 的 局 期 延 拓 并 标准 化 如 图 10,7 所 示 。 又 了 是 奇 函 数 ， 


图 107 


所 以 a, = 0 。 n= 0。 1, 2。 の 


ーー に = れれ TX ーー 2 一 を ee 
p=2| (x 1)sin- 1 dx デー n=1, 2, *"'。 
于 是 
/ 2 < SinnAx ーー 
fT El 
3 题 
习题 1 一 4) 求 函数 j 的 余 发 级 数 并 画 出 } 的 标准 化 的 廷 托 

草图 。 ーー ー 

1 。 xCJ」= {< 0 く くち} 
1 。 eo 

0 ， xEI,= (xz :了 <x<7z } 
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2。 f(x)=sinx, xEl= {x: 0Sx 近 を)。 
3。 f(x)=x, xEI= {x 0 gxxr}. 
4。 f(x)=x, xEI= {x': 0<x<x}., 


习题 5 一 8， 求 函数 f 的 正弦 级 数 并 画 出 f 的 标准 化 的 建 
拓 草 图 。 


1 。 x€EI,= {x 0<x< く る 】 多 
f(x) 


ー 1, xXEl,= {x :二 <x<zr)}。 


bw 


6。 f(x)=cosx, xXEI= {x: 0<x<x }。 


7。 f(x)=x, x€EI= {x* 0<x<rx}, 
8, f(x)= x’, xCI= {xX: 0 きき x 守 ァ 7」。 


习题 9 一 12， 求 在 区 间 1= {x 一 L<x<L} 上 高 数 す 的 
伏 里 叶 级 数 ， 


1, xE€EI, = {x: -2<x ぐ 0}, 
9, f(x)= - 

ー1, xE 了 J。 ニ {< 0SxS2 } ぅ 
ーー U ， xE = fx: -2<x<0}, 
10。 f(x) = 


Xs xCI,= 1x< 0 委 Xx 和 2) 。 
11。 f(x)=x*, ァ ヒ 了 テ {Xx: 一 1 妇 x< 委 1 }。 
12。 f(x) =1-4xl，xEI= {x: -1<x<1}. 
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$10・3 收敛 性 定理 
这 一 节 ， 建 立 判定 伏 里 时 级 数 收 全 性 的 定理 ， 这 些 定理 
说 明 具 有 何 种 性 质 的 函数 能 够 展开 成 估 里 时 级 数 。 
定理 10・2 ( 贝 塞 尔 不 等 式 ) ” 设 定义 域 为 T= {xi- ァ 
<x<r } 的 函数 Y，f 及 f? 在 I 上 可 积 ，f 的 伏 氏 级 数 是 


起 二 > (acosHX +b,sinnx), 
n= 1 
那么 有 下 列 贝 塞 尔 不 等 式 成 立 ， 
0 1 2 の 1 "sf . 、 「 ] ee 
っ 「 KGS に Car (16・?) 
证 明 ”用 S, (x) 表 示 这 个 伏 氏 级 数 的 第 n 个 部 分 和 
S, (x) = + > (CxCOSKx tbrsinkx), 
K= 1 , 
这 样 便 有 
[tw -SGD32d=| oa-2 (の SO 
+| "si の ar (10 .8) 


由 伏 氏 系数 的 定义 可 得 
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1 上 1 1 ” 
5S, (2) dt 一 2 の | fa 
+ | | fcoskidt ーーー 
Ki 0 
| | tbrei| “TCDsinkid ) ] 
=3ai+ や (o+). (10・9) 
K こ 1 i 
将 S() 按 多 项 式 习 法 展开 ， 并 由 三 角 函 数 系 的 正 交 性 ， 有 


| "sicwar= | 7 の Os. の ax. (10.10) 


综合 〈10*8) 。 〈10・9) 及 (〈10。10) 便 得 


0<| go の -s. の fg= | oa- a 


+ > (gd 十 53) } 。 (10°11) 
KR=1 
因 此 対 ヵ 都 有 


Lai+ DGD <| oa 


R=1 


这 说 明 F a + 可 (af +58) 收 合并 且 
< ーー 
6 


+ ;+ ゞ 。 + も DF (Dat, 
2° i 7 zj 1 

由 级 数 收 合 的 必要 条 件 ， 贝 塞 尔 不 等 式 说 明 ， 任 意 的 在 
7 上 平方 可 积 的 函数 1 的 伏 氏 系数 ， 当 n>ce 时 都 有 as 0， 
pb ->0。 

在 研究 伏 里 叶 级 数 收 敛 性 中 ， 经 常 出 现 狂 里 赭 羔 核 D、， 
其 定义 为 


sin(n + うう 
の 。 2 テーーーーーー ーー 一 。 


251 nr 
2 


容易 验证 三 用 国生 中 っ 


sinln + うう * 


+ > coskx = =D,(x) 。 (10・122 


£ = 1 2511 っ 


狄 里 替 菜 核 具有 如 十 性质， 
( i ) D,(x) 是 关于 x 的 偶 函 数 ; 


(HH) | Dax= #, 

(i ii》 力 , 以 2 元 为 周期 。 
引 理 10・1 设 $, (x) 是 以 2x 为 周 划 也 分 自 连 经 函数 的 

伏 氏 级 数 第 ?个 部 分 和 。 那 么 
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S。(x) 一 ラ げ (e+) + = Cf (x+u) 


-f(x )ID, (wdu 


+ cc -f(x-)ID, wan. (10°13) 
証明 因为 S,(x) = 六 a 十 > (arcoskx+brsinkx), 
Kl 


把 ax = | f(t)cosktdt, br = -| f(t)sinkidt 代 入 S, (x) 
得 


S.(X) = は | f(D | 去 十 S cosktco sk 


区 到 站 


キ sinktsinks|at 


お の は + > Cosk(#ー x) ja 


EE=1i 


令 ; = 和 十 4 上 式 成 为 


S (Xx) -| f(x+u) | -十 Scosku |au 


Ki ] 


= 二 | ftwD, du 


因为 D,，# 都 以 2z 为 周期 ， 积分 区 间 可 以 变 为 1= { ドール 
USA 。 于 是 


S,(x) = 二 | f(x +v)D, (vdv 


". 


+ 二 | fx +u)D, udu, 


再 将 v 换 为- 并 注意 D,(-v) =D,(v)， 上 式 第 一 个 积 


分 成 为 十 | f(x- u)D. (u)du, 于 是 
S$S.(x) = cic + Ww) + f(x WID, du. 


由 D(x) 的 性 质 (ii)， 吉 1Cx+) = 二 f(x+)D, (uDdu， 


ライ (*- ) = | fcx- )D。(w)du, 和子 其 


S.Cx) ~ SC +) + = C+ 
f(x HDI + f=) fx-))ID, (Wau. 


定理 10・3 设 1 了 是 分 段 光 滑 标 准 化 的 以 2r 为 周期 的 函 
数 ， 那 么 对 每 一 x，#f 的 伏 氏 级 数 收 化 于 fx) 。 
正明 対 サ x, 延 明 当 ヵ れ 一 eo。 S.(x) -fx) 一 0。 把 
10*13) 式 写 成 
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S.G) Ce = 51(%) = TCHRT) + DTD 
+R, (Xx) 
其 中 


T (x) = | Cf + -f(x+)ID, (Wdu, 


R(x)= 二 人 [f(*ー2) -f(x-)ID, Wau, 


由 D,(u) 定义 可 得 


T, (XxX) = 一 


:| " が メー ゆー パ が ※ー) inn + EF)udu 
TJ。 2 


2 sin 


mF 


1 | (ーー fe) (sinnucos py 
NJ 


251n っ 4 
+cosnusin 3w) du (10*14) 
加 下 定义 81， 82 8 
681(%, の = Le fa costus 
2sin su 


ae の = 信 (w- の ーー))。 


gi(x。 ゅ ) 关于 4 可 能 除了 uv = 0 点 之 外 ， 是 分 肛 光 滑 的 。 调 出 
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洛 比 达 法 则 可 得 
gi(*。 0 +) = ー デ (メー)。, 


即 8; 是 处 处 分 段 光 滑 的 。 现 在 把 10・14) 写成 


T,(x) = | ce (Xu) sinnu + g(x,u) coshuldu. 
可 je (xoD sinnudu 可 看 作 雪 8: (Xs 的 正 纹 级 数 的 第 个 


系数 ， + 82(x»u)cosnudu 可 看 作 う 8z(%。 ,的 余弦 级 数 


的 第 4 个 系数 ， 根 据 贝 塞 尔 不 等 式 ， 当 ?趋向 于 无 穷 时 ， 它 们 
都 趋向 于 零 ， 因 此 T, (x) 一 0 . 同 理 , 当 n 一 co 时 , R, (x) 一 0，。 
定理 证 迄 ， 

一 个 比 定理 10* “3 条 件 更 弱 的 定理 可 借助 于 下 列 应 用 广泛 
的 黎 曼 引 理 得 到 。 

定理 10・4 〈 黎 有 曼 一 勒 贝 格 引 理 ) 设 f 定 义 在 T= {x 
-TXT<x 委 z ) 上 且 有 用 在 7 上 可 彼 。 设 {a,},，{b， ) 是 1 的 
伏 氏 系数 。 那 么 当 n->oo 时 ，a. 一 0, b>0。 

证 明 当 j 为 有 界 可 积 时 ，f? 为 有 界 可 积 ， 据 由 塞 尔 不 
等 式 立即 得 知 当 n 一 co 时 a4, 一 0 ，b ,~> 0 。 这 里 要 讨论 的 是 
|f | 无 界 ， 在 I 上 广义 可 积 的 情况 。 

1fi 在 I 上 无 界 寺 ， 其 可 积 的 定义 在 第 十 一 章 详细 讨论 ， 
现在 如 下 规定 它 的 意义 ， 对 立正 数 N， 定 义 


し 当 1f(x) | SM。 
f(x 一 
0 当 |f(x) [>N.。 
6ZJ/ 


げ G) 1 可 积 指 加 (x) 可 积 且 1im| “jy(x)1dx 存 在 ,并 且 定义 


| co [dx = lim | な) ldx。 
由 此 ， 对 立 e > 0，3 了 充分 大 的 N， 使 
| “li - fn lax = | て 7 |- | な Ge) Dax< 


茎 然 |fw (x) 1 以 N 为 界 ， 由 此 导出 
| fy (x) | dx< N| | fn (x) ldx< N| f(x Idz で co。 


由 贝 塞 尔 不 等 式 ， 加 (x) 的 伏 氏 系数 当 n->co 时 趋同 于 零 ， 
即 対 sg 0 ， ゴゴ 6。 使 当 n>no 便 有 


| の coswxg| < くす | Cosinnxax < =. 
了 〒 ギ 是 , 対 ぜ >。 及 充分 犬 的 Y。 有 


[1(a) cosnxas | || tr)cosnxas | 
+|[ "Gc -加 co)eosnxax| 


< 二 e+ 1) - が) leosnxldx 


<3e + 人 HGo -fr 1 くす + 全 = 已。 
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同样 可 得 || “(2 sinnxdx <g。 


借助 于 黎 曼 一 勒 贝 格 引 理 ， 建 立 下 面 的 收敛 准则 。 
定理 10・5 (〈 狄 尼 判 别 法 ) ” 设 f 是 标准 化 的 以 2 r 为 周期 


的 函数 ， 且 积分 
| f(x+u)— f(x+) au， 
510 7 
sin ou 


对 于 x 的 值 存在 。 那 么 的 伏 里 吐 级 数 在 x 点 收 钙 于 f(x)。 
证 明 重复 定理 10。 “3 直到 (10・14) 式 的 证 明 ， 得 到 定 


理 10・3 中 的 
S,(x)- {f(x)=T, (x) +R,(%), 


7。 (>) = 元 | (gi (XsU) Sinnu + gs (XU) cosnu) du, 


f(x~u)— {1(x—) 


2sinou 


g1 (Xs) = cos 訪 6 


g2 (xX, U) = っ びー ゆー f(x-))。 


由 (10。15) 的 积分 有 限 ， 对 g,， g: 应 用 絮 曼 一 勒 册 稍 引 理 ， 
可 得 nce 时 了 , (x) 0 。 问 理 R, (x)-> 0 。 于 是 定理 获 证 。 
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注 GO 由 于 量 | 一 | 是 有 办 的， 条 件 《10.15》 可 以 换 成 
- | 
| tuft [ogc oe, 


Gi) 司机 的 是 找 出 关于 /自身 的 简单 条 件 来 代 移 难于 验证 的 条 件 (10,165) 


或 (10"162. 例如 当 / 具有 有 界 导 数 的 话 .10' 16) 的 积分 以 2 max | が (9)| 


放免 。 ] 
(iii) 務 評 数 昌 室 償 徳 回 鍼 的 乏 対 ぜ *, ヨ 常 数 諸 和 2 0 ぐ gS1 使 


1f%* う 一 が 》) EMIX—Y | 
对 1 二 {y :一 Xf 忒 yt } 内 的 所 有 yy 都 成 立 ,着 /是 罕 尔 德 连续 的 ， 那 么 (10.16) 


{CW バー) |w く +e. (10・16) 


的 积分 以 4|", | 4j。 -1du(A 是 常数 ) 为 界 ， 而 Tu “~ 1du 存 在 。 《参看 
8 11・2) ,因此 罕 尔 德 连续 的 函数 满足 条 件 (10・16) . 
为 了 给 出 伏 里 叶 级 数 可 以 逐 项 微分 与 积分 的 定理 ， 要 用 


到 如 下 的 引 理 。 
引 理 10・2 设 f 是 以 2 为 周期 分 段 光滑 的 函数 ， 那么 它 


的 伏 氏 系数 a, ，b，,， UI 


lg。| ミ そ 。 bl n=1, 2, の 


这 里 c 是 仅 与 1 有 关 的 常数 。 
证 明 ”假设 1 的 跃 度 出 现在 下 列 各 点 ~ アニ タテ j』 く X」 く の 
< 之 XxX: ニテ 。 邦人 


4¢4 


ーー| f(t)cosntat = + | 了 (xycosntat。 
一 要 ル 万 . 


1= 1 1 —1 


用 部 分 积分 法 得 出 


-15 全 Sr と ド 


< 


3 F (Dsinntat. 


1 
T 7 


因为 和 f 是 有 界 的 ， 立 即 得 出 a, 的 估计 
C 一 ク C 
[g。 1 ペー。 同 梓 可 得 10。| ペー。 


推论 设 j 及 它 的 前 D- 2 阶 姓 数 都 古 以 2r 为 周期 的 图 数 ， 
Lf 伴 分 自 光 洪 的 . 那么 f 的 伏 里 叶 系 数 a,，b,. 满 足 不 
等 式 


as に 15。 に イル n=1, 2。 の 


这 里 c 厅 依赖 于 #。 

为 了 证 明 推论 ， 按 引 理 的 方法 重复 9 次 部 分 积分 就 行 了 。 
推论 说 明 函 数 具 有 更 离 阶 的 导数 时 ， 它 的 伏 氏 级 数 收 敛 得 越 
快 。 

定理 10・6 〈 伏 蜂 叶 角 数 遂 項 微分 的 定理 ) 设 f 处 处 过 
续 且 以 2x 为 周期 ，# 分 段 光 滑 且 是 标准 化 的 。 那 么 
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(i) 把 7 的 伏 里 时 级 数 逐 项 微分 得 到 的 级 数 在 每 一 点 收 
倫子 (x)。 

(ii)f 的 伏 里 叶 级 数 对 所 有 x 一 致 收敛 于 f(x)。 

正明 设 f 的 跃 度 出 现在 -=xo<xi 达 "人 Xi-1<X， 
= XT。 完 义 


g(x) =| 了 7 (Dat 


并 注意 到 g(x) 连 续 ， 且 在 x; -<x<xiGi=1，2，…，7) 内 
g (Xx) -f(x) 三 0 ， 函 数 g -在 每 个 区 间 (x;-;，X;) 内 为 
常数 ， 那 么 由 1，g 连 续 ，g - 1 恒 等 于 常数。 如 以 4A,， 了 ,家 
示 7 的 伏 氏 系 数 , 面前 伏 氏 系 数 涼 。, 5。。 投 oc。 的 公 式 井 
用 部 分 积分 法 


Tj 


| 


im1” Ti~1 


f(t)cosntat a 


1s f (xi)Sinnxs: ~ f(xi-1) sinnX;-s 
nn 


TT 


LM 


ー エタ fi (Dsinntat 
nn 


1 一 1” xi 一 1 
= ニュ | Ff (t) sinntdt= = a, 
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上 画 等 式 中 - f (x; ) sinnx, | 


el 


4。 


ae 
还 项 徽 分 级 数 
f(x) = yas + ゞ (a, cosnx +b, sinnx) 
ep | 
可 得 


> (~ na.sinnx + nb,sinnx) 


fmi 


< ゞ (B, sinnx+ A, cosnx), 
上 式 右 端 是 7 (x) 的 伏 氏 级 数 ， 由 定理 10*3， 它 收 敛 寺 f/ (x)，。 
(i) 的 结论 获 证 ， 
为 了 证 明 (i， 应 用 引 再 10"2 的 推论 可 知 


ゞ |a,cosnx+b Sinnx| <2c > 


pn2? 


貞 マ コ z 收 敛 ， 所 以 1 的 伏 里 叶 级 数 一 致 收敛 ， 并 且 还 是 绝 


ne i 


对 一 致 收敛 的 。 
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定理 10:7 〈 伏 竺 叶 级 数 的 逐 项 积分 定理 ) ” 设 1 是 处 处 
分 入 光滑 以 2 为 周期 的 函数 。 并 设 它 的 伏 民 系数 c。 = 0， 
定义 


P(x) = | f (x) dx。 


那么 F 的 伏 里 叶 级 数 除了 常数 项 4, 待定 外 ， 可 由 f 的 伏 里 叶 
级 数 逐 项 积分 得 到 。 而 A。 由 如 下 的 积分 确定 : 


人 4。 ニー 1| xf (wax. 


正明 ”为 了 使 F 有 2 zt 的 周期 要求 a, =0。 由 定 理 10・6 
可 知 F 与 1 的 伏 里 叶 级 数 之 间 的 关系 是 ， 除 相差 一 常数 外 ，F 
的 伏 氏 级 数 是 ] 的 伏 氏 级 数 的 逐 项 积分 ,为 了 求 4,， 注 意 到 


“oe rolfole 
-| (Did = 1 (bat 


注 (i) 荐 函数 /的 伏 氏 系数 4 加 弗 ， 可 以 8(%)==f(%x) 一 地 os 代 萤 了 对 


gCx) 定 理 10.7 是 适用 的 ， 

Ci 定理 1047 不 要 求 记 (xy 帮 2) 的 级 数 一 致 收 伍 ,一般 地 说 积分 所 得 的 
级 数 的 收敛 速度 比 原 级 数 的 收敛 速度 快 ， 

例 在 $10*1 的 例 1 中 ， 建 立 了 展开 
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ー 1)*-isinnx 


1 Ee | 


yC7=( ァ *ー テ マテ マテ ) 。 ーー 


使 用 这 一 结果 求 函 数 F; x->x?* 在 I 上 的 伏 里 叶 级 数 。 
解 ” 据 狂 尼 判别 准则 ,f,F 在 1 上 都 能 展开 成 伏 氏 级 数 、 
显然 a。= 0 ，} 是 光滑 的 ， 因 此 定理 10"7 着 用 。 令 


Pe) = | 21dt=X“ 一 区 ， 


A,= | footdi=— 4 x?, 
NXT フー ェ 3 


因此 


xX- X=- arr Ds, 


从 而 


x2 = 二 rz2+4S (Dosnx 。 


mt 
习 题 
1。 求 両 数 了 ‘Xx>3 (TX x) XEI= {x eT SS 
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之 x ) 的 似 里 叶 级 数 ， 并 证 明 や が = 区 <。 


2。 用 定理 10*7 求 fx->1x|, XEI= {x ーー エメ} 
的 伏 里 叶 级 数 。 


(x?- 7 %)。 0 zy» 
3。 求 7(z) = 的 伏 里 叶 级 数 。 
1 (2 キア)。 ー XE0。 


一 
~ 涡 1 2 2 2 
4 。 用 问题 1 的 结 采 ， 来 ] a、 > 19 CT x ) 9 


XEI= {x 一 天 魏 X< 委 工 } 的 伏 里 叶 级 数 。 
5。 来函 数 1 和 F 的 伏 里 叶 级 数 


ー]1 十 COSX 一 x xCI,= {x: -TSx 和 0)} 
Fix 


1 -cosx 一 x xEI,= {x 0ExEr}. 
6 。 求 了 的 伏 里 叶 级 数 


(A+xX) XEII/={x:-— rcxー テ アテ) ， 


,一 ] 1 
f “x-—>|x xEls= {X's TNE ES 
し ァ メー タテ xEls= {x: 3 IERIE ) 。 
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?。 设 f 是 以 2 为 周期 的 具有 各 阶 连 续 导 数 的 函数 ，a， 忆 。 
是 f 的 估 民 系数 ， 开 是 一 自然 数 ， 对 于 asx5， 及 DasnE 当 
nco 时 有 何 结论 ? 
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第 十 一 章 “ 积分 所 定义 的 函数 
8 111 积分 所 定义 图 数 的 导数 


物理 及 工程 学 中 出 现 的 微分 方程 ， 它 们 的 解 往往 是 用 积 
分 给 出 的 。 这 种 解 的 积分 表达 式 大 部 是 被 积 流 数 无 界 或 积分 
区 域 无 界 的 和 情况， 这 时 应 当 研 究 积 分 的 收 征 性 并 人 确定 研 合 可 
以 在 积分 号 下 进行 微分 。 本 节 先 研 宅 被 积 贰 数 或 积分 区 加 无 
界 的 情况 ,下 两 节 分 别 研究 被 积 函 数 、 积 分 区 间 无 界 的 依 况 。 
此 外 ， 应 用 压缩 瑞 得 定理 给 出 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 作为 
$ 11・4。 

设 f 是 定义 在 R, 内 知 形 = {(x, り ! asx き ab, て SS 
d} 上 的 实 值 函数 。 在 1= (xioSSxS5 } 上 定义 图 数 


J 
の GO = | fd, (11.1) 


在 什么 条 件 下 能 够 在 (11*1) 式 的 积分 号 下 进行 微分 ， 
以 求 q^ (x)? 基本 的 结果 由 下 面 定 理 给 出 。 

定理 11・1 ( 莱 布 尼 效 法 则 ) ” 设 1 与 f, ;在 矩形 R 上 连续 ， 
9 由 〈!1*1) 式 定 义 。 那 么 


| 
v = トカ Ddt, a<x<b. (11・2) 


证 明 构造 w 的 券 南 


(x+h)— ol すし レー 
Pe+ め ー vl) - PX) = 二 | Cf (x+h,t) -1x,t) dt, 
注意 到 
rx 二胡 
fx+h,t) -x, の =| }»1(2,1)dz, 
便 有 


の (x+h)— の (を 1 人 人 


因为 R 是 有 界 闭 集 ，# ,在 R 上 连续 因而 还 是 一 臻 连续 的 。 因 
此 ， 対 サ e>0, 3 ヨ 3 6 >0, 対 c SS@ 中 的 任 何 #。 使 当 


Ilz-*l ぐ 9 的 * ぅ ヶ 。 都 有 
(の りー カ ,( の] マー ニー。 
gd-c 
現在 用 等 式 
1 1 


| (x, 1) dt = Hf ,Dazat. (11.4) 


这 一 等 式 的 技巧 所 在 是 右 端 被 积 函 数 与 无关。 由 (11・3) 减 
夫 (41,4) 得 


plx+h)- v(x) 人 
a 
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と 


=| {HD -pr Dd at . (11・5) 
如果 |hi 小 到 使 (11・5) 右端 彼 科 中 数 的 lzー*[< ぐ の, 送 的 
p(X+h)— PX) | ー 
Pt A Gna | 
で 1 r+ fh 
< は ーー の dr ーー テー(d-o) = 8 。 
由 g 是 任意 的 , 说 明 上 面 不 等 式 的 左 端 当 h>0 时 趋向 于 零 ， 
即 (11・2) 式 成立 。 
当 p(x) = [了 1(x,t)dt 是 x 的 显 函 数 时 ， 可 以 直接 对 


p(x) 求 导数 。 但 是 ， 确 有 许多 不 能 积分 出 来 ， 而 j, ,能 积分 
出 来 的 情况 ， 下 面 例 子 说 明 这 一 点 ， 
例 1 设 f，R, 一 Ri， / 


Sinxt 


ren = ーーー。 当 7 0 


x 当 t=0。 


p(X) = Jcx, at, 求 の 7 (0) 。 


解 我们 有 
lim Sinxt Tin や RE し 
すっ 0 t 一 Xt 
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因此 /在 4= CD : ~- co<x<oco， 0<i< 5} 上 连续 ， 
a 


_ feosxt, 当 t チ 0, 
CD) “|, 


也 在 4 上 连 绪 。 应 用 莱 布 尼 效 法 则 


ア -天 
出 gp (0) = っ ゥ ・ 
现在 对 菜 布 尼 兹 法 则 作 如 下 的 重要 推广 。 设 定义 如 前 ， 
令 1= {17Y a } 及 J = {tt :ce 生 Id ho 及 hl 是 定义 
在 I 上 值 域 为 ] 的 函数 。 假 车 p: I->R ,其 定义 为 
P(X) = | の の の 
现在 来 研究 9 的 公式 。 为 此 ， 考 察 通 数 民 :Ras~>R， 


F(x,y»2) = | fC Da (11・6) 


定理 11・2 设 f 与 f, ,在 R={(x,t) 1 goSxSSD cSS7SSg) 
上 连续 ， 且 FF 由 (11+:6》 式 定义 ，x E1,yEJszEJ。 那 么 
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F,; = CT F,,;, = — f(x,Yy), 
Ps = ニナ (る ) 。 (11*7) 


正明 11・7) 中 第 一 條 公式 由 定 理 11・1 便 得 。 第 二 、 
第 三 个 公式 由 微 积 分 基本 定理 导出 。 

定理 11.3〈 一 般 的 莱 布 尼 效 法则 ) 设 f 与 ,1 都 在 R= 
{(X,1) ;ax 人 0b，C 全 1 人 四 了 连续，j 与 js 在 7 上 具有 一 - 
阶 连 续 的 导数 ,者 p : 一 Ri 的 定义 为 


让 4 (Cx) 
の て) = | | バテ が 9 
那么 
の (x) =f Cx, h(x)) hs’ (x) ~ fx, ho CX) ho’ (x) 


+ fy xt) dt. (11°8) 


証明 接 (11.6) 式 定义 F, 那么 p(x) = F(Xx, ho (x), 
hi《x))， 应 用 求 寻 的 链 法 则 求 得 


9 (x) =F,,+F,,ho’ (x) +F,sh,’ (Xx) 。 


现在 把 1・7) 的 F,1!，F,: 及 F,s 的 值 代入 上 式 ， 并 且 代 
入 y=ho (x)，z = 二 1 (Xx) 就 得 出 了 (11*8) 式 。 | 


、 *” t 
例 2 设 9: っ | arctgl La)dt, 求 p7。 


490 


解 ”我 们 有 


9 t 、 2tx 
sx rE 


用 一 般 的 菜 布 尼 兹 法 则 (11・8) ， 得 到 


21x 


72 十 xr 


p(x) = (arctg1)・(2%) -| 


令 1=x24 代 入 右 端 积分 ， 有 有 


! の kd 
0 1+u: 


1 (= TX | ニル (ルー 
p’ (x) 7 x| *( う log2) 。 


、 _ logx Sinxt 
例 3 没 F: の っ | dt 求 P 


解 ”用 一 般 的 菜 布 尼 兹 法 则 (11・8) , 得 到 


* す TIop 
F = sin(xlogx) +| cosxt 了 
リー (1+y) (xlogx) y 1 キッ 


_ sin(xlogx) , sin(xlogx) _ sinxy 


(1 + y) (xlogx) (1+y)x (1l+y)x° 


ツリ 题 


习题 1 一 12， 求 の " 二 
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1 
の 。 x->| f(x, Dat, 


(1* ~ 1)/logt, 当 t#0,1, 
ro -| 0 当 t = 0， 
x 当 7=1。 


の っ «=| cos(t*ydt, 


ト 1 


cossxl+xt 


, (Lt hs 
! xt 
1。 vp :x—>| dt, |x|<1. 


12。 qo: x>| log(1- 2xcost tx’)dt, | て 1。 
0 


13. gt (xsy)>| Fertat, 计算 ps1 


「」 
14, ei の っ | fx, Da 


7 の Tsin?(x,t), 1#0, 
Xt) 三 ， 
: 0 。 : 三 0 ぉ 


の め ぅ 1 ぁゃ 


15。 ゅ < Go の っ | (ビエ 2 デーツ 7) 来 の >s・ 


x 
主攻 


16。 芭 了 M， nn 是正 整数 ， 证 明 


or (in mL 
| dogd "d= (-D" -tr 


[提示 ， 对 nn 求 | x"dx 的 导数 并 用 归纳 法 】 


439 


_ fh (zrg) ” ， 
17. 设 F(x,y)=| f(x,yst)dt. 求 出 P,1,F,， 的 公式 。 
18。 设 万 程 
hs (sy 
| x,y, dt=0 


he ty 


确定 隆 函 数 y= g(xX)。 求 g/，。 


S11*2 广义 积分 


候车 函数 ] 在 半 开 区 间 1= {x : ao<x<b} 上 有 定义 ， 且 
対 YcEI, 积分 


| fo 
存在 。 我 们 关心 的 是 1 在 5 点 邻 域 为 无 界 的 情况 下 ， 如 何 定义 
积分 | f(x) dx。 例如， 函数 1 : x-> (1 一 x)-!， 在 它 的 定义 域 
J = {x :0<x<1) 上 无 界 ， 对 于 c EJ 有 积分 | 
1d- の -*gz= -logd-o. 
当 c_>1- 时 ， 积 分 值 趋向 于 正 无 穷 。 另 一 方面 ， 对 于 J 上 定义 


的 元 界 函数 g : X-> (1 一 x) “， 对 cEJ 求 积分 
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§ _1 
[a-» 327 メニ 2ー2 ソ 1 一 c 9 


当 c->1 时 ， 积 分 值 有 极限 为 2 。- / 
定义 ” 设 对 Yc€ {x :asx<bj ，f 在 区 间 [a,c) 上 可 
积 ， 如 果 


lim | fax 
eb "10 


存在 ， 则 称 积分 | foo)dx 改 俩 ”否则 称 | f Ce)dx 发 散 。 


若 / 在 区 间 J = {x : a<x<b) 上 除去 内 点 d 的 邻 域 之 外 
丰 有 者 的 ， 如 果 


Ca Tb 
lim | f(x) dx, 1im | f(x)dx 
cd A ] と ュ 。 テー ガ キ ブナ と 


都 存在 ， 则 称 广义 积分 | f(x) dx 收敛 ， 否 则 称 | f(x) dx 发 


获 。 广 义 积分 也 称 甫 分 积 。 

区 间 上 某 点 使 函数 在 该 点 邻 域内 无 界 ， 这 种 点 称 为 惠 点 
如 果 函 数 在 LE 上 有 几 个 瑕 点 ， 可 把 I 上 的 积分 分 解 成 每 个 积 分 
仅 有 一 个 环 点 的 积分 ， 当 且 仅 当 分 解 的 各 项 名 广义 积分 都 收 
公 ， 称 积分 在 [上 收敛 ， 否 则 称 I 上 积分 发 散 。 在 广义 积分 收 
敛 的 情况 下 ， 定 义 极限 值 为 广义 积分 的 值 。 


例 1 证 明 | @- の が 朋 | w- の つ 。 Jp<< 1 时 
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收敛 ， 当 p 之 1 时 发 散 ， 
解 对 于 ca<c<b， p チ 1 有 


に - ~— (b—x)’'”* ff 
「c xX) ?dx 1ー 7 | 


_(b-a) (bb-c) ti? 
1l—p 1—p - 


当 p<1， 上 式 右 端 在 c->b- :时 以 为 极限 。 而 当 


p 之 1 时 极限 不 存在 当 p=1 时 上 式 右 端 成 为 log(p- a - 
log(b 一 c)， 当 c->b 时 极限 不 存在 。 

对 广义 积分 也 有 比较 判别 法 ， 象 无 穷 级 数 那样 比较 判别 
法 是 判定 积分 敛 散 性 的 基本 工具 。 

定理 11*“4〈 比 较 判 别 法 ) ” 设 f 在 半 开 区 间 1= {x: cs 委 
x<b} 上 连续 ， 且 0 委 1fGx) Sg()。 対 サ x ビ EI 成立 。 那 る 


当 | gG) ax 收敛 时 ，| f(x)dx 收 合 ， 上 且 
| 人 ooax| < eo. 
证 明 ”首先 假定 对 站 xE 7， fx) 之 0， 且 定 纹 
F(x) = | 7 の gs C= | g(a 


F 与 G 都 是 1 上 不 减 函 数 ， 由 | 8 (eax 收敛 的 条 件 ， 可 ! 知 当 
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x->b"，G(x) 有 极限 村。 因为 对 法 x El1，F(x) G(x) <M， 
由 连续 性 公理 《32.5) ， 当 x->b”，F(x) 有 极限 存在 ， 即 


6 “6 
全 foax 收 分 ， 且 由 FeO<cco<M，| foo dx<M- 


| eax. 


如果 7 取 仙 値 肘 , 定 又 
f(x) = |f (Xx) テー 1 (x) f, (x) = = fx) 


邦久 ，j1 在 7 上 都 是 非 针 连续 的 ， 晴 
fi (x) +f, (x) = 1:f (x) |<g (x), 


了 7, (うー (Cy) = が %) 。 


由 上 面 对 非 负 情 况 的 证 明 ，| fx)dx, 思 Coax 都 收敛 ， 


用 和 的 极限 定 息 可 知 | 7 lax 及 | f(x) dx 存在， 


塘 后 


人 1 (X) dx -| 9 (x)dx| 


co 
| fx)ax| = 


了 を 


<| fh (x) dx +| 7 dx = | |f (x) [dx 


<| geoe。 


J 
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定理 11・5 设 /与 在 六 开 区 间 1= {x : o<x<b} 上 途 
续 ， 且 对 x EI 有 0<g (x) <f(x)， 如果 | g(x)ax 发 散 ， 那 么 
| fx)ax 发 数 。 

证 明 车 | f(x) dx 收 化 ， 按 定理 114，| g(x)dx 应 是 


收敛 的 ， 导 致 矛盾 ， 因 市 定理 11"5 成 立 。 


例 2 判 = の (8>0) 的 政信 性 。 


解 ” 把 f (x) = 


= 号 g(X) = ーーー 相 比较 ， 


8 ' 8 
= 一 = 一 一 -一 =g(X ) 。 


vi xz va AT そっ 


因 f(x)| 志 g(xX)，。 


対 子 0S 


由 例 1 知道。 ,二 二 一 ax 是 收敛 的 ， 据 定理 11"4， 肠 定 
9 一 

ーー 

TO 


现在 讨论 被 积 函 数 有 界 而 积分 区 间 无 界 的 情况 。 
定义 ” 设 f 定 义 在 区 间 1= {xX :asx<t+ce 上 ， 且 对 
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] a a 、 
Vee7。 | .foax 存 在， 如果 1im 人 Tcodx 存 在 ， 则 定义 
J .epm im | f 00 


这 时 称 广义 积分 | f(x) dx 收 僵 。 当 极限 不 存在 时 ， 称 积分 发 


散 。 
若 了 定 叉 在 7= 人 x: -ee<x ご +o} 上 。, 研究 | fe)dx 


的 广义 积分 。 设 4E 7， 定义 
[seoar= iim 7eow+ ,lim (jo. qrr9) 
当 且 仅 当 右 端 两 个 极限 都 存在 。 册 /在 7 的 每 个 有 限 区 间 上 可 
积 ， 容 易 验证 (11・9) 的 值 与 (的 选取 无 关 。 
为 了 说 明 区 间 无 限 的 广义 积分 定义 ， 我 们 证 明 
| ax (g ジ 0) 


当 p 之 1 时 收 敏 ; 当 p 亿 1 时 发 散 。 注 意 到 p 到 1 时 ， 对 Yea, 


rar= cot ーg ご]。 
4 l—p 


イィ?。 対 p<1 概 限 


对 pl1， 当 c-> + co 时 ， 
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不 存在 。 当 p = 1 时 右 端 成 为 1og 全 ， 当 c-> co 时 极限 也 不 存 
在 。 同 样 地 ， 积 分 


| xia < の 


当 p<<1 时 收 敏 ，p 委 1 时 发 散 。 

对 积分 区 间 无 限 的 广义 积分 也 有 类 似 子 无 界 函 数 积分 的 
比较 判别 法 。 

推论 车 对 YxE {x:a<x<+col ，|f(x)|<g(x)， 


Bg, FA I ldx，| 。 fx)ax 收 全 
甘 対 YzC ftx ioSx ご +oo) ，0<g(x)<f(x)， 且 


全 -sepa 发 艇 那么 | 1Co ax 发 散 ， 


例 3 为 别 | - 


*_dx 的 敛 散 性 。 
+ X34 
解 对 x 之 1， 注意 


な 
3 


而 | 寺 な 及 散 因此 | 


446 


十 中 
ーー 


例 4 判别 | xe-* dx 的 敛 散 性 ， 


ど 
0 


- 解 考察 4 人 =| xe "dx, 上 且 信 wu=x?, du = 2xdx 则 


当 c っ + co 时 ， A— 3 


因 被 可 函 数 是 奇 函数 ， 有 


[ | 1 
1m Xe * dx 2 


d+w 
因而 | xe-* dx 收敛 。 


被 积 函 数 无 界 ， 积 分 区 间 也 无 界 的 情况 ， 可 以 联合 定理 
1l。4 及 推论 来 处 理 ， 下 面 举例 说 明 这 种 方法 。 


例 5 別 列 | 


to BE 
| 一 dx 的 尼 散 性 。 

解 ”被 积 函 数 在 x = 0 邻 域 内 无 界 ， 把 积分 分 解 为 两 部 
分 : 


対 0 く x<1。 と し < 上 而 | ーー の 履 人 由 比较 判别 法 
x Vx 
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( 


收敛 于 1 iii 


|, 2 


| 
い 


ーー \ ~ _ 


ov xX 


1 VX 


ーdx 履 谷 。 


VX 


习 题 


习题 1 一 12 判 别人 各 积 分 多 和泊 


| 到 全 一 2 | ーーー 
1j (X+2) x oo 1-x*: 
| dx 全 xdx 
4 。 
w 】 十 X% 1 キッ 
| ーー CX Te 6 | VX dx 。 
~i 1 一 <“ 0 S10X 
x +e(arctg%/“ dx。 
dx 。 8 。 | ーーーー ャ ーー 
| ]o gx ー 0 1+※ 
” -i | dx 
| し の axe 9 一世 
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t+” | 二 和 
11 。 | e-*sinxdx, 12。 | nNX 
0 OX 守 


13。 证 明 | x-!(logx)~?dx， 当 p 之 1 时 收 族 。 当 Dp 全 1 发 艇 ， 
:4。 设 f 在 1= {xX : T<Sx<+cof 上 连续 , 且 1im x(logx) f(x) 


= A。 且 及 类 0。 证 明 |  f(x)dx 是 收效 的 。 


首先 来 研究 积分 | “ie-:dt 的 收敛 性 。 因 为 被 积 函 数 
在 t= 0 点 邻 域 无 界 ， 积 分 可 分 为 两 部 分 
ee 
且 以 fly7a 记 右 端 两 个 积分 。 对 1, 当 x>0，0<t<1 时 ， 有 
0 
而 积分 | 1"-!4t 对 x>>0 收 化 ， 因 此 I 收 全 。 对 于 第 二 个 积分 ， 


1 , 先 把 1*-!e-' 写 成 +e-! = が et 再 估计 函数 
= で の 在 6E {1&1<+ 0) 上 的 界 。 由 だ 《( わ = ttre”! 
Cx+1- 昌 ，1=x+ 为 J 欧 唯一 临界 点 ， 且 /在 这 一 点 到 得 最 
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大 値 人 (x+1) = (x+1)271e-cerl) 所 以 
I, =| te-'at= atte- Da 
+ =m 
Se+D tein dis (x+ 1) sle- せわ 


因此 7 对 每 一 固定 的 x> - 1 收 剑 。 综 合 起 来 ， 对 *>0 积分 
| が *e~ 收敛 。 
定义 称 I= {x :0<x<+col 上 的 函数 


r+ 
メー Fie-! dt 
B 


为 函数。 
r 函数 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 


r(x+1)=xT(x),. 《11°10) 
这 一 性质 容易 由 部 分 积分 法 得 出 。 事 实 上 ， 


ri 6 和 

| ecPe-93 [+s | era 

令 c-> 十 co 便 得 (11.*10)。 | 
而 TD) = | “e~'dt=1， 因 此 对 自然 数 n 有 


rl(n+1)=n Tn) = か *( れ ー “1 Tn- 1) = = (rn ~ 
D21= nl J 
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La ーー ーー 


这 说 明了 函数 是 仅 对 自然 数 有 定义 的 mn! 的 推广 。 
为 了 对 于 广义 积分 建立 类 似 如 $ 11"1 那 种 在 积分 号 下 求 
导数 的 莱 布 尼 效 法 则 ， 和 需要 作 更 深入 的 研究 。 
设 R= {(x,t) ; asxxb, cat<d} 是 一 个 不 售 “上” 
边 的 矩形 。F : R>R | 是 连续 的 且 对 站 XE1T={x :ax<b) 
lim FG, 存在 , 以 jx) 表示 这 一 极限 。 


定 叉 員数 PF(xz, の 关于 1 当 1->d 一 时 一 致 趋 辐 于 f (Xx) 
> 対 サ e ン 0, 3686>0, 使 対 = に gd- の くく gd) 内 的 t 
及 所 有 I 中 的 X， 都 有 

| F(x,i) — f(x) |<e, (1 1*11) 
这 里 6 仅 依赖 于 e 而 与 x 无 关 。 我们 也 说 当 1>d 一 时 一 致 收 慌 
〒7。 知 形 R 可 換 成 元 限 帯 形 S= {の ; a きき x き 5b, ct < 
co! ， 一 臻 极限 〈 即 一 致 收 仿 ) 修改 成 ， 対 ぜ sg ン 0, ョ 付 訪 
& 有 关 季 T 使 (11:11) 式 对 t 沪 T 及 I 内 一 切 x 都 成 立 ，T 与 x 无 关 。 
与 无 穷 级 数 那 里 的 情况 一 样 ， 一 致 收敛 性 对 于 极限 运算 


交换 次 序 起 着 重要 的 作用 。 下 加 两 个 定理 是 关于 义 积分 菜 
布 尼 兹 法 则 的 基础 ， 


定理 11・6 设 F : R>R, 对 Yi€EJ= 人 :cst<dj 在 I 
上 连续 ， 且 当 t->d 一 时 ，F(x,!) 一 p(x) 关于 [是 一 致 收敛 
的 ， 那 么 gp 在 ! 上 是 连续 的 。 若 J 是 半 开 无 穷 区 间 {i .cSt< 
+ co) ， 当 t+ co 时 ，F(x, 二 p(x) 关于 I 是 一 致 收 做 的 ， 
那么 g 在 I 上 是 连续 的 。 

证 明 ” 设 x1,x: El1， 有 


| ex) — gx) SR 有 一 px) | + が ( of)- 
81 


— F(x,, 1) |+|F(x,,t) og(xs) |。 
-由 FF 一 致 收 钱 于 p， 对 闻 e>0， 当 过 分 逼近 于 d， 上 式 右 端 


第 一 项 、 第 三 项 都 可 以 小 于 二 而 由 F 的 连续 性 假设 , 当 x， 
Xs 分 充 接近 时 ， 第 二 项 也 小 于 己 。 因此 9 是 连续 的 。 


定理 11・7 设 定理 11,6 条 件 成 立 ， 并 且 对 车 1EJ， Fy」 
在 1 上 连续。 如果 FF。 | (x,1) 一 (Xx)， 当 た テ *gー 或 1> 二 co， 共 
于 牙 伍 是 一 致 的 ， 那 么 在 IT 上 有 


qp (x) = CX) 。 
信明 役 e 基 7 前 任 一 点 , 那 名 ザ x と 5 有 


| F， 1 (£,t)dé = P(X,— t) Fla,t). 


因为 后 ，, 当っ d- 时 关于 一 致 收敛 于 攻 (x)， 对 立 s0， 3 号 * 
元 革 的 @>0, 使 0<@- 7 ぐつ @ 都 有 


と 
| (と ) 一 户 ， (とり 1 へ デー ィ | + 1 
由 此 


yeas- | に | |9(⑧) - (5 の | 


Ix-al<es 


< 
lz-al +1 


上 
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GP =lim|'F, (7 limEtF(x,t) — F(a, t)) 
而 由 9 (定义 上 式 最 丰 闪 为 00 一 の (@) 。 即 
| bE)dE = p(x) ー ro 


由 峭 (x) 连续 及 微 积 分 基本 定理 ， 上 奈生 数 便 得 
$xX) = の” () 。 
下 而 关于 广义 积分 的 区 布 尼 站 法 则 是 定理 11.6 与 11.7 
直接 结果 。 | 
定理 11・8 设 在 R 上 连续 ， 定 义 


F (x,1) = | 7 の gr。 


如 果 对 六 XE1， 广 闵 积 分 p(X) = | er)gz 存 在 . 且 1im F 


(xi = p(x) 关 于 I 是 一 致 的 .那么 pg 在 I 上 连续 。 同 样 结果 对 
J 换 成 区 间 {i : c<t< + co) 及 :一 4- 换 成 !-> + co 成 立 。 
注意 到 BF(x, 六 在 R 上 连续 ，PF (x, カカ 满足 定理 11*6 的 条 
件 ， 定 理 11.8 的 结论 成 立 。 
定理 11.9 〈 关 于 广义 积分 的 菜 布 尼 效法 则 ) 设 定理 
11・8 的 条件 成立 , 且 用 :在 R 上 连续 ,如 果 当 1->d- (或 !->+%) ， 
F ,1 或 对 x 一 致 收 伍 于 少 。 那么 


% (x) ー の (x) -| 1 (て) の て 
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(RI = の = | re の gd.。 


证 明 根据 定理 11.1， 对 半 t<a 我 们 由 莱 布 尼 兹 法 则 有 


Pi の =| Go の dr。 

由 此 据 定 理 11"7 便 导出 定理 的 结论 。 
例 1 设 g:x>| の "dg 证 明 当 x>>0， pp 及 9 都 是 
连续 的 并 且 


十 回 
の (x) = | — te™*'dt, (11・12) 
= 0 
] i 
解 EF = | eds= 工 -2 , 
0 


因此 ー 
1 ー 6 こう すこ xte™*i 


FPF, (yz。 の テー ヶ < 


当 テ + Go。 有 F-> 过 ， F, 1 と 1 。 为 证 明 收 敛 是 一 致 的 ， 注 
意 对 h>>0， 及 满足 x 之 h 的 所 有 x， 有 


[F(xst) — と | = ご 


wi ert 
(1 +xt) < を (1 す あ か 
X れ ^ 


[Fy Cxst) ~ (~ 73)| = ご 
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| 于 是 对 Yh 二 0, 在 x 之 h 的 任何 区 间 上 收敛 是 一 致 的 ， 应 用 广 
义 积分 的 菜 布 尼 效 法 则 ， 便 得 (11*:12) 成 立 。:q 及 g' 的 连续 
性 出 定理 11"8 得 到 。 


下 一 定理 证 明 比 较 判别 法 ， 当 积分 不 能 直接 计算 的 情况 
下 ， 莱 布 尼 兹 法 则 仍然 有 效 。 


定理 11・10 (i) 设 在 引 形 R={(x,t) :a<x<b, cxt 


ご 上 连续 ， 且 在 R 上 1f(xi 蚊 1<g(9。 如 果 | g(Ddi 收 伍 ， 
那么 广义 积分 


"| 
px) = | fx,Dat 


対 YxCI= {x :as<x<bj 都 有 定义 ,并 且 q(x) 在 I 连续 ， 
(ii 设 f, ,在 R 上 连续 ， 且 在 RE 上 1f (xDD1s<P(GD0， 如果 


| ak, 那么 对 1 的 每 一 内 局 X% 

yp (xX) = | (x, Dat, (11・13) 
即 菜 布 尼 效 法 则 成 立 。 同 样 的 结果 对 t-> + co 代替 扩 dd- 也 欣 
立 。 


证 明 (i) 由 比较 判别 法 导出 py) 的 存在 性 。 足 え 


お 。 Geo っ] 1 (x,T7)d7, ct<d,。 
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| w(x) ~ F(x,t)|= | fx var|<| nar. (11.14) 
既然 (l1*1 多 右 端 积分 收 我 ， 对 六 ge 之 0, 当 i! 充分 通 近 于 d 有 时， 
有 |] gCDar|<e。 所 以 当 i-~a- 时 


| w(x) ~— F(x,!t) |—>0 


对 I 上 的 一 切 x 一 致 地 成 立 ， 由 此 g 是 I 上 的 连续 函数 。 
为 了 证 明 (ii)， 注 意 到 当 1->d 一 时， 


fs (x,T)dr <| hoa 


关于 7 中 的 一 切 x 一 致 的 收敛 ， 于 是 (11'13) 成立 。 
定义 设 f(x,) 在 R= {(x,t) ; a<x<b,c<ti<d} 上 
连续 ， 对 (x,t) ER 害 义 


FPF (x, -| 7 ‘XxX,T) dr, 


+xEIT= {x :ax 入 定义 


ow da a 
如果 当っ dF (x,t) -> の (xX) 对 I 上 的 x 一 致 收 化， 称 广 
义 积分 《11*15》 关 于 1 对 x 一 致 收 化 。 同 样 的 定义 对 d = + 
也 适用 。 
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例 2 证 明 广义 积分 


十 0 + 
の (xX) = | ーー dt (11・16) 


对 一 之 x 之 + co 一 致 收敛 。 
解 ” 对 所 有 xXx 及! 之 1， 有 


| Sinx ES 


XxX:+t? 
因为 | “去 di 收敛 应 用 定理 11*10 汤 定 (11*16》 的 广义 积 
分 一 致 收敛 。 
例 3 设 积 分 


+ ont omi ーー 
の (XxX) = | ーー ター の (11・17) 


1= {x:a<x<b} 有 昌 a 六 0。 证明 (11*17) 的 积分 及 被 积 函 数 
对 x 的 导 函 数 的 积分 关于 I 对 x 一 致 收敛 ， 并 计算 g(x) 及 
の (x) 。 


解 作り =( の ーー のり 求 得 


1 (xst) = 一 e 9 | CD ae ! 
| (h=min {asl} ) 。 | 
视 1 为 x 的 函数 应 用 微分 中 值 定理 得 出 ， 
457 


ーー | = の サロ ー タ el 対 0S! ズ 1. 


这 里 & 介 于 1 与 x 之 间 。 而 对 之 1 也 有 


| ど と - テ リー ら ー* に で 
t 
所 以 积分 (11*17》 及 积分 


| 7 の dt 


关于 TI 对 x 一 致 收 伍 。 用 莱 布 尼 效 法 则 可 得 


+ _ p=* ! i 1 
w(x) = -Eidt=1lim - ， 
0 tr+e Xx 9 ん 


积分 P(X)=— 上 二， 得 到 p(x)=cー Logx。 为 确定 明 数 c 


x 


从 gg (1) =c—-lIog1=c 及 


十 四 - ー 1 
0 
他 


得 c=0， 因 而 p(x) = -logx= | eg. 


可 题 


习题 1 一 8 证 明 由 积分 所 定义 的 9 及 9 关于 给 定 区 闻 一 
致 收 笋 ， 并 按 某 布 尼 兹 法 则 求 9 。 


《58 


ら ~ テ ! 
TE dt, I= {xX:0<a 委 x 委 1 } 


i 


3e* tdt, I= {x: -A<x<A}., 


t, I= {x :0<xcEa  。 


トー トー 
十 十 
さ | Sr 


PX 
0 


+ 地 
の ・ っ | t'sin(xt) (logNdt,I1= fx: -a<x<a} 


) 
| 

9 : | os dt 1 = {x: -A<x<A}. 
J 


> し (log り * 1 ーー ュ ン 
。 区 | xed I= {x ぇ x: -1<a<x<b}. 
ol+xi) 1-t ” 


。 
ps iy dt I= {x: ~0 委 X 委 0 } 。 


用 | trat= G+ x 之 一 1 来 导出 


(',, = m1 
| (— logt) di= till? テー1。 
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10。 


11。 


12。 


13。 


14。 


15。 


16。 


用 | #*ー1 
f= 。 
o 。 1 十 7 4 SinxxXx” 0<x<1， 证 明 


| log dt = 一 开 COSTX 


J 0 ] 十 世 COS* HTX ” 
gq" 十 m 
验证 7 re) =| t*~i(logt)"e™ dt。 
dx 0 
二 名 
设 の (X)= | (1+t)-'e™*'dt, 
0 


证 明 9(x) - (x)= 


没 g(x)=| di 证明 9(X)+ の (の = 攻 ， 
设 px)=) tie (1 cosxt)di, 求 pg '， 并 求 g9 的 


显 式 。 


设 p(X)= | 式 一 上 di 。 
' 0 log7 


xEI= {x: -1<a<x<+%}。 
求 9 ， 并 求 qq 的 显 式 。 


设 vx) = | 人?e 1- cosxt)dt, 求 g’'，gqg ,并 求 
1@ i 
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17。 


18。 


出 の 及 @ 的 显 式 。 论 证 这 一 过 程 。 


二 
验证 p(x)=| e™*!dt = 2 并 证 明 
な | 


中 网 

の "(x) =( 一 )"| ti"e* dt=(-1)"n1ix-"-!, 
0 

>0。 


验证 等 式 
| dt 1 Tx 
0 12+x 2 ” 
并 证 明 
「 dt (21 et 
0 (t+*+x)"+!1 27"*(n!): ~ 邊 
设 著 让 德 多 项 式 


19。 


(— 1)" | ft 和 ad" 一 + 自生 
Pp 一 tt (i-x*) x $ 

"(X) nl zx と dx" (6 29 の 
证 明 


d d ー 
ャ ーー アバ) ーー 。-1(%) ニル P。(X)。 


$ 11・4 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 定理 


设 了 是 R :内 的 开 集 ，f ;: D~Ri: 的 连续 函数。 我 们 来 研 
《67 


究 一 阶 微分 方程 
-92 =f(x,y) (11・18) 


在 九 内 的 解 的 存在 性 问题 。 

定义 设 P(xo,yo)ED， 称 函数 = 9(x) 是 (11*18) 的 
初始 值 问 题 的 解 亏 之 在 x 的 某 一 区 间 I = {x: xo -hx 过 xo 
+h} 上 有 pg’ (x) =f(x, g(x)), 是 ゅ 満足 初 始 条 件 qtx。) 
= Yoe 

下 面 引 理 把 解 微分 方程 的 初始 值 问 题 化 成 解 一 个 积分 方 
程 的 问题 。 

引 理 11・1 设 1 : DR 是 连续 的 ，qg 是 定义 在 1 = { x: 
Xo 一 有 之 x 之 xo + 有 } 上 的 实 值 连 续 汕 数 ， (Xxo，yo》 に か 月 
g(xo) = Yo。 那么 w 基 微分 方 程 


dg - 。 
了 fCx, p(x)] (11・19) 


解 的 必要 充分 条 件 是 在 I 上 gq 满足 积分 方程 


p(X}=Y0 + | f(t, p(t))dt, XEl, 《11。20) 


证 明 把 (11.19) 从 xo 到 x 积 分 便 得 (11*20)7)。 由 微 祝 分 
基本 定理 将 (11,.20) 关 于 X 求 寻 便 得 (4119)。 
如 果 把 (11*20)? 的 右 端 看 作 把 连续 函数 gp 映 旬 为 T p= 


PE ft, pat, 即 C(7) (7) 的 映 象 了 ア 那 名 邊 分 方 
程 (11・20) 的 解 p 恰 好 是 T 的 不 动 点 。 我 们 将 证 明 在 f 满 尼 一 
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定 条 件 之 下 ，T 是 完备 距离 空间 C(7) 内 的 压缩 映 象 ， 根 据 不 
动 点 定理 (定理 6.46) 得 到 (11.20) 解 的 存在 唯一 人 性， 并 且 解 
总 可 由 迭代 法 逐次 逼近 。 为 此 引进 完备 的 距离 空间 C(S) 。 
定义 ” 设 5 是 距离 空间 必 若 以 C(S) 表 示 定 义 在 S 上 的 消 
界 连续 实 值 函 数组 成 的 集合 。 对 于 f，g EC(S)， 定 义 1,g 闻 
的 距离 为 


d(f,8) =snplf(x)— g(x)| (11°21) 


容易 验证 在 这 距离 之 下 C(5) 是 一 距离 空间 ， 并 仍 以 表 C(S) 
表示 。 

定理 11・11 設 {7。) 是 C(S) 的 序列 .那么 当 n- + co 时 ， 
1 ->f，J ECCS) 和 福 j 在 4->co 肝 在 S 上 一 致 收 颌 于 。 

征明” 据 1 .在 S 上 一 致 收敛 于 的 定义 ， 对 半 e>0，3 上 月 
然 数 z。, 使 当 > れ 。 及 S 中 一 切 x。 郡 有 


f(x)- fx) て e。 
因此 snplf.(Xx) ~ 了 xX)|<<e 对 n 之 no, 成 立 。 依 C(S) 中 距离 


的 定义 ， 就 是 ->coe 时 ，d(1j fj 一 0。 把 上 述 步骤 倒 过 来 便 
得 ， 在 CCS) 中 知 f ,一 j， 那 么 1 在 8S 上 一 致 收 伍 于 jf。 

由 定理 11*11 及 距离 空间 完备 性 定义 ， 容 多 证 明 下 面 两 
个 定理 ， 它 们 的 细节 留 给 读 少 。 

定理 11・12 C(S) 是 完备 距离 空间 ， 

定理 11・13 完备 距离 空间 的 闭 子 集 作为 距离 空间 是 完 
备 的 。 

注 设 $ 是 距离 空间 ,1 : 93 ->RN,8 : S->Rw 是 S 上 的 有 界 连 续 矢 值 阵 数 ， 
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大 指 ナ 一 (カプ fa) 8 一 (B1182, EN); ,8 都 属于 CS) .定义 
N "1 
げ で -gCo」 =( 2 7r の -giGD」 5 
Mi i 4 


及 d(f， 8)=sup [f(x)— g(x)1, 


S 上 的 一 切 有 界 连续 拓 信 耳 数 /组 成 一 完 名 的 距离 空间 , 记 之 为 CNCS)， 
定义 ” 设 F 是 定义 在 R, 的 集 S 上 的 实 值 函数 ， 称 F 在 S 上 
满足 率 布 第 效 条 件 专 这 存在 第 数 M， 使 


| F(x1)- F(x,)|M|xi ~ %21 (11°22) 


对 S 中 的 任何 xX1，x: 成 立 。(11+:22) 式 中 M 的 最 小 数 叫 作 李 
布 希 兹 第 数 。 

如 果 定 义 在 区 间 1 上 的 阔 数 F， 在 I 上 叶 阔 数 有 界 , 接 微 
分 中 值 定理 ,对 任意 x1,，x2E1, 有 |F(x2) 一 F(x1)1 寺 [|F’(E)| 
Xz Xi | e 基 介 手 z,,xs 之 同 的 某 一 点 由 FE (x) 在 了 上 有 
界 , (11。22) 显 然 成 立 。 另 一 方面 欧 有 满足 李 布 希 效 条 件 但 
不 可 微 的 函数 。 如 函数 的 图 象 由 联结 若干 直线 段 所 组 成 就 是 

定理 11*14 设 1 是 闭 矩 形 R= { (x,y) :1x 一 Xxo| 志 了 h， 
|yー yo 委 玫 上 上 连续 的 轩 数 ， 以 Ms 记 max f(x,y)|. Ef 


关于 > 满足 李 布 第 兹 条 件 ; 
fCxsy1) fx ya EM yy ー ツ > | > 


这 里 (x,y1) (x,y 2) 都 是 R 中 的 点 。 那 么 对 使 Moh 志 KK 及 0 < 
M 7< 1 的 天， 在 区 间 T= {XxX， Xo 一 h<x<xoth} 上 fC 
一 的 连续 可 微 函 数 ゅ , 満足 p(xo)=yo, | 9(x)--yo | 二 五 


464 


em 


9 の _ 
ーー fl 。 w(x)J。 
证 明 根据 引 理 11.1， 若 能 求 出 下 列 积分 方程 
の (X) = yo + | f(t, gt))dt ー (11*23) 


的 解 op(x), 且 当 x と 7 満足 | g(x) - yo 入 KK， 定理 便 被 证 
明 。 

设 C(]) 是 I 上 有 界 连续 函数 构成 的 距离 空间 ， 且 令 E 是 C 
(中 满足 | ゅ ーッ [SKK 的 子 集 。 如 果て ( gpg, } CE,， 且 g, 收 

| gpg- yo pg- prl+| 9 一 yo| 

表明 | ゅ ーyo。| た, 即 g EB。 于 是 E 是 C(I1) 的 团子 集 。 根据 
定理 11.12 及 定理 11*13 可 知 ，E 是 完备 距离 空间 。 定 义 E 上 
層 映 旬 7: 对 于 PE 


7( 9) = ， 这 里 YX) = yo 十 | fc, p(t)Jdt, x ET, 


有 yx)ECOI)EH 


a yal = |) fe, patl CMe [x~ el 


<Moh<K. 
即 YEE, 全 是 E>E 的 映 象 。 现在 来 证 明 T 是 压 缩 映 象 。 设 
の > PaEE, T( p= PT pz) こす 。。 由 げ 满足 李 布 希 效 
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条件 有 
a HD = | Uh OE I} の 


<|| Mil ws (りー 9 区 ds Mipd(op，pi) ， 


因此 ds)s<MiPRd( Ps の 1」)。 由 MM あみ ぐ 1, 了 7 大 压 继 映 
象 . 据 不 动 点 定理 (定理 6.46) ,T 存 在 唯一 不 动 点 p EB。 即 方 
程 (11・23) 存 在 唯 一 的 解 ゅ 。 

注 《i) 由 不 动 点 定理 ，9 ,可 取 E 中 任 一 满足 初始 条 件 者 , 按 T pw-i 
= 二 1,2,… ,得 到 9 的 逐次 遂 近 的 序列 {9n} ,Ps 在 I 上 一 致 要 康王 Pp. 

(ii) 车 /是 定义 在 RR: 内 的 连通 开 集 DD 上 ， 定 理 11:14 对 D 的 任何 一 点 都 有 以 
该 点 为 中 心 的 矩形 ， 在 这 小 和 矩形 上 ， 定 理 的 条 件 成 立 , 那 么 先 求 出 以 Cx。,》,) 为 
中 心 的 小 矩形 内 方程 的 解 ， 于 这 一 解 曲 线 上 取 男 一 点 (X1,Y1), 在 以 (Xx;,》1) 为 
中 心 的 矩形 内 解 PC(X1) 一 了, 的 初 值 问题 。 由 解 的 唯一 性 ， 在 两 小 矩形 量 准 部 分 
两 个 解 重合 ， 重 复 这 一 步骤 逐渐 把 局 部 的 解 延 拓 ， 得 到 贯穿 整个 只 内 的 初 值 问 
题 的 解 (图 11.1) ， 


图 11:1 


定理 11e14 可 推广 为 关于 方程 组 的 定理 。 设 f ;是 Ry,s 中 
开 集 D 上 连续 的 函数 ， 方 程 组 为 
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ay; ， 
E = CX Yi YN =1,2,N, (11°24) 
je = Yi(X0), (oy ア 55 ツア 50 っ "7p0) た ち 


大 f ;对 每 个 y ;满足 李 布 希 北条 件 ， 那 么 研究 从 I 到 Rw 内 的 映 
象 X->(y19y2，…yN)。 以 Cn(7) 代 替 定 理 11*14 中 的 C(I1)， 定 
义 Cw (DD) っ Cx(D) 的 映 象 T, 対 Cx(D 中 的 p=( pi の の 
Pn)» To=Y, の テニ ( の 」。 Vis "の Pn), 而 (xX) = yo + 


| fi (の (のり 。… ww( の )@。 在 以 %。 訪 中 心 的 充分 小 的 7 上 , 


T 是 Cw(T)-~>Cw(ID) 的 压缩 映 条 ， 由 不 动 点 定理 ， 方 程 组 初始 
值 问题 (11*24) 的 解 存 在 、 唯 一 。 

如 果 定 理 11*14 中 ， 仅 假定 1 连续 而 不 要 求 李 布 希 兹 条件 
成 立 的 话 ， 那 么 初 值 问题 的 解 可 能 不 唯一 。 例 如 方程 


在 包含 (0，0) 扣 的 开 集 内 y= 91(X) 三 0， 及 y= の z(X) = 
2 x # 都 是 初 值 问题 的 解 。 容 易 看 出 1(x,y) = 9 在 (0,0) 点 


邻 域内 关于 y 不 满足 李 布 希 北 条件。 
习 题 


1。 设 S 是 距离 室 间 ， 证 明 C(S) 是 完备 的 距离 空间 (定理 11。 
12) 。 
2。 设 A 是 完备 距离 空间 S 的 闭 子 集 , 证 明 4 作 为 距离 空间 是 
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完备 的 〈 定 理 11*13) 。 

尺 Co) 代 替 定 理 11*11 中 的 C(S)， 对 于 CN(S) 证 明 这 一 
定理 ， 

研究 积分 方程 


p(x) -8(*) 十 入 | Eee) p(y)dy 


这 里 A 是 常数， g 在 1= {X :0<sXsD ji 上 连续 ， 玖 在 万 
形 S = { (x,y) a<xxb, 9SyS0 ) 上 连续 。 定 义 映 


ゅ =7 gg(x) + | KC(x。 ヶ ) o(y)dy。 


”用 不 动 点 定理 证 明 ， 对 充分 小 的 入 ， 积 分 方程 存在 唯一 


的 解 。 


设 初 值 问题 ，-<< 二 p(0) =1。 用 化 为 积分 方 


程 及 乏 決 埋 近 内 求 ッ = g(x) 的 近似 厅 列 的 前 六 
写 出 定理 11*14 证 明 中 集 E 是 C(T) 的 時 


研究 万 程 组 -SY ー =f;(X,Y1 "YN) =ー1。2。…N 。 对 这 


方程 组 权 述 类 似 于 引 理 11*1 的 命题 ， 
对 方程 组 私 述 计 证 明 类 似 于 宁 理 11*14 的 宋 理 。 
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第 十 二 章 有 界 変 差 画 数 号 
黎 曼 一 斯 蒂 阶 斯 积分 


- $ 12.1 有 卉 变 差 函 数 


前 些 章 研究 了 单 变量 、 络 变量 函数 的 基本 人 性质， 连续 
性 、 可 微 性 、 解 析 性 、 可 积 性 等 。 在 物理 以 及 应 用 问题 中 需 
要 研究 函数 的 另外 的 性 质 。 拿 最 简单 的 R->R: 的 国 数 来 
说 ， 如 何 量度 一 个 函数 取 值 的 “振动 ”特性 ， 在 实际 中 就 很 
有 意义 ， 而 这 种 特性 不 容易 由 连续 性 及 可 微 性 来 确定 。 为 了 
描述 函数 的 这 种 性 质 ， 引 进 变 差 的 概念 。 这 一 概念 起 源 于 物 
理 问 题 、 工 程 学 、 概 率 论 、 伏 里 叶 级 数 等 的 需要 。 本 区 介绍 
有 界 变 差 务 数 关 ， 在 8 12"2 用 有 界 变 差 函数 定义 比 黎 曼 积分 
更 广泛 的 积分 概念 。 

定义 ” 设 f 是 定义 在 区 间 I= {x: a<x<b} 上 的 实 函 
数 ，f 在 I 上 的 变 差 表 示 为 Y;f， 其 定义 为 ” 


Vf = sup 之 | f(xi) ~- f(x;-1) | 


这 里 上 确 界 是 对 I 的 所 有 划分 4= xo 过 x1 过 …< 过 x。=b 耻 的 。 
如果 \ ザ 基 一 有限 数 , 隐 1 在 [上 是 有 界 变 关东 数 ， 否则 记 为 
Vf= tooo, 
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先 来 研究 变 差 的 基本 性 原 。 如 果 给 定 函 数 太 那么 了 zf 仅 
依赖 于 区 间 I= {x : a 委 x 和 bb } 。 下 面 定理 给 出 变 闭关 证 区 
加 共有 可 加 性 ， 这 一 绪 果 相似 于 积分 的 区 闻 可 加 性 定理 
5* 3(@)) 。 

定理 12・1 设 给 定 j: 1~>R,，cET。 那 么 

Vi チェ 2 チキ ザジ ナ 。 (12・1) 

首先 证 明 V; 志 Vf + Vf。 不妨 假 设 右 端 两 项 都 是 有 腿 

数 。 役 Ao=x。 ぐ x」 て … ぐ x。 =b 是 1 的 任意 划分 。 再 加 .上 


分 瓜 C， 例如 C 在 x;-1，xi 之 间 ， 板 成 划分 A 。 那 人 么 


ォ ー1 


る 7) コキ | 人 Ke)- fxs-1) IV 


i=t 


> Hi — fai + [xs) -fel <VEf, 
[et+l 
且 出 fF (Cx) —f (xi-s) [| f (x) ーー fecl+ife 
~ f(xi-1) | 。 有 导出 


> [f(x;)— f(x; | <VvV5f+V?f。 
既然 划分 A 是 任意 的 ， 便 得 Vif<V5f+Vtf， 
再 来 证 明 V!f>Vifjt+Vif。 若 Vi!f=+c 吕 ， 不 等 式 显 
然 。 若 V。f = + co 对 任 一 正 数 N， ゴ 划分 QQ=Xo<Xi <X 


=c 使 や (ex うこ が x」 ュ )) >N。 那 名 g= ァ て: て の で 
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XX = b 是 1 的 一 个 划分 ， 便 有 


ょ 


サテ 之 fxi) fai + Hf) -f(x <N. 
出 NN 的 任意 性 ，Vif = + co。 同 理 当 Vif = +co， 也 有 Vif 
= +co。 这 样 ， 可 以 假定 Vf 与 V:f 都 有 限 。 现 对 Ye>0， 
Al: og デニ タム ぐ %」 そ の て, で 


使 
之 fx) - fxi-) |>V:f- 3. 
同 理 3 一 划分 
Ass Cc テニ %k て で を ュ ュ そ の くち 
使 
ゞ |f (x;) ー 1 を すき >Vvi:1- っ ・ 
于 是 


ャ サテ 3 f(x -fx dVIf+Vif-e, 


出 e 的 任意 性 ， 有 Vf 之 Vi:f+ Vf。 
例 1 设 函 数 f(x) = sin 一 。 当 0 く x< 1 5 f(0) = 0. 证 
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明 Vif= +co。 


、 加 2 
解 选取 特殊 的 划分 x。 = 0, Xi1 ーー (2g+1) ” 


2 2 . 
2 2 れこ 12 “ Ye 3 Xan+1= 1. 那 久 対 ザ 8 2 <t 


< RR, | うー チュ )| ニク ッ 。 |f (xi)— f(xo)) 一 FC 


由 


f(x,)| = 1, 所 以 げ テ 之 Cx Cx | 2 れ 。 因 
为 8 可 以 任意 大 ， 所 以 Vif= +co。 ーー 
例 2 设 f 在 I= (igSxS5) 上 连续 ， 妨 在 7 上 有 界 。 
解 ” 设 对 xE1 | が (x)| 委 M， 应 用 微分 中 值 定 理 ， 当 
Xks XX ょ 1 cI, 有 
Cx ~ fx) [EM Ixi ~ xi-1 | 


因此 对 任意 划分 入 ; a 一 x =b, 


md 


之 げ e fx EM [xi ー ダ 』 ュ ョ | = M (b—a), 
所 以 Vif<M(D -a), 

把 上 侈 妃 在 7 上 有 界 ， 降 低 为 了 满足 李 布 布 兹 条 件 : 
Cx fx EM Ix xi-il, DN 有 Vsf Mb- a), 
和 送 就 表明 有 和 昇 変 開路 数 敵 比 写 数 有 界 的 項 数 美 , 比 満足 府 布 
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锦 兹 条 件 的 隆 数 类 都 要 广泛 。 事 实 上 ， 当 函数 在 I 上 具有 单 
调 性 ， 函 数 在 I 上 就 是 有 界 变 差 函 数 ， 
例 3 设 f 是 I 上 的 递增 函数 ， 证 明 Vf = f(b) - f(a)。 
还 明 对 于 任 一 划分 ac=xocxicxy <<…<x.。 =D， 有 


之 リー) = DC — fai) = fx) 


1 = 1 


— f(xo) = f(b) -f(a), 


于 是 Vof = f(b) 一 了 (6) 。 

为 了 建立 单调 顶 数 与 有 界 变 差 国 数 的 关系 ， 给 出 下 面 引 
理 。 

引 理 12・1 设 f 是 1= {x :aa 和 x 委 5) 上 的 函数 ， 且 定义 
q(x) = Vif。 如果 x」。 x2 ET xx 那么 xf= (xs) 
9 (XxX1), 且 V% > |f Cx)— f(x1)| a 9 (x) 是 不 减 的 。 

引 理 容易 由 有 界 变 差 尔 数 的 定义 及 定理 12+1 寺 出 。 

定理 12・2 设 f 是 1= (xiogSSxsSb } 上 有 界 变 差 函数 。 
如 果 f 在 0 点 左 连续 ， 那 么 g(x) = Vf 在 b 点 左 连 续 。 同样 ， 
如 果 f 在 a 点 右 连 续 ， 那 么 g 在 a 点 也 右 连续 。f 在 1! 的 任 一 连 
续 点 也 是 9 的 连续 氮 。 

证 明 ” 仅 需 证 骨 第 一 个 判断 ， 余 者 类似。 对 Ye 二 0， 
I 划分 A :g=x。 ぐ xy」 て で … て ヶ 。 = ニ ち 。 使 


Vif< | f(x) — f(x; 1) + 12。2) 


:=1 


因为 f 在 ?点 左 连续 ， 必 要 时 可 以 在 8 点 邻 域 增加 新 的 分 点 ， 
可 以 认为 1f(x.)-fx。，) ぐう ・ 由 引 理 12*1。 対 于 x,-， 
xsS5 前 *。 有 | 


p> pl = VI > > | fx) —- fxr) | 


jm1 


> げ (を ,) 一 (xi-1)| ー ラ ・ 


把 (12,2) 式 代入 得 到 
p(x) Yof- g = 9(b)- 8， 
由 均 任 意 的 而 9 不 减 ， 所 以 gp 在 b 扩 左 连 续 。 
下 曾 定 理 指出 了 单调 函数 和 有 和 界 变 差 浮 数 的 关系 。 
定理 12・3 设 j 是 1= {x !: ax 志 b } 上 的 有 界 变 差 函 
。 那么 存在 I 上 不 减 函 数 g 与 h， 使 xXE1， 有 


了 (x) = g (x) — h(x), (12*3) 


NIR 
EE 
= 

了 


且 
Vif=g(x) +h(x) — f(a), 


如 果 j 在 cEI 左 (或 右 ) 连续 ， 那 么 8 及 jh 在 c 点 左 〈 或 厂 ) 连 
证 明 选取 


gG) = すま [の +Y リ キチ GO |, ho = 去 | To) + Vi 
-f(x)|. (12.4) 
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注意 到 x1, xx。 CI, %i ぐ 的 。g(。) ー g(xX1) = チキ f(x:) 


~ 了 (x1)， 由 引 理 12:1。 有 V%f 写 |j《x;)-f(x1)|， 因 此 
8(X2) 之 g(x1)。 同 样 可 证 h(x) 是 不 减 的 。 

设 f 在 c 点 左 ( 或 右 ) 连续 ， 由 定理 12.2。 q(x) = Yi げ 
在 c 点 志 左 (或 右 ) 连续 ， 因 而 g,， ヵ 在 c 点 左 (或 石 ) 连 

注 由 (12*3) 及 (12.4) 给 出 的 1 的 分 解 不 是 唯一 的 。 设 是 1 上 任意 的 不 
减 画 数 ， 也 有 分 解 f 二 (8 十 和 一 (有 十 业 )， 当 VY 是 严格 递增 函数 ， 这 一 f 的 分 钱 是 
两 个 严格 递增 函数 的 益 、 

定理 12.4 ”若是 1= {x : oxS5} 上 的 不 減 画 数 , 那 
么 1 的 间断 点 至 多 是 一 可 数 集 (这 一 结果 曾 在 $6.3 中 叙述 为 
定理 6*16) 。 

证 明 ”对 六 cE€1， 由 通 数 单调 性 lim f(x) 及 lim f(x) 


都 存在 (参看 定理 3.7) . 又 1 不 减 显然 1(c+) 之 (c 一 ) 。 定 
文集 Ez = {x :xE1， 了 (x*) -f(x-)>K>0},，K 是 任 一 
正 实数 ， 淖 为 /是 有 界 单 调 画 煞 ，E, 只 能 是 有 限 点 集 。 集 


g= し ,是 可 数 集 ， 而 E 包 含 了 f 的 所 有 间断 点 . 


i=1 2 


推论 ”和 若 j 在 IT= {x : ax 二 b } 上 是 有 界 变 差 洱 数 ， 那 
么 1 在 I 中 的 间断 点 至 多 组 成 一 可 数 集 ， 

证 明 在 区 间 上 变 差 一 致 有 界 的 油 数 列 存在 收敛 子 列 的 蔡 
利 定理 (定理 12・7) ， 要 用 到 选取 收敛 子 列 的 著名 的 “ 康 托 
对 角 线 过 程 ”。“ 对 角 线 过 程 ” 是 分 析 中 应 用 广泛 的 一 个 重 
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要 方法 。 昌 然 这 里 仅 对 区 则 上 画 数 序列 应 用 它 ， 我 们 仍然 给 
出 它 有 的 相当 一 般 化 的 形式 ， 

定理 12.5《 康 托 对 角 线 过 程 ) 设 X 与 了 是 距离 空间 
的 集 ，Y 是 紧 的 。f,，n = 1，2，…，。， 活 给 定 的 X>Y 的 映 
象 。S= て > oy "の Xu 上} 是 X 的 可 数 子 集 ， 那么 在 
在 {f 的 子 列 {g ,上 ，{g 在 S$ 的 每 个 加 都 收 全 。 

正明 ”因为 Y 是 距离 空间 的 紧 集 ， 订 列 て た (x1)} 存 
在 收敛 的 子 列 {お (xD }， 月 设 limfi, (x1) =y EY ,序列 


{fi11《xX2) } 含 于 Y 内 , 它 有 收 合子 列 , 记 之 为 {f(x2)}， 
目 设 limf,,(xs) = ッ 。 €Y, 注意 {ff ) 是 {了 1 的 子 列 ， 


Mimf,. (x1) = Yl1。 继续 这 一 过 程 得 到 子 序列 fi， } , 


分 列 在 xi 2。 ・ ッ Xi 各 点 上 站 伐 于 y1， Pig "ts Yrs 

现在 考察 对 角 线 序列 {fs} ,对 六 Pp，xp ES れ 。 (Xs) 
收 合 ， 对 于 mm 之 p, {fn} 是 {fr 上} 的 子 序列 ,因而 (了 ,,】} 
在 x; 点 收 伍 。 取 g, = f,,， 便 得 所 需 的 结果 ， 即 {8g,} 在 
的 每 个 点 上 收 改 。 

下 一 定理 说 明 单 调 的 函数 列 { 了, } 在 I 的 稠 帘 集 上 收敛 
于 f， 那 么 在 1 的 每 个 连续 点 处 f ,收敛 于 了 

定理 12.6 设 j 及 f,,， n=1，2，…， 痢 是 T= {x:a 
<x<5 } 上 的 不 减 函 数 ， 而 3 是 I 内 的 一 个 稠 煞 集 , 対す xES 
都 有 了 f(x) っ (x) (Eco)。 如 果 x, 是 [的 内 点 ， 且 了 在 xe 点 
连续 ， 那 么 f, (xo) 下 1 (x0) 一 co)。 / 

正明 ”由 连续 定义 ， 对 半 e >0，36>0, 使 当 |x- xo| 
> ン 6, 便 有 

f(x) ~ f(xodl で /2。 
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由 Xo 是 1 的 内 点 ， 可 以 认为 6 如 此 之 小 ， 使 [x— Xol <6 他 于) 
内 。 而 人 $S 在 1 内 稠密 ， 5 に め 満 契 Xo ~ 6 之 Xi < Xo 
zo 之 Xs 之 xo +6 (图 12.:1)、 汕 1 不 减 ， 有 有 


和 2; Y * 
一 一 一 一 一 一 一 一 
E J キョ 并 下 好 
色 12・1 


f(xo) -了 「 SS ix ) f(x) <I) I) + 


EE - (12・5〉 
由記 ナ 在 S 的 点 上 収 僅 存在 目 然 数 N, 使 
FC ~ f(xX1)| と 1 。 
7。e の うー (| くま 6 (12.6) 


对 所 有 np>N 成 立 。 由 刀 不 减 所 以 fj (xi < f(x0) 
ff, (そら )。 由 此 及 (12*5) 导 (126) 中 下 ーー 


f (x0) 一 SI) -2 < (x 7 (x0) 
< Ef) +- Sfx0) + Es, 


于 是 / lx) — {ko < ee 
即 了 , 在 *。 点 上 政 人 敏子 人 (xo) a 

注 由 室 理 12・4 可 知 , 定理 12・6 中 的 宇多 有 可 数 條 回 断 点 . 因 紫 定 理 12・$ 
中 至 多 除去 [的 一 个 可 数 集 之 外 ， 在 7 其 他 点 户 都 收敛 .由 有 界 变 差 水 数 的 分 胡 
定理 12・ ・3 可 知 定理 12・ s6 村 有 晶 低 差 較 数 世 成 立 。 
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因为 在 每 一 区 间 内 都 有 可 数 秽 窗 集 (例如 有 再 数 的 
集 ) ， 用 康 托 对 角 线 过 程 及 定理 12. 6， 可 得 下 面 著 名 的 严 利 
定理 。 

定理 12.7 〈 替 利 定 理 ) 设 1.,，1= 1，2，…， 古 
1= {x :aXx 蕊 b } :上 的 有 界 变 差 函 数 ， 如 果 f, 和 它们 的 全 
谈 差 一 致 有 界 ( 即 3 常数 L，M 使 1f,(x) | 硅 L 及 Vsf, 入 M 对 
一 切 x 及 ?成 立 ) 。 那么 存在 { ,1 的 子 序列 {8g.}，8g: 在 I 
的 每 一 点 收敛 于 f,， 且 Vof<M，。 


证 明 活用 (12・4 式 , 定 叉 な 1 げ 。( の *Y7 tf (x)}， 


,= 二 {fa)+V2f。 一 f(x) ) ， 那 么 E,， 无 ,是 不 减 函 数 


有 目 一 致 有 界 。 因 此 以 下 仅 就 1, 是 不 减 函 数 证 明定 理 不 够 了 . 

设 5 是 I 内 包含 a 及 b 的 秽 密 的 可 数 集 ,S= て jo ツナ 
因为 J= {x ; -LS<x<L}) 是 Ri 内 的 紧 集 ， 可 以 应 用 康 托 对 
角 线 过 程 , 3 {了 } 的 子 序列 (g。) 対 Yx』 ES, 有 1im。 (x 
=y; E71。hh, 是 不 减 的 ， 当 xi 过 xX; 时 ， 有 h(xXi) 全 h(x;)。 
六 此 对 x，， Xa に 9， xy< xy 时 ， 有 ア SS ツ 。 < 定 


fu(x)= Sup ys, 对 X EI, xXx, ESD, 
Xp x 


央 当 z<w 时 ，5S 内 小 于 Z 的 点 也 小 于 WW， 可 知 jo 大 1 上 不 减 
函数 ， 对 于 x， € 5， 当 nn 了 co0，h。(Xs) 六 fo 《Xp)=y。。 根 据 
定理 12* 6 对 fo 的 任意 的 连续 点 x， h(x) >f0(X)。 了 , 最 多 除 
圭一 可 数 集 T 的 点 之 外 在 [内 其 他 各 点 连续 。 既 然 工 征 可 数 
的 ， 再 次 应 用 康 托 对 角 线 过 程 ， 存 在 【Ps )} 的 子 列 { g。」 在 
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T 的 每 一 点 收敛 ， 这 样 的 {8。} 在 7 的 每 一 点 收敛 ， 以 了 表示 
{ g。 的 极限 函数 。 
设 a= x 之 Xi 之 xxX 之 … 之 xi =b 是 1 的 任 一 划分 ， 那 么 


ょ k 
之 FD ~ fx lim 2 len (Xi) ~ gn (X11) 


# =1 


< M 


既然 对 任意 n%"， 有 Vtg, 三 M。 因 此 Vs。f<<M，。 

下 面 定 理 给 出 确定 孙 数 为 有 界 变 差 函 数 的 充分 条 件 ， 开 
给 出 计算 它 的 变 差 的 公式 。 

定理 12・8 设 1 及 f' 在 区 间 I= {x :aa 和 xs 生 0 } 上 连续 ， 
那么 f 在 I 上 是 有 界 变 差 范 数 ， 且 


Vsf = 人 げ (Cx)| dx. 
证 明 ”定理 的 第 一 部 分 已 在 前 面 例 2 中 给 出 了 证 明 。 设 


A : a=xi<xi<x < …<x,=b 是 任意 的 划分 ， 那么 控 微 
分 中 值 定理 ， 3 ヨ 38;。 Xj-1 き きど; きき X」 使 


> fx ) -f(x;-1)| = > I (Ei)| |x;—xi-sl, 


げ (x) | 于 I 上 连续 | | が (x)| dx 存在 因 紫 対 せ sg ジ 0, 3 | 


@>0。 対 岡 孔 Al ぐっ 9 的 其 分 4 都 有 


> | 1’ (€;)| xi Xi -上 げ / (x) | dx " 
ご きす e < - 
由 Vj 的 定义 ， 对 上 述 的 8 之 0， 3 刘 分 Ao: a=2zo<%i 


ぐ で … の ぐる 。 =b, 
使 


ャ サテ マリ Ge うー チー うう 1 ジリ ザー 


t= 1 


令 4A :是 A 坷 A。 J 共同 细 分 ,A ii q = て % ュ て の で える = D， 
那么 | A :由 < 6 。 所 以 有 ーー 


» WW 


Vif> Ff) fl > 2 Gi -f(z | 
jm i im i 
>Y リ ー テ ャ ・ 


| > yoy -He DO 人 7 olax| < en 


< e。 


v=) I Col es 
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b 
由 e 的 任意 性 ，V2f = 站 了 Go1 dx 成 立 。 


注 路 数 か x 在 1 二 {X: 0<x 芝 1} 上 递增 ， 它 是 有 界 变 差 的 ,但 扯 在 
0 点 邻 城 内 无 界 ， 在 0 点 不 存在 右 导数 ， 帕 由 此 可 见 定理 12， “8 的 条 件 是 充分 而 不必 
妥 的 . 


3 訓 


1， 设 j 在 [= {x :oa<x<b ) 上 为 有 界 普 差 的 ， 证 由 
FO (| + YE fol + Vf. 
2。 信 5 是 IT 上 的 有 界 变 差 四 效 ， 证 明 f 一 g 及 加 8 是 有 有 界 变 
差 的 。 


ュー 
3， 证 明 f(x) = {x アー {x' 0<x<1} 
0 ， x= 00, 


ーー 、 1 
上 非 有 界 变 差 而 函数 f(x) =-[* x 在 1 


タ x= 0 
上 是 有 有 界 变 差 的 。 
xsin(z )，X 关 0 
4。 求 使 画 数 fCx) = ， 成 为 有 界 变 差 
0 ， x= 0 


的 C， 有 的 取 值 。 
5。 设 f，8g 是 IT= Css 上 的 有 和 天 证 明 
Vi (f+g) Vs f+Vig 
V2 (Kf) = [Kj Vef，K 是 第 效 。 
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5。 


议 J 有 是 定义 在 1 = 【XGO<x< 和 bj 上 的 函数 ，A 是 IT 的 划 


分 ; og= テ そそ … ズ テル 。 =b， 那 么 > [ (xi 一 Xi-1): 
m 1 


1 
二 (f(x;) 一 f(xX,_1))*J? 是 1 的 曲线 内 接 多 边 形 的 长 。 


定义 在 1 上 的 长 为 Lsf=sup C(x の (xi) 
一 了 (x; _1)) ?六 ,上 确 界 是 对 ] 的 所 有 可 能 的 划分 所 取 的 。 
(C) 对 任意 的 fi 证 明 不 等 式 : 


1 
Vf+(b—a) > > (Vf)? + (も ーg) フタ 。 


由 此 断定 函数 为 有 界 变 差 亏 之 f 的 曲线 是 有 限 长 度 的 。 


(b) 设 a 之 cc 之 b， 证 明 
Lf=L:f+Lef, 
[提示 按 定理 12*1 同 料 方 法 证 明 ] 
称 定义 在 IT 上 的 函数 f 为 满足 指数 为 & 的 一 致 的 军 尔 德 条 
件 ， 如 果 存 在 数 M 使 XI Xz ET 有 


If(x1) -fxs)| 委 M xi 一 Xi 


《a) 若 了 满足 w= 1 的 一 埃 宇 尔 德 人 条件 ， 那么 f 是 有 人 卉 变 差 
的 。 

(p) 举 出 一 1 满足 4 之 1 的 一 致 的 宇 尔 人 德 条 件 ， 但 1 不 是 有 
和 界 变 差 涵 数 。 

设 f(x)=x"e *, xEI= tx: 0<&x&a}, an>0, 

计算 Vof。 
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9。 哆 成 引 理 12。1 的 证 明 。 

10。 完成 定理 12。2 的 天明 。 

11。 若 f 在 1= {Xx :aXxb} 上 连续 且 其 极 大 、 极 小 值 点 共 
计 有 是 有 限 个 。 证 明 f 是 I 上 的 有 借 变 差 冰 数 。 据 此 证 明 多 
项 式 在 有 限 区 间 上 是 有 界 变 差 的 ， 

12。 设 1 在 I= {x :aa 和 xb ) 上 有 和 界 交差 。 若 对 六 x €1， 
f(x) | 人 >2C> 0 (C 是 常数 )， 证 明 


ュー ユー と uc x 区 
g(x) = の) 是 上 的 有 罩 变 差 函 数 。 


S12・2 和 黎 曙 一 斯 蒂 阶 斯 积分 


黎 曼 一 斯 蒂 阶 斯 积分 是 函数 f 对 于 另 一 函数 g 的 积分 。 当 
g(x) =x 的 特殊 情况 ， 这 种 积分 成 为 黎 曼 积分。 为 了 叙述 简 
便 ，R，R 一 S 分 别 代表 黎 曼 积分 ， 黎 曼 一 斯 蒂 阶 斯 积分。 
R 一 S 积 分 在 物理 学 、 工 程 学 及 不 少数 学 分 支 中 都 有 重要 应 
用 。 通 过 8g 的 适当 选取 ， 它 还 能 表示 离散 过 程 的 量 ， 这 种 积 
分 特别 适合 于 概率 统计 理论 中 应 用 。 

定义 ” 设 f，g 是 1 = {1x :ao 委 x 委 5 } 上 的 函数 ， 如果 了 
数 4。 対 そ せ e>0,。 98>0,。 使 当 1 的 敬 分 4 的 陰 孔 1141| 
< の 。 及 ぜ と ,, xi 1 入 Ci 入 Xi i= 1, 2 。 hy 有 


] DENCE gi コー ぐ _g 。 《12。7 ) 


那么 称 f 关 于 g 为 R 一 S 可 积 ， 称 数 4 为 1 关于 g 在 1 上 的 R 一 S 各 
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分 ， 记 为 
tb b 
A= | fag =| f(x)dg(x). 


和 有 民 积 分 一 样 ， 容 易 证 明 当 4 存在 时 它 是 唯一 的 。 如 果 
g(x)=X，(12.7) 式 的 和 就 是 黎 曼 和 ， 这 时 了 一 3 积分 就 到 成 
了 R 积 分 . 

重要 的 是 函数 g 不 连续 ，R 一 5 积分 也 可 能 存在 。 例 如 ， 
j= {x:; 0x1 } 于 I 上 上 f(x) 三 1， 涪 


g(x) 一 1 ー 1 


1 
0 ， 当 0 < ん て うぅ 
1 ， 当っ < 


x SS 1 


SE Celx;)-8 (x ; 1 = > C8(X1) ~ g(xXi-1)) 的 税 


分 和 除了 包含 x = -> 的 子 区 间 的 项 之 外 ， 其 他 各 项 均 为 零 


对 任意 藤 1 的 划分 A，R 一 S 积 分 的 和 等 于 gC( 1)-g(0)=1。 
因此 R 一 S 积 分 存在 且 为 1， : ーー 

如 时 与 g 在 同一 点 间断 ，R 一 S 积 分 可 能 不 存在 。 例 好 
在 1 = {1x:0 委 x 委 1 } 上 定义 ーー 
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积分 和 


SIEi) C8(xi) ~ gx;-1)) 


只 有 含 x = -2 的 子 区 间 的 项 不 为 零 。 邵 形 如 


f (Ei CECX;) — 8g (Xi:-1)) 9 x くう 


Xi _TSE< Xi 


的 项 不 等 于 零 。 其 中 g (Xxi)-g (Xi-1) = 1， 而 1 (&1) 依 
61 过 少 ， 还 是 61 之 分 别 取 1 或 2 的 值 ， 并 且 1(&;) 的 两 种 


取 值 与 划分 的 网 孔 大 小 无 关 ， 因 此 R 一 S 积 分 不 存在 ， 
作为 和 式 极限 的 R 一 S 积 分 ， 如 下 面 定理 所 述 ， 也 有 与 R 
积分 同样 的 基本 性 质 ， 把 它 的 证 明 留 给 读者 ， 


定理 12・9 《a) 设 | fagi [fag: 者 存在 ,定义 g=6 
+ gs， 那 么 
J ,fag= | ag +| fae. 
(b) 设 | fidg 及 | gg 存在 。 定 叉 アニ = カキ 那 る 
Pr 
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| 
(c) | fdg 存 在 ，c 基 常数 。 那么 
| (ea = c| fag. 


(d) 设 ao<c<b。 若 | fag 及 | Tag 存 在 ,那么 ,| fds 存 在 ， 
上 


| Jag =| Jag + | fas. 
下 一 定理 指出 当 g 是 光滑 函数 ，R 一 S 积 分 可 以 化 成 R 积 
分 ， 这 对 于 R 一 S 积 分 的 计算 是 有 用 的 。 
定理 12.10 设 太 gg 都 在 区 间 1= {x: a<x<b} 上 
连续 ， 那 么 | 7dg 存 在 。 且 
| fdg = | 7og (x) ツ dx, 《12.8» 
证 明 对 六。 这 >0， 要 证 明 当 划分 网 筷 充 分 小 时 ， 有 
| Ss CGD etx) うー fo GO 
<e。 (12°9) 


对 (12。9) 式 中 的 g(x;) ー g(X;-1), 应 用 微分 中 但 定 理 
得 
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アダ 7(@,)(g(,) -gs(x; -1 


人 CE)g (1;) (x;— xX;_1), ] | (12・10) 


其 由 Xi_iTixXi。 (12。10) 右 端的 和 在 E; =1; 时 成 为 一 R 
积分 和 ;而 在 £&; 天; 时 ， 当 划分 A 和 的 网 孔 充 分 小 这 个 和 能 与 
尺 积分 和 任意 地 带 近 。 事 实 上 ， 以 M 表 示 sup げ (%)| 。 由 g/ 
在 财 区 闻 I 上 连续 因而 一 致 连续 ， 对 上 述 8 二 0，3 60， 
使 当 |E; 一 11;| 之 6 有 


lg (£1)—8& ‘(7 1 (12・11) 


出 此 对 任意 的 网 和 孔 小 于 6 的 划分 


| DE ) Cg (1;) — g’ (E;)I(xX, x 


sm i 


< が 


2 a) 


(xi 一 Xi- = (12・12) 


据 R 积 分 定义 ， 当 划分 的 网 孔 充 分 小 〈 令 这 网 孔 小 


Tb 
DEDE (£1) (xi 一 Xi-1) -| fg (x)dx 


ぐす e 。 (12・13) 
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综合 (1212) 与 (12*13)， 对 于 任意 的 E;，?9i， 只 要 它们 都 是 
子 区 同 Cx,-」。x, コ 中 的 点 。 便 有 IE 


N pp | 

る チ (8,)g/ (Ni) Xi 一 Xi-1) -| f(x)g’ (x)dx| <e. 
1 一】 4 

把 (12*10) 代 入 上 式 ， 便 得 (12*9) 式 成 立 。 定 理 获 证 。 


例 1 求 | xig( [x| ?)。 


り 2 
一 下 


解 分 别 计算 | ”xsd(~ xs?) 及 | xsd (x*) 。 按 定理 
12.10 有 


| xsa-x9) = 一 3 | 


ー ー 1 


り 
3 


2 2 3 之 
| x5d(x2)= 3 | X dx = x | = 96。 


再 由 定理 12・9(@) 得 


| xsd( lx| “) = すす +96=96 さ 
ー 1 


下 一 定理 与 R 积 分 的 定理 5.13 类 似 ， 给 出 变量 蔡 换 的 公 
式 ， 应 用 于 积分 计算 ， 


定理 12・11 设 f 在 1 = {x : ax 和 b} 上 关于 8g 是 可 积 的 ， 
2 在 J= {wu :Cc 二 ud } 上 是 连续 递增 渭 数 , 且 Xx(c)=a， 
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x(d) =b。 定 义 
Fu) = fx(n)), Glu) = gtx (1)), 
那么 F 关 于 G 在 J 上 可 积 ， 明 


d ) | 
|,P の dee) =| fx) dg (>) 。 (12°14) 
右 X(b 在 J 上 递减 ，x(c) =b，x(d) =g。 那么 

9 b 
| Fu)dGt(u)= -| f(x)dg (x). (12*15) 


证 明 由 R 一 5 科 分 定 叉 , 対 Ye>0, ヨ 9>0。 使 
当 了 的 划分 A， (に と の に と に た を お =z 的 网 孔 小 于 时 ， 对 
ザッ Xi iR RK; 都 有 - ーー 


b 
2 ED Cg (xX) gCX | f(x)dg (x) | <e. 


(12・16) 
因为 x=x(u) 在 J 王 一致 连 续 ， 对 上 述 G>0，36:， 当 / 
中 。 の 満足 アーツ | 之 61, 便 有 lx ) -x(u”) | 之 6， 
研究 J 的 网 扎 小 于 6 的 期 分 A」 ド cg くみ 。= ミ 9。 
于 其 村 区 间 任 取 1;，Wj-i1 信 ;全 Wi。X=X 《ww) 在 了 上 上 递 
增 ， 令 x; =x (uu) > 68;=x メ (7) ， 相 应 地 以 x; 为 分 点 的 
1 的 划分 A 的 网 和 孔 上 A 过 6， 且 x,;-_1 二 5; 寺 X;， 所 以 


FEG GD -GG (1.1) コ 


1=1 


一 2 (£1) Cg (xi) 一 g (x;-12 コ 。 


j=1 


李 照 RーS 科 分 定 叉 。 由 上 面 等 式 便 得 
d b 
| (4) dG Co) = | (x) dg x) 。 


当 x (Cu) 是 递减 的 ， SSX) = Xa XN; = ori-ts 
那么 


YF の) CG Ci) -G (Mi- ュ ) 1 


s=1 


= DF (CD Cg (xD —8 (ma- 2 ]。 


i=1 


2 。 ”多 n, 上 式 右 端的 和 成 为 


今天 = 及 十 1 ー 1 i = ] ， 


ー シナ (6) Lg Xi) 一 5 (xi1-1) J。 


gl 
六 時 由 (12・16) 导出 


jr (ud) dG (wu) = -| (x) dg (XxX) 。 


下 一 结果 是 部 分 积分 公式 的 一 般 化 ， 它 用 于 计算 R 一 S 
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积分 ， 并 且 还 表明 | fdg 及 | gg 同時 存在 。 


| - [8 7? 
定理 12-12 部 分 积分 法 ) 若 | fdg 存 在 ， 那 么 | gdf 
也 存在 并 且 


本 


ft ， 
| say =s (b) Ff (pb 一 g Ca) f (Ca) -| fag (12・17) 


证 明 由 RR 一 S 税 分 定 又 , 対 サ g0, ヨコ 9/ ジ 90, 使 
对 于 网 孔 小 于 6G ”的 划分 A 。 (0 一 Xo <<Cx: < と て に = b, 
及 任 取 的 iy Xi-1 き 6 きく 都 有 


| Sj (どう) Lg Cx;) 一 区 《xi-1) コー | fag | <e. 
iv 1 


(12.18) 
取 9= す 9/。 対 岡 孔 Al ぐ 9 前 期 分 Ai c=*e で * で 


<x,=b, 及 点 X16 RX;, i= 1, 2 。 "nh, 此 外 
述 取 6。= a 及 5 =D。 这 样 o= 5o 委 6 入 … 和 6.=b 是 网 
孔 小 于 6 的 划分 ， 也 有 上 isxi-: 入 6 i= 1, 2, の 5 
れ + 1 。 因 此 


eg (Ei) CF x;) -A C(x;-1) J 


= 1 


ー Ss 《6i) f(xX;)— >g 《6i) Ff (Xi;-1) 
j=} 


一 
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1 


= Sg CD f Gi-D +g (oO f (0) 


= 2 


ー g(a)f(a)-— 之 8 《Ci) f (x;-1) 


i 1 


ー g(? ゎ ) f(b) +g(b) f(b) 


= SEE fxi-1) go7f(o) 


ー 之 (EX) +g(b) fp) 


= 1 
=z(5) fb) ~ g(a fa 


Dix- り DCe(6 り - 8(6。- D 2x19* 


c= 1 


右端 的 一 S 和 満足 (12・18) 。 因 此 (12*19) 的 右 端 与 
(12・17) 的 右 端的 差 的 绝对 值 不 超过 8 而 <12・ *19) 的 
最 左 端 是 《12*17) 式 左 端的 R 一 S 和 ， 所 以 定理 成 立 。 

后 面 将 证 明 当 f 在 I = {*。 a<x< 委 5 } 上 连续 ,g 在 IL 上 有 


界 变 差 ， 那 么 | fg 存在 ・ 定理 12。 “12 说 明 交 换 关 了 1 8 的 


条 件 R_S 积 分 也 存在 。 
例 2 设 f 在 I= {*:a<x<b} 上 具有 连续 的 导 活 数 ， 


G= da0 A ・< ぐ xy = 5 ヵ 是 任意 に ん 的 一 有 限 点 列 。 定义 
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Cx) jC: a; i= 1, 2。 Ny,_ 
区 ‘~ | 


Co ん ーー 9 


大 中 C。。 C1, C2» の の Cu 基 営 数 , 证 明 


ーー 
| (x) 1 (x) dx=Cyf Cb) 一 Coj[ (a) 


が =1 


~- ツナ (o) (Ci-Ci) < (12・20) 


;= 0 


伺 対 子 7 的 毎 一 子 区 回 7,= {x :ai-i<x<oil。 
按 R--S 积 分 定义 可 得 


人 (x) dg (x) = 了 《ai-11 (C; -Ci-) 。 
再 据 定 理 12.9 的 〈d) 得 
N21 


| fdg = 之 上 (a;) (Ci は ュ ー ビ 」) 。 


j=0 


由 部 分 积分 法 可 知 ， [gdj 存 在 关 且 


b N-1 
| ggf =C7⑥)-Csf の - Sf a) (CC 


tim 0 


注意 到 定理 12.10 对 被 积 函 数 是 阶梯 函数 时 仍然 成 立 ， 即 
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‘fb 人 
| .eaf= | er ax. 于 证 〈12。20》 式 成 立 。 


为 了 讨论 论 R 一 S$ 可 积 函 数 类 ， 采用 第 五 章 所 令 述 前 达 布 
方 法 。 

定义 没 / 与 6 都 定义 在 1- (xiogSxSS5 ) 上 ，g 在 1 上 
不 减 。4 : ao =xo<xi<…<x = 是 TI 的 划分 定义 
Ag=g (%,) ーー る (Xi;-1) i= 1 。 2 。 > HNL 


_M, = SUD Gy m= 1nf flx)。, 
Xi lA ュー1 SS 


达 布 一 斯 蒂 阶 斯 上 、 下 和 简称 为 D 一 S 和 ， 其 定义 分 别 为 


S+ (f, 8, A) = Mi;A;g, 


S_ (f, g A) = DmiAis. 
由 g 在 I 上 不 减 ， 数 1; = Aig=& (xi) 一 5 《xi-1)》 之 0， 
目 六 Aig=g 6) -g (4a) 。 这 样 {1;} 构 成 以 8 @ 。 


g 《b》 为 端点 的 区 闻 I' 的 一 个 划分 4A， 如果 A 是 A 的 细 分 > 


相应 药 A' 也 是 A 的 细 分 。 

下 述 引 理 了 RR 积分 的 达 布 和 鲁 性 原 定理 5， 1 完 全 一 样 ， 
把 它 隐 证 明 留 给 读者 。 

引 理 12・2 设 j，g 部 定义 在 I = {x。，a<xb}} 上 ， 上 县 
g 在 7 上 不滅 。 [ 
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a》 如果 六 xXEI1，m 世 ] (x) 万 M，A 是 I 的 划分 ， 那 
公 
mlg (b) 一 g (a) JSSS_ (ff, gy A) SS+(f, g, A) 
<Mr[g (b) ~ g “7 ]。 
(5b) 和 震 人 十 4 有 购 细 分 ， 那 么 
S_ (ちあ 8g» A’) 25. (5 4) ， 
S+ Cf, g, 4) <S+ (jg，4) 。 
(c》 若 A1，A, 都 是 1 的 任意 划分 ， 那 么 
S_ (jf, g, A 25 (hg 4.) 。 
定 ” 上、 下 D 一 S 积 分 分 别 定 义 为 


b 


fag = in は の (Cf 8, A) ， 


fdg = STP>- (fg, A) 。 


| 一 
| - | 1 


确 界 是 对 [的 所 有 划分 A 取 的。 当 


| fdg -| fdg (12・21) 
” 称 } 关 于 g 是 D 一 38 可 积 的 ，《〈12.21) 式 的 值 称 为 了 关于 8 的 
D 一 S 积 分 。 

下 面 定 理 所 列 D 一 S 上 、 下 积分 的 基本 性 质 与 第 五 章 所 
讲 的 达 布 积分 的 基本 性 质 完全 一 样 。 

定理 12・13 设 f， 九 及 产 在 区 间 I= {x ・ a きき x きき b 上 上 
有 界 ， g 在 上 不滅 。 
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(a) 自立 xXET， 才 ます (x>) SM。 那 久 


mtg (b) -5 @) J<| 7ags| fas 


<MCg (b) -g (a) ]。 
(D) 知生 (Cx) ミミ fj (x) (FxEID ， 那 么 


ee 和 


b / b b 
| fags| fadg, | Pags| fadg. 


(c) 设 a<<c<<b， 那 么 


『 fdg +| fdg -| 1dg , | fag+ | fdg = [ jdg. 


6 5 fb 
Gd) | fdg 及 | fdg 都 3 >| fdg 3。 当 此 ， 


| ag+| 7ag =| fdg. 


定理 12,13 与 定理 52， 定 理 5.3 的 证 明 相同 ， 由 读者 完 
成 它 的 证 明 ， 
定理 1214 设 f 在 1 = { x! a き ex きき b} 上 连续 ，g 在 I 上 


不 减 ， 那 么 〈《R--S) 积分 | jdg 存 在 ， 


证 明 下 了 在 了 上 一 至近 伝 , 対 サ e>0,。 389>0。 便 
1 中 x，y 满 足 lx 一 y| 过 6 时， 使 有 : 
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(x) -1 ーー 
げ ) i (y) | こっ て 1 Tz( の わこ の) い 


及 4。a=xo<xIi<…<x = 了 是 网 孔 小 于 6 的 划分 ， 
{i,; = CX XR } 。 由 f 在 每 一 I; 上 连续 ， ゴ Ni 与 
6, EI。 使 mm ;= 了 (1) ，Mi= (6 ， 那 么 


S (fj, g, A) -SS. (fj, g, A) 


= > Lf CE;) - チ (7,) IA;g 


i= 1 


<> TC 和 8 2 “ 


#ー1 


因为 。 是 任意 的 ， 因 而 (D 一 S)| 1dg 存 在 。 现 在 令 5 是 Di 内 
的 任意 点 ， 由 (D 一 $5) 和 介 于 S* 与 S- 之 间 ， 有 


(りー$S) | fgg- g ぐ S_ (f, & A) = Sn )Aig 


上 まい 


< ダ 」 (と,) 2e く 7 (£1) A,g 


jm 1 


b 
-SG gs A) < の ー5) | fds+ e。 


由 e 的 任意 性 。 可 知 。 CR 一 5) 积分 和 之 (6D 4i8 趋 向 


49/ 


于 〈D 一 5 ) | fag, 好 CR 一 S) 积分 | 7dgg 存 在 耳 等 隆 


(D 一 S) | 7gg. 


推论 了 在 1= {x :9 委 x 委 b }) 上 连续 ，g 在 1 上 有 界 变 


差 ， 那么 R 一 S 积 分 | 1dg 存 在 。 


由 定理 12*3 有 界 变 差 函 数 可 以 分 解 成 两 不 减 渔 数 的 差 ， 
再 指定 理 12・9 的 (aq》， 可 知 定 理 12.14 的 推论 成 立 。 
容易 誉 出 f，g， 使 得 j 在 I 上 (CR) 积分 不 存在 ， 令 


的 


間 
f (x) = /二 


ーー 
a 


[fag 存 在。 例如， 定义 


x= 0。 


0 ご ご 1.。 


1 SS 2 


显然 | f(x) dx 不 存在 。 但是， 在 C0，1] 上 《RS) 和 


| fa = | fa = | az = 1。 


下 一 结果 给 出 〈R 一 S) 积分 的 上 和 天。 
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定理 12・15 设 f 在 1 = {x ;a<xb ) 上 连续 且 g 在] 
上 有 界 変 状 , 令 M = ME |f (x) | 。 那么 


其 证 明 出 (R 一 S) 积分 定义 及 定理 12.14 推 论 立 即 可 
得 ， 细 节 留 给 读者 ， 
如果 在 区 同 ) = {x ;ax 二 Db)} 上 {f,}，{g，,} 分别 


<MVig, 


收敛 于 妃 5。 为 了 给 出 | f.dg, 收敛 子 | fag 的 条 件 。 先 来 


证 明 如 下 的 技术 性 结果 。 
引 理 12・3 设 f 在 T= {x : a 人 xb } 上 连续 ， gg 在 了 上 
有 界 变 差 。 对 于 6 汪 0、 定 义 


の Cf, 6) = sup lf (Cx) -1 (y) | 


训 果 了 的 划分 4 6=xo<xi<…<x,=Db 的 网 孔 141< 0， 
而 E ,满足 x;， -< 魏 6 委 xb i 二 1]，2，…n， 那 么 


| Xj 《ci 4,g- | fag | の (f, 6) Vig. 


上 = 1 


证 明 ”由 定理 12.9， 有 


| fag = > fdgs 


rw i jm i 
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又 显然 地 有 有 


全 Ff (6;) 9g= チ (6,) A ; gs 


だ ょ こ 1 


所 以 


1 


- b Xi 
IED Aig-| Fag = BD | CD) -fd 


Ti “Xi-! 


大 4 的 网 孔 1 AI<6， 由 6 与 x 介 于 xi xi 之 间 ， 对 于 
这 样 的 x， 便 有 

げ (6 うけ) -1 (1so (f, 9@) 。 
因此 


[ ジリ (ED) Aig- | fag | 


< > 


tw i 


| g GD -1 Cx) っ dg | 


中 xX; 
So lf, 0) ZV 8=o (hh 9) Vg. 
定理 12・16 设 f， n=1, 2。 "ツタ 在 了 = {x a 
Xx 三 b } 上 连续 ， 且 f, 在 1 上 一 致 收 全 于 f。 而 g,.，g 都 是 有 界 
恋 差 的 ， 且 Vig 志 LL 以 及 对 所 有 nn， Vig, 夺 LL。 再 设 S 是 1 兴 
的 筒 密集 。 上 且 S$ 含有 a 及 b。 如果 在 ど S 上 有 g。>g, 那 久 
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lim | 7 ,dg， =| fdg. 


证 明 Ses = max |f，。《x》 一 了 《x) | ， 由 定理 12.15， 
有 


| の 。- の dg, に Kg.Vig。Ser。 
注意 到 当 reo。 es 0， 记 以 
の 7 Cdg, -dg) | 
cet | fies. fa | 
下面 正明 当 r> + cc 时 ， || fag,-| fag| 一 0 。 对 给 定 


> 0， 取 6 之 0， 使 9 (f， の << 认 -。 再 取 一 网 孔 小 于 


6 的 划分 A，a =xo<xi<…<xi =b， 且 分 点 都 属于 S， 由 引 
理 12・3 有 


) Lg, (x) -ge (im) フー | yag， 


・ ル = ニー ] (12・22) 


50 了 


” 同 理 还 有 
| マチ GO Ce GD -g の.) -J fas | < すま 
(12・232 


再 根据 在 1 的 稠密 子 集 SFg, ->*g， 对 所 有 i，3 N, 使 当 
n>>N 有 


之 (6) {gs (Xi) —g, Xi-1) J- [Lg CD 


m1 


-g Gi <E. (12.24) 


而 把 (12*22) 。 (12・23) 。 (12・24) 代入 下 列 不 等 式 得 


frase f sa | sen. St eo ee en 
— Bs (Xi-1) | | >1 (Li;) [gs (xX:;) 


ーg。 X11) ~ Df Ei) Cg xi) —g GK) 


一 


+ | シナ (6 と,) Cg (xi -5 (xi-1) ~ 


:el 


ET 
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于 是 定理 萄 证 。 


例 3 议 J。= 1 ー sin れ xs g。 ニ 1 キ え 「。 n=1l, 2, 


证 明 


1 
| fdg,->1 (一 co) 。 


"ys 


解 ” 注 意 到 f, 在 1 = tx・ <x<1 } 上 一 致 收敛 于 1， 


而 也 数列 g。 收 伍 村 8 这 里 


1 0 SSx く 1 
g (x) = 


x=1。 


デリ 」 


呆 此 定理 12・16 的 条件 都 被 満足 : 所 以 
| 了 。d5 。 -| ldg=1。 


习 题 


1 。 
<b} 的 总 。 


吉 


(gq) oc」 く ce く … ぐ cx くも 5 一 (xto 
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1 X 只 Ci 
ち C(x) -| 


di メー と is 


f 在 工 上 连续 ， 求 | fdg 的 表达 式 。 


(5) 若 qdi デニ Ci く cs で の て C。 = 0 *| fdg 的 表达 
式 。 
[提示 ， 先 对 G= cl<cs =b 作 出 〈a) 。]j 


2。 设 g(X)= sinx， 0 XA 未 | xdg 的 值 。 


1 
3 设 g(xz)=e ml ，- TSx<1， 求 | xdg 的 值 
4。 设 gE(XJ) 三 并， EK-1<x<K, K= 1。 2, 3， "5 求 
| xag. 
1 


5 
5，g 同 习题 4， 证 明 | gdg 不 存在 ， 


6。 自明 定理 12*9。 
7。 用 定理 12。11 计 算 | cosu*d (cosz^) 。 
8。 证 明 若 fj，g 在 区 间 = {x :oa<x<b} 上 有 共同 问鼎 
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5 
まき, 者 2 | jdg 不 存在 。 


9。 人 了 芭 J=ECc，xXEG 了 = {x 。 UX <b}, C 有 是 一 常数 ， 若 8 是 
1 上 有 和 腊 变 兰 场 数 ， 用 部 分 积分 法 (定理 12・12) 
证 明 


| fag = ctg (b) -g (ay ]。 
10。 证 明 引 理 12.2。 


11。 了 证 明定 理 12。13。 
12。 设 在 1 {Xx 1 asxX<co 上 连续 ，g 在 II 上 为 有 界 变 


盖 的 ， 定 义 | .Jag= lim | fdg 《当然 以 极限 存在 为 前 提 
条 件 ) 。 证 明 若 f 在 了 上 连续 有 界 ， 

8 (x) = Kk- lx<k, k=1, 2。 …、 

那么 


| fdg デー > (k+l la の -|. 


k=1 


*]3。 按 12 中 关于 半 无 限 区 间 上 积分 的 定义 ， 若 bg 是 第 数 ， 
g (x) =bxr, k— 1<x<k, k= 1。 2，。"…。 证 明 
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任何 -- 无 穷 级 数 > ar 可 表示 为 CR--S) 积分 。 


Keri 


_14。. 证 明 定理 12。15。 


ne nx 
15。 芭 ff,(X)= inxs Lg:(X) ニー" ぁ 


* に = テバ テ 。 0 SSS1 |。 


1 
证 明 lim | 7 (x) dg, (x) 存在 ， 并 求 它 的 值 。 
| : 当 X 是 有 理 数 
16。 设 f Gx) =|[ 
0 当 X 是 无 理 数 ， 


g 是 一 非常 数 的 在 了 = 人 xs。 0 过 x 委 1 上 上 不 减 的 中: 
数 。 


证 明 | fdg 不 存在 ， 


#17， 设 在 J1 = {x ?a 三 XxX 亿 b } 上 连续，g 不 减 ， 证 明 中 和 值 
定理 。 コ 6 と 7 使 


tb 二 
| (x) gg 《xX) =f (6) | as (x) 。 


[提示 ， 应 用 定理 12。13 的 (qa) ， 及 关于 的 介 值 性 ,上 
18。 设 1 与 g 于 了 T= {XxX :aXb} 上 连 绪 ， 定 义 


b b 
hn (x) = | (1) di, 那么 | fdh = | 7 Cx) g Cx) dx 
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第 十 三 章 ”距离 空间 上 的 函数 
$ 13・1 完 务 的 距离 空间 


本 划 详 细 地 研究 定义 在 中 离 空 间 上 的 际 数 ， 并 证 明 在 现 
代 分 析 中 很 有 用 的 连续 函数 全 招 定 理 、 允 近 定 理 。 如 同 完备 
性 对 不 动 点 定理 那样 ， 这 些 定 理 都 与 空间 的 完备 性 有 关 ， 此 
外 还 与 秽 窟 性 概念 有 关 ，。 

完备 的 距离 空间 S 是 其 各 如 下 性 质 的 距离 空间 ;每 一 如 
西 序列 都 收敛 于 S 内 的 一 个 二、R 是 完 各 认识 空 间 . 
另外 的 重要 完备 距离 空间 是 C (S$) ，。 它 是 定义 在 距离 空间 5S 
上 的 一 切 有 界 连 续 通 数 j 所 强 0 を 。 它 的 距离 范 数 d 定 义 . 
为 

9 (f, 8) = sup fCx)—- g(x), Ff, gEC CS) ， 

(13*1) 


C 〈⑮) 中 的 疏 伍 性 是 一 致 收 你 《人 参看 和 定理 1l*11 污 定理 
11・12) 。 完 备 距 离 空 间 中 的 闵 集 作为 距离 空间 是 完备 的 。 

例如 R ,中 的 闭 区 间 工 = {x! asx 委 bj 是 完备 的 ， 而 开 区 
间 J = {x :aa<x<pb 上 不 二 元 符 空 间 ， 因 为 J 内 收 伍 于 a，bH 量 
序列 是 哥 西 序列 ， 但 ce，5 几 不 属于 J。R: 的 全 体 有 理 数 组 
成 的 距离 空间 是 不 完备 的 。 国 梓 ，C (S》 中 的 以 0 为 中 心 ， 

以 7 为 半径 的 闭 球 B (0, ) = {f :EC(S),，d(f, Oh》 
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到 7 上 万 完备 的 ， 而 开 球 B (0。7) = {ff :*fEC CS) 。 
g@ 〈j，0) <r} 是 不 完备 的 。 

定义 ” 设 5 是 一 距离 空间 ， 称 $S 内 的 集 4 是 5 内 的 稠密 集 
で すみ 4=S。 役 4, g 都 是 S 内 的 集 ， 称 4 在 B 内 稠密 所 > 
4 一 也 

例如 ，S=R,，4 为 全 体 有 理 数 集 ，4 是 R, 中 稠密 集 。 
者 ガ 訪 全体 元 理 数 集 , 4 与 B 不 相 交 , 4=R」 つ B,。 4 在 お 内 
稠密 。 

定义 ” 设 S 是 一 距离 空间 ，4CS， 称 4 在 S 内 无 处 稠密 
<-> 集 4 不 含有 S 内 的 球 。 

例如 ，S 为 R,， 有 限 点 集 是 无 处 稠密 的 。 一 个 收敛 的 点 
闻 列 、 整 数 点 集 都 是 R, 中 无 处 稠密 的 集 。 重 要 的 是 要 注意 
稠密 与 无 处 稠密 并 不 是 互补 的 性 质 ， 一 个 集 可 能 不 是 稠密 的 
又 不 是 无 处 稠密 的 。 例 如 Ri 中 有 界 的 区 间 在 R, 中 不 是 稠密 
的 又 不 是 无 处 稠密 的 。 ] 

下 面 定 理 给 出 无 处 稠密 概念 的 另 一 常用 的 等 价 形 式 。 

定理 13.1 距离 空间 S 内 的 集 4 在 S 内 无 处 稠密 所 >S 的 
每 个 开 球 了 含有 一 个 与 4 不 相交 的 开 球 Bi。 

证 明 

(a) 设 4 在 8$ 内 无 处 稠密 〈 即 4 不 含有 8 的 球 ) ， 证 明 S 
的 毎 生井 球 B 信 有 互 4 不 相 交 的 球 。 若 不 然 , 那 名 3S 的 一 个 
球 Bo，B, 内 的 每 个 球 B1 包 含 4 的 点 。 对 郑 PEB。， 那 么 以 P 
为 中 心 、 半 径 充 分 小 完全 含 于 B 的 球 ， 总 包含 A 的 点 ， 因 此 
P 点 是 4 的 极限 点 。 因 为 P 是 B, 的 任意 点 ， 所 以 Pe。 こ 4。 送 
与 4 不 含有 S 的 球 相 矛 盾 。 
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(b) 设 S 的 每 个 开 球 含有 与 4 不 相交 的 球 ， 证 明 碟 不 售 


有 S 的 球 。 事 实 上 ， 若 4 含有 S 的 球 B，B 中 点 P 是 A 的 内 点 必 
为 集 4 极 限 点 ， 按 极限 点 的 定义 ， 以 P 点 鸭 中 心 的 任何 球 含 
有 4 中 的 点 。 由 p 的 任意 性 ， 这 与 S 的 每 个 球 都 含有 与 4 不 相 
交 的 球 相 矛 盾 . 

注 集 4 无 处 黎 密 性 等 价 定义 中 ，5 的 每 个 开 球 8 含 有 一 个 与 4 不 相交 的 
“ 开 球 ”可 改 述 成 “ 闭 球 ”. 事 袜 上 ， 设 8 含 有 的 与 4 不 相交 的 开 球 为 B,， 那 
么 昌 , 内 的 闭 球 B 自 , 然 也 与 4 不 相交 . 

定义 ”距离 空间 S 内 的 集 4 称 为 第 一 网 的 专 >A 是 可 数 
个 无 处 稠密 集 的 并 集 。 不 是 第 一 纲 的 集 称 为 第 二 纲 的 集 。 

例 ”因为 Ry 内 仅 含 一 个 点 的 集 是 无 处 稠 千 的 ， 所 以 
Rw 内 可 数 点 集 是 第 一 纲 的 。Rw 内 的 有 理 点 集 是 可 列 的 ， 它 
是 第 一 纲 的 且 在 Rx 中 稠密 ， 由 此 可 见 第 一 纲 集 可 能 是 稍 冤 
的 。 如 果 整 个 空间 是 有 理 点 所 组 成 ， 那 么 它 的 任何 集 都 是 第 
一 纲 的 集 ， 这 种 空间 里 不 存在 第 二 网 的 集 。 另 一 方面 ， 替 距 
离 空间 含有 孤立 点 ， 那 么 孤立 点 的 集 是 开 集 它 是 第 二 纲 的 
集 。 

完备 上 距离 空间 总 是 第 二 纲 的 ， 这 一 定理 党 在 分 析 中 应 
用 ， 通 常 称 作 纲 推 理 。 

定理 13・2 设 $S 是 一 完备 的 距离 空间 ，A4 是 $5 内 第 一 继 
集 。 若 C=S- 4(〈C 称 为 4 的 余 集 ) ， 那 么 C 在 S 内 是 笛 逢 


证 明 ”我 们 证 明 $ 的 每 个 球 了 必定 食 有 C 的 点 ， 由 此 CC 在 


S 内 稠密 。 因 为 4 是 第 一 纲 的 ，4 = UUT.， 这 里 T。 (Yn 


| m1 
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是 无 处 笛 密 的 。 区 Bo。=B。 (CF., 7。) 是 $ 内 DP 为 心 、 ro 为 
半径 的 一 个 球 .。 因为 了 无 处 向 这 I 球 B (Pi， 71) CBo, 


BP,，71) 与 ,不 相交 。 可 以 取 '， <R， 且 B (pi7:) 呈 8 
相交 ， 且 < 。。 继 续 这 一 过 程 。 得 到 递 缩 球 序列 ， 卫 (P。， 


- ーー すず 
7 ) ーー ガ 。。 7 < - 


人 及 BC 1 了 ,与 工 ,不 相交 ， n=1 多 


2 n>m, 有 


d (P,, P,) rs < ト 」 


limP,=g, 对 Ym,Bn>m, Pp, € B», MaE Bo， 9 と 7。。 


茎 然 対 カ 。 ET ， 于 是 0 C。 而 gaEB,CBo，B, 是 3 中 
任 取 的 一 个 球 ， 它 总 含有 C 反 点 ， 所 以 C 在 $ 内 稠 窗 。 

推论 ”完备 距离 空间 是 汪 细 的 。 

证 明 设 S 是 第 一 纲 的 . 出 上 SS- 8 是 空 集 ， 便 与 定理 


13。2 相 矛盾 ， 

定理 13.3〈 贝 尔 纲 定 型 ) ”完备 距离 空间 内 的 非 空 开 集 
是 第 二 纲 的 。 

定理 13*3 可 用 类 似 于 定 埠 13.2 的 方法 来 证 明 ， 细 节 留 给 
送 者 。 
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信 助 于 下 面 引 理 ， 可 把 出 距离 空间 5 的 集 4 到 距离 空间 


S。 的 一 致 入 銭 映 象 了 。 保持 一 致 竹 千 性 延 拓 到 人 4 上 。 面 且 
延 拓 是 唯一 的 。 
引 理 13・1 设 4 是 距离 全 fs 的 子 集 。 


(a) YYpE (4- 4) ，p 是 4 的 极限 点 。 


(の 如果 p € A， IJj{P,.}CA, 当 hn->+00, の 。 テル P。 

(Cc) S1，S; 分 别 以 d1!，d; 为 距离 的 距离 空间 , 4 ご Si, 
映 象 f: AS。 在 4 上 一 致 途 然 。 如 果 {p。} 基 4 中 的 芋 
西 序列 , 那 名 {7 (p。) } 是 S: 中 的 哥 西 序列 。 

证 明 (a) 设 A’ 是 4 的 极限 点 集 ， 那 么 由 定义 
4 =4U4/。 4 スー ス 4= (pipe(4U4)-4},。 因 此 (@) 
成立 。 

(b) 若 p と に (4-4) , ? 基 4 前 概 限 点 , 那 名 由 定 理 
6・4。 (5) 成立 , 若 p と 4, 対 ヵ 取 p。= ヵ 。 当然 有り 。 一 か 
⑫) 也 成 立 。 

Cc) 対 ぜ sg と 0。 由 一 致 徐 扶 性 定 叉 , 3 9> 0, 使 当 
pp EA 上 Ed Co’, Dp) <6 時 。 有 dz fw), fp 
二 e。 因 为 {p。} 基 4 中 的 至 西 庁 列 。 ヨコ NM, 使 当 m，n 和 NN、 
有 d， (Pp,，pPa》 过 5。 由 此 Mm，n>N 时 ， 有 d; (f (Pp,)， 
f( ヵ 。)) ご sg,。 即 【 7(p。) 起 S$. 内 的 哥 西 序列 ， 

定理 13・4 设 $1，5S; 古 出 高 空间 ， S。 是 完 各 的 , ACS， 
1 ,4->S; 在 4 上 一 致 连续 。 犀 么 存在 唯一 的 映 巡 三 : A>S,, 
fx 在 太 上 一 致 连续 ， 对 立 P - A， 有 化 ⑦) =7〈?) . 

证 明 对 于 立 pEA4， 证 义 关 CD) = ニナ ( ち ) 。 当 り と 
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(4-4) , 由 引 理 13・1。 3 {p, }CCA， 当 于 -oo 时 p， 
一 DP。 由 {Pp,} 是 哥 西 序列 ， 了 在 4 上 一 致 连 续 仍 由 引 理 
13*1 可 知 { (の p。) 上 是 9 中 哥 西 序列 。 而 9 是 完备 的 ， 
(7⑦。) } 有 极限 ， 定 义 这 一 极限 为 # ( ヵ ) ,下面 证 明 j* < 
A >S。 在 4 上 是 一 致 连续 的 。 

对 立 g>>0， 因 为 在 4 上 一致 连 续 ，36> 0 , 使 の , p ツ 
€AHBd (p/ 。 pp の) て ご 29 便 有 


ds(fx (p’), FC”)) < る 


現 今 の 9/ で 4， Hdi(q ,gq )< od. 设 {ps}， {D, 上 是 
4 中 分 别 以 9'，9g" 为 极限 的 序列 ， 当 于 -co 时 DG ， 
D>gr”， 且 有 {fpi)}， {fCp,)})} 分 别 以 如 上 定义 
的 (7 ) だ (qa*") 为 极限 。 那 么 3 自然 数 N , 使 当 rx>N, 
有 


dD, ps) di(pss 9 の ) t+di(g’, 4 ) 
+di(gqg’, Ppa)<26。. 
換 面 
ds (GD , f*(p:) ) < 
于 是 对 充分 大 的 nn， 
ds(f*(g’) ,Jf*lq’) ) <a(f*(g) ,f° (pn) )» 
+d Cf* (DD, fx* (ps)) +ds (i (ps), 1* (の)) 
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貞 〆。 の 基 人 中 任意 満足 9,( の 。 の ) < 的 元 素 对 ， 所 以 
j* 在 4A 上 一 致 连续 。 

现 证 f# 的 唯一 性 。 役 が * 是 在 人 上 一 致 连续 ， 且 对 
p と 4 有 だ た * (p)=f (p) 。 对 pEA -A, 31p ご 4。 
使 当 2->co，Pus->D。 那 么 


fx の =lim ft* Cp) =limf (pu) 
= lim f*(p,) = 了 *(p), 


印 f 三 全 ， 定 理 获 证 。 

从 一 距离 空间 到 另 一 距离 空间 中 能 够 保持 距离 不 变 的 上 觅 
象 有 特殊 的 重要 性 ， 

定义 ” 称 f，S,->S; 为 每 距 映 象 志 这 f 是 1 一 工 的 ， 且 对 
+p, qCE Si, 都 有 

di(p 9) =d2(f(p), aq))， 

欧 儿 里 得 空间 Ry 中 的 平移 、 旋 转 十 等 距 映 射 的 简单 全 
子 。 更 特殊 地 ， 当 S」 = Ds = R,, C 切 常 数 。 f(x)= X+C 县 
然 是 等 距 映 象 。 又 当 S」 = S。 = 有 :时 ， 由 


アヤ ュー」COS ひ 9 + xX;sSing 
ツ ゥ > ニー ダ iSIn10 十 Xs。COS9 
给 出 的 映 和 象 (X1s を ぅ 7 > (Yi, y:) (9 古 常数 》 是 等 中 的 。 
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从 儿 何 上 来 看 ， 任 一 “刚体 运 雪 ”的 映 象 是 等 距 的 ， 

定理 18・5 设 S,，S, 是 此 离 尺 间 且 S, 是 完备 的 ，f: 
S」-*S。 基 等 距 映 象 , 那 久 7 (5S 1) 作为 距离 空间 ， 它 是 完 备 
的 

证 明 假设 {f <p。) 是 SS 中 的 哥 西 序列 ， 因 为 
f 是 等 距 的 ，{ ps。 ) 是 S :中 的 条 内 序 列 ， 而 $: 又 是 完 备 的 ， 
{ ps。 有 宝 限 pES。f 于 SS 六 月 算 义 ， fp) と 7 (S) ， 
且 由 di(p,，P)=d。(f(p,)，f(p) 可 知 みっ の 肘 。 が りう 
f (Pp》〉。 因 此 f で Si) 内 任 一 艇 西 庁 列 在 で S,〉) 中 有 概 恨 , 


注 当 所 讨论 的 问题 只 涉及 到 室 iF 本 中高 時 ,。 定理 市 的 人 (S$:) 可 抽象 地 奏 


作 就 是 S ，， 
为 了 多 方面 的 目的 ， 要 求 凡 离 空 间 具 有 完备 性 。 下 面 证 
明 任 意 一 个 距离 空间 S 都 可 以 联 入 -一 完备 的 距离 空间 S$ 〈 定 
理 13・7) 。 即 可 以 填 加 一 些 点 到 耸 闻 S， 使 在 新 空间 S 内 每 
个 哥 西 序列 都 在 极 限 点 ， 并 有 LS 的 距离 是 S 的 距离 的 延 
定义 ” 设 S 是 以 4 为 距离 册 救 的 距离 空间 ， 称 8 的 两 个 哥 
西 序列 { p。) 与 {9g，} 是 等 从 的 <=> 当 1->ce 肝 GD Gu) 
->0， 等 价 的 两 个 哥 西 序列 ， 赤 天 为 1D。) て 9。』。 
特价 的 哥 西 序列 移 楚 本 和 性质 锅 述 为 下 面 的 定理 。 
定理 136 设 1p,}，!19, ;部 是 距离 空间 5 内 和 的 哥 西 
序列 。 
Go) 数列 d Cp。、g。) . 7 >cco 时 和 赵 问 本 被 眼 。 
(も) 如果 {tp。) 々 (9. ， 有 LA>c 时 ?pp， 那 人 么 
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qpP. 
(e) 若 1 玉 すす ょ (5) 是 哥 西 序列 , 且 {p， ) を tp,}, 
{ps } tq} ,那么 lim d (ps, 9。) = limd(p,,g,). 
证 明 (6。) 出 三 角形 不等式 
a (Da, 7。) Sd (PD,, Ps) +d (Das gn) 
+d (dn, G，) | 
得 
d (D,» qa) —d (Ds 9。) sd (D,» Pn) + (9。 ぅ 9 の 。) 。 
交换 m， Ny 便 得 
ld (ps, Gu) -Gd (pqn) | 
<d (Dp, pn) +d (gny dr) 名 


这 说 明 数 的 序列 { d (np,, gq,) } 是 一 哥 西 序列 ， 由 R, 完 
当 H-~>ce 时 ，d ( ヵ 。, 9。) 趋向 于 极限 。 

も) 及 (c) 的 证 明 留 给 读者 。 

定义 ” 设 (p, } 是 距离 空间 S 的 哥 西 序列 ，{p,} 在 S 
内 没有 极限 点 。5 内 所 有 与 { p。 ) 等 价 的 哥 西 序列 所 组 成 的 
类 称 为 S 的 理想 元 素 。 / 

例如 ， 若 Q 是 全 体 有 理 数 按 通常 距离 的 空间 ， 那 么 所 有 
趋向 于 某 个 元 理 数 的 8 的 哥 西 序列 构成 8 的 一 个 理想 元 素 。 
把 这 -- 理 想 元 素 和 这 一 无 理 数 相 一 致 ， 即 以 这 一 理想 元 素 作 
为 这 一 无 理 数 的 定义 。 令 SS 表示 距离 空间 $ 的 一 切 理想 元 素 
的 集 ， 以 SUS' 定义 一 个 包含 S 的 距离 空间 S，5 中 的 距离 4 如 
下 定义 。 对 于 p，aES，3j {ps}，。 1 9。) CS 分 别 是 确定 
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p，4 的 等 价 类 中 的 哥 西 序列 


d (p, の) 。 当 p。 9 と る 
limd (p, 9。) 9 当 p ES, des’, 
dD, q)= | limd (p,, oa) 、 当 P ES’, gqg€S, 


limd (pn, 7。) bE 当り 。 qcs', 


容易 验证 8 在 4 之 下 是 距离 空间 。 而 使 $ 中 点 映 殺 为 5 的 
同一 点 前 映 象 SS$, 显然 是 等 距 的 。 可 见 8$ 的 点 p 也 可 看 作 
含有 【p=p。)} 这 一 特殊 哥 西 序列 的 等 价 类 。S 在 5 中 是 稠密 
的 ， 而 3 是 完备 的 。 这 一 结果 一 般 化 为 下 面 的 定理 。 

定理 13.7 ”以 4 为 距离 的 空间 5 是 完备 的 距离 空间 ， 且 3 
S->S 内 前 等 距 映 象 ヵ 使 f (S) 在 5 中 稠密 . 

证 明 设 {p。} 是 5 内 的 哥 西 序列 。 要 证 明 3pE5， 当 
n>co， 有 d (⑰。 の 。) 一 0 。 按 定义 对 每 个 元 素 p。ES。 3 


S 内 的 哥 西 序列 { q,: } ， 满 足 d (p,，4q,1) 一 0 (kKk->00)。 
ee, 人 0， 上 且 当 nm-> 時, 8。 こと 0。 从 二 重 序 列 { qet } 中 可 


以 取出 一 子 序列 。 9。 = quis， 使 8 (p。。 95) < 之 se 对 六 成 
立 。 由 三 角形 不 等 式 导 出 


d(q,, qn) xd (gq.， り 。) +d Ds pn) td(pn, dm). 
(13°2) 
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(13・2〉 式 右 端 前 第 一 、 第 三 項 由 9 (⑰。。 みう) sg, 面 当 
n>co 时 ss->0。 所 以 对 于 Ye>>0，3N， 使 m，n >N 便 有 


£3 Halq',, Pp) < -3 ， 9(p。。 a) < 而 由 {p。.} 


是 S 中 的 哥 西 序列 ， 对 充分 大 的 N， 也 有 d (p。，D，) < くる. 


d (gq,, qn) < g。 


即 { g。}) CS， 且 是 S 内 的 哥 西 序列 。 设 p 是 相应 于 {gq } 的 
$ 内 前 理想 元素 , 那 名 当 ヵ >A, 

d (p, ps) Ed (p, a,) +d(q,, Pp,) 28。 
所 以 当 n>co 时 ，p,->p ， 即 5 是 完备 的 ， 

设 p ES， 令 f Cp) =p, 这 个 S->5 的 映 象 贞 5 的 定义 它 是 
等 距 映 象 。 对 半 pE5， 由 5 的 定义 3 5 的 哥 西 序列 {p;}， 
当 k 一 co 时 ，d (の p ょ 。 p) ->0， 即 $ 在 5 中 稠密 。 


注 G) 5 称 作 5 的 完备 化 空间 .出 S 在 S$ 中 稠密 可 知 $ 的 完备 化 S$ 是 淮 一 的 . 

(ii》 距 离 空间 的 完备 化 是 数学 分 析 的 一 个 基本 的 重要 思想 和 方法 ， 由 有 理 
数 出 发 构造 性 地 定义 无 理 数 得 到 实数 系 是 这 一 思想 的 最 初 的 起 源 。 例 如 在 连续 
函数 空间 Cs， 1+1 中 定义 距离 


b ーー 
d(x, »=| x (DID dt, xD, IOEC Lo 11. 


Cro, il 的 函数 类 .这 一 函数 类 就 是 在 现代 数学 中 非常 重要 的 勒 由 格 可 积 遇 数 宅 
间 工 10, 1] . 工 1o;31 比 黎 曼 可 积 函 数 类 还 要 广 认 ， 
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2] 是 
了 巩 9$ 姑 距离 空间 ，C(S) 是 9 上 春 界 连续 也 数 的 集 。 证 . 
明 伞 之 如 下 的 距离 
datf, g) = sup | (x) —g (x)|, 
C (S) 是 距离 空间 ， 而 且 是 完备 的 距离 空间 。 
及 M (CS) 是 $ 上 全 体 有 界 阵 数 的 集 ， 仍 取 上 面 的 
距离 ，M (S) 是 个 是 一 距离 空间 ? 


1&X 一 (ai, Gs, "5 Qn *…) 及 デニ (b,, b,，, い *。 


りら 。…) 前 是 有 界 实数 序列 。 定 义 


9 (x, ツ ) =sup Ila, —b,| 。 

证 明 全 休 腊 实数 序列 的 集会 ， 在 上 上述 距 离 之 下 及 一 
距离 空间 。 这 一 空间 是 完备 的 吗 ? 
设 A= tx 0<xX 所 1，X 为 无 理 数 } 。 证 明 4 是 民 1 中 
第 二 纲 的 集 。 
设 D (X) =a Tas-1X" 十 十 CIX 二 Go (n=0, 
1，2，…) 是 整 系数 多 项 式 。 人 4 表示 所 有 整 系数 多 
项 式 的 根 的 本 证 明 集 4 是 复 平面 内 的 第 一 纲 的 集 

( 复 平 面 C 的 距离 d (zi を 2) = 2z ュ ー タ 5 = CE CX 


ーX2) “+ (yi1—y2) 2? ,其 中 
Zi=X1+tiyl, Zz =X,+iy,.. ) 
本 = {x 0SxS A 肖 x ビビ I 
表示 为 三 进 制 小 数 ， 
X=0, QI 02 3 "ツタ 


其 中 a; 取 0，1， 或 2。 设 A 是 了 的 这 样 的 子 集 ， 外 


的 点 的 三 进 小 数 表 示 的 a ;不 取 1。 
(a) 证 明 A 是 一 不 可 数 集 。 ] 
(b) 证 明 4 在 了 内 无 处 稠密 。 


。 详 细 地 写 出 贝尔 纲 定 理 〈 定 理 13。3) 的 证 明 。 
。 设 工 = {XxX，0XxS 1 上 按 R 中 的 距离 I 是 距离 空 


间 。 举 出 了 的 子 集 A 及 f 。A->R, 的 连续 映 和 象 ， 而 不 


能 被 延 拓 为 及 -> 民 1 的 连续 函数 。 即 证 明定 理 1344 中 
和 要求 一致 连 续 性 假设 不 能 被 减 移 为 连续 性 ，。 


。 设 Si，S; 有 是 离 室 间 且 f ,S15， 是 寺 距 的 ， Ss 无 完备 


的 。 那 么 | (S1) 是 完备 的 吗 ? 证 明 你 的 回答 。 


9。 证 明定 理 13。6 的 (b) 及 (c) 。 


10。 


*11_ 


验证 定理 13。7 之 前 所 定义 的 4 是 一 距离 ， 因 而 8 是 一 
嘩 高富 同 . 

Ci 11 表示 了 = {ts，0StS 1 } 上 的 连续 函数 的 宇 
间 ， 证 明 ， 取 d (x, y) = snp lx (の ~-y(D)|， 


那么 Cl。 是 完备 的 な 站 若 取 d! (Xx，》) 
= | lx (の 一 y(t) 1dt。 证 明 在 d 之 下 Ci ,也 成 


为 距离 空间 , 举 出 这 距离 空间 的 一 个 哥 西 序列 { XxX，}， 
xs 不 存储 极限 点 。 


$ 13・2 阿 采 拉 定理 ， 连 续 函 数 的 延 据 


在 许多 应 用 中 要 求 从 距离 空间 5 上 定义 的 连续 函数 族 久 
当中 找 出 收敛 的 函数 列 。 这 就 是 要 求 找 出 C 〈S) 中 具有 何 种 
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条 件 的 子 集 多 基 C (S) 中 的 紧 集 ， 本 节 的 阿 采 拉 定理 就 是 
叙述 C (5) 中 紧 集 条 件 的 ， 这 些 条 件 当 中 首先 是 要 求 距 离 空 
闻 S 其 有 可 分 性 。 
定 叉 距 高空 岡 $ 趣 可 分 的 全学 5 含有 在 S 内 告 窒 的 可 列 
子 集 。 

R 中 的 有 理 点 集 是 可 列 的 稠密 子 集 ， 因 此 Ri 是 可 分 的 
距离 空间 。 同 样 ，Rx 是 可 分 的 。 事 实 上 Rr 中 的 有 理 反 
x = (xi，Xz， 9 X，) (xi 是 有 理 数 ) ， 组 成 Rw 之 可 列 
的 稠 岁 子 集 。 

定理 13・8 凡 紧 的 距离 空间 是 可 分 的 。 

正明 定理 6。25 指 出 。 対 そ 8>0, ョ 有限 不 点 Pi> Pz， 


k 
…。 pi 《k 依 赖 于 86) ， 使 SC LU B(P;6), 即 有 限 个 球 B(P ,9) 


i= 1 


覆盖 了 S。 取 6= 二 n= 1,2 ,…) ， 相 应 于 坟 ， 取 这 样 以 


二 为 半径 能 覆盖 S 的 有 限 个 球 的 球 心 集 的 并 ， 既 然 它 基 可 列 
个 有 限 点 集 的 并 集 , 所 以 是 S 的 可 列子 集 , 并且 它 在 S 中 称 密 。 


注 、 这 里 给 出 一 个 不 可 分 距离 空间 的 例子 ， 
没 给 定 实数 列 {Xa}， 如 果 存 在 M， 使 对 于 x， 有 |x| <M， 序 列 {X nj 称 
为 有 界 数列 ,用 x 表示 有 界 数列 ,研究 所 有 有 界 数列 x 的 空间 S 定义 S 的 距离 


d(x, y)=sup | Xi 一 ?| (X={xi}, y={y i}ES) (13・3) 
S 是 一 距离 空间 .我们 证 明 S 是 不 可 分 的 ， 


证 明 “ 反 证 法 . 假若 S 是 可 分 的 ， 那 么 有 可 列 集 {X”j， 和 mn 一 1 ,2 ,fx"} 
在 5 内 稠密 . 记 x" 二 (Xm Xm …， xn “)， 并 如 下 构造 元 案 ? = 
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1 , 当 Xx +<<0 、 【一 了 2 
ツェ デー ーー 
ー 1， x > 0 , 


据 (13・3) 式 ， 显然 4(X",y》) 之 1 对 每 一 吉成 立 ， 这 表明 fx"} 在 S 大 不 稀 密 ， 
因此 $ 是 不 可 分 的 . 
定义 设 多 是 给 定 距 离 空间 S 内 和 集 4 上 定义 的 函数 了 所 
组 成 的 族 ，po E 4， 称 多 在 po 点 是 等 度 连 续 的 所 > 对 六 
e>0, ヨ 9 ジ 0。 使 所 有 p4T 和 8(p。, 9) 及 7 で. 安 。 都 有 
|f(p)—f(po)| <e. (13・4) 
如果 在 4 的 每 个 点 等 度 连续 ， 称 多 在 4 上 等 度 连续 。 
由 定义 ， 显 见 等 度 连续 函数 族 中 的 每 个 函数 是 连续 的 。 
但 其 道 不 真 ， 因 为 等 度 连续 性 要 求 3・4) 式 对 多 中 所 有 
函数 都 成 立 。 
例 设 I = (xx:0 委 x 委 1 )。 及 エタ" XET， 罗 = 


| ペー Xo 


{f,}。 对 于 I 中 的 点 x。 直 1， 出 1x" 一 Xs [< 二 x， 3 


对 于 给 定 e 过 0， 取 の =( 1 一 。)5, 可 使 在 x—xo | 二 6 时 
对 一 : 切 n 


げ 。 Cx) — f(x0))| = |x*—x'l で g。 
2 即 .F 在 xo 大 1 的 每 个 xo 太 是 等 
1 沪 连 续 的 。 而 在 x = 1 点 的 邻 域 
内 ， 对 给 定 的 ze:， 相 应 的 6 随 n 增 
大 而 缩小 ， 当 n-> 吕 时 ，6 一 0 
(图 13.1) 。 因 此 不 存在 对 一 切 
19・1 8 都 适用 的 6， 多 在 x = 1 扩 非 


EE 
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另 一 方面 ， 旗 多 = Uf} f=nsin EJ= {x: 


0Sx て oo } ，.F 在 J 上 是 等 度 连 续 的 。 事 实 上 ， 对 关 hn ， 应 
用 微分 中 值 定理 ， 在 x; 与 x, 之 间 3 x,， 満足 


xX, 
ー * ly」 ~X,| きき 1 ュー > » 


pn 2 | 
Insin ーーー Nsin | 所 | 


这 样 对 给 定 s 盖 0， 可 以 取 6 = e 便 得 13・4) 。 
找 一 个 简单 的 准则 以 判定 函数 族 的 等 度 连续 性 是 重要 
的 。 若 区 间 1 上 的 通 数 族 . 中 的 通 数 的 一 阶 导 数 有 共同 的 
界 ， 即 3 M， 对 站 1E 玉 及 和 YXET ,有 |f'(x)| 夺 MM， 那么 
多 在 区 间 工 上 证 等 度 连续 的 。 事 实 上， 由 微分 中 值 定 理 时 
则 
CD x EC kim Xi EM Xs ~ x,|, 


取 8= ご 。 便 有 3・4) 式 成 立 。 更 一 般 的 判别 准则 可 参考 


本 方 的 习题 3，。 

定义 ” 设 .F 是 距离 空间 5 上 定义 的 实 值 函 数 族 ， 称 多 
是 一 致 有 界 的 所 > ヨコ M ン >0。 使 J (x) 三 M， 对 所 有 JfE 禄 
及 x に S 成 立 . 

注意 到 一 个 等 度 连续 的 函数 族 可 以 不 是 一 致 朋 界 的 ， 项 
至 还 可 能 是 无 界 的 。 例 如 ，f.(p)=n,pES, {f.}(n=1， 
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2 ，… 就 是 等 度 连续 而 不 一 致 有 界 的 函数 族 。 f(x) = 之 ， 


XER1, 与 1f, (x)=n sin 一 都 是 等 度 连续 而 无 界 的 函数 族 ， 


引 理 13・2 设 4 是 距离 空间 S 内 的 紧 集 .FF 是 A 一 R， 
的 函数 族 , . み 是 等 度 连续 且 一 致 有 界 的 。 我 们 令 D 
= sup 4d(p，4q) 称 为 4 的 直径 。 定义 ー | 


K= snp | げ (p) 一 が g)| 
と 
那么 3 7 = {x :0<x<cc} 上 的 函数 加 具有 下 列 的 性 
质 ; | 

(i )》 症 不滅 的 】 

( 11 ) 当 * 学 り 。 が (x) = 天， 

(iii) 当 Gd(p，9) 委 xx 时， 对 一 切 fE 多 有 

1 fp)- fa)| 2 HL); 


«iv) lim v(x) =0 《图 13.2) 


证 明 用 (1ii) 来 定义 
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ofp) -DN 

上 确 界 对 4 中 满足 d(p，g) 委 x 的 一 切 Pp 4q， 及 .名 中 的 一 切 f 
所 取 。 由 . み 基 一 致 有 界 的 , 因 此 (x) 有 定 叉 。 由 ゅ (x) 的 
定 叉 , 晶 然 め ( ヶ ) 基 的 不滅 函数, 即 ①) 成 立 。 既 然 当 p。 Gg 
4, 便 有 gp, qa)<D, 央 此 当 * 之 D。 ゅ (x) = 天, 即 (ii 成， 
立 。 性质 (iii) 由 g 的 定义 立即 得 出 。 为 了 证 明 Gv) 。 今 
8>0， 由 多 是 等 度 连 续 的 ， 对 立 pPE4，3 以 p 为 中 心 以 菜 
正 数 ?为 半径 的 球 B(P，7)， 使 当 agEB(p，7)1I4， 及 一 十 
农 中 的 j 郡 有 


fp) - f(a)| さす ・ 


因为 4 是 紧 集 由 勒 贝 格 引 理 (定理 6・27) 。 存在 6>0, 使 当 
9 cA, 每 个 球 B8(g， 6) 位 于 上 述 荣 个 球 B (p， 7?) 内 。 現 設 
P 。 9o 征 人 A 中 満足 (po。 du) 性 6 的 任意 的 两 个 局， 那么 pu， 


0 ,都 属于 B(Dpu，6)， 而 B(po，6) 含 于 上 述 某 妹 B (p，7 ) 之 
内 ， 当然 有 Db， qo に BD', 7)， 因而 对 有 所 有 fEF， 都 有 


If(no)— fae SS oo) Kol + fp)- {ao | 
6 ど _ 
即 《d)<<e， 由 是 任意 的 ， 所 以 lim ゅ (x) =0、 


求 微分 方 程 或 邊 分 方 程 的 解 常 循 如 下 的 途 算 , 衣 先 求 測 
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方程 的 一 列 近似 解 ， 第 二 步 证 明 近 似 解 的 族 是 等 度 连续 卫 一 
致 有 界 的 ， 借 助 于 下 面 的 阿 采 拉 定理 从 函数 族 中 找 出 一 收 伍 
的 子 序列 ， 最 后 证 明 函 数 序列 的 极限 为 所 求 的 解 。 例 如 求 


d vw} さ 
一 =1(x，y)，yo=y《xo) 的 解 的 欧 拉 折 线 法 ， 就 是 采用 


这 样 的 途径 ， 

定理 13.9【〔 阿 采 拉 定理 ) ” 设 S 是 可 分 的 距离 空间 ， 
J,:S>R1,， n= 1, 2, …, 组 成 9S 上 等 度 连续 且 一 致 甩 天 
的 族 み 。 那 么 

( 1 ) 存 在 {ff。} 的 子 序列 。 fi fi fk 在 
5 的 每 一 点 收敛 于 连续 函数 j，。 ー 

(ii ) 著 空间 S 是 紧 的 ， 那 么 子 序列 { fi, 一 致 收敛 于 下 。 

证 明 设 S 可 列 的 秽 密 子 集 4 三 {p,}。 由 {f,} 一 致 
有 界 ，{ (Cp うす} 是 一 有 界 的 实数 列 ， 因 此 4f,《p1)! 有 有 一 
下 分子 序列 ， 记 为 {811(D1)}。 海 察 {g11《Ps)}，， 这 还 
是 有 界 实数 列 ， 因 而 它 有 收敛 子 列 ， 记 为 {gz21《P2)} ， 继 
续 这 一 过 程 ， 按 “ 康 托 对 角 线 过 程 ” 得 到 对 角 线 序列 gj 
225 B339 Brkt 9 在 每 一 点 Du 收 贷 。 人 简 记 ，8gexs = gr， 
gt 侍 A4 上 的 仅 限 孙 数 天 示 ヵ す 。 

现在 把 f 由 4 延 拓 到 S$， 并 证 明 f 在 S 上 连续 。 设 PES， 对 
Ye>0, 出光 的 等 度 连续 性 ， コ 9 ジ 0。 使 当 d ヵ 。 9) べ へ 0， 


| gk(p)- gk(9) | < (13*5) 


四 为 4 在 $ 内 稠密 ， 所 以 3goEA4， 满 足 d(p，go)<4。 由 
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lg (p)— gi(p) < gr(p) 一 gk(9。)| + lgiCao) 
~ gi(qo)| 十 lg1(qo) 81(p)| 9 


有 端的 一 、 三 项 据 3<5) 都 小 于 2， 而 中 间 的 项 由 gx 在 
A 上 收敛 ，j N， 当 た , >N 便 有 
gi(qo)- gi(ao )| < くる. 


于 是 {gi(p) } 是 哥 西 数列 ， 它 的 极限 定义 为 1(p)。 这 样 定 
义 的 j 在 S 上 还 是 连续 的 。 对 六 ps。 ES 及 Ye>0, 由 当 等 度 
连续 性 ， 对 于 满足 d(p，po)<6 的 一 切 D 及 一 切 K， 都 有 


lgi(p)— gi(po)) <e。 
今 k 一 20， 又 有 g: (PDP)-> 了 f(D) 与 g:《(po)>J(po)， 对 上 了 摆 不 等 
式 求 极限 ， 得 
|f(p)-—f(po)| es。 
即 f 在 灌 Ppo。€ SS 连续。 定理 的 (1) 获 证 . 


当 S 是 紧 空 间 时 ， 证 明 收 敛 是 一 致 的 。 对 于 芝 s 之 0， 由 
引 理 18・2,。 ヨ x ン 0。 使 当 d(p, qa) き x 


Ig,(p)—g.(a) | (x) = -3。 


对 一 切 n 都 成 立 。 考 察 S 内 所 有 半径 为 x 的 球 ，5 是 紧 的 , 据 害 
理 6*25。 3 有限 个 这 样 的 球 ， 球 心 为 p1， Ds» "9 Dn: 使 
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SC LUB5(p,，x)。 因 为 


i 1 

lim g。(Pi) = fp;), i = 1 。 2 。 “**o Wm。 
蔗 然 m 古 个 定数 ， 可 取 充 分 大 的 N， 使 六 入 N， 对 i 站 = 1， 
2，。…，m 都 有 


fp gp EE 


co 


对 六 PES5，p 被 上 述 m 个 球 之 一 所 包含 ,例如 pEB(p;:，x). 
于 是 当 n>N， 就 有 


gp — fp)| < lg (Pp)-g, (pnp; + lg,(p.) 


~f(p;) [+ FG - fn SS 


+ .Ee 十 で 一 お 
3 3 3 
而 与 p 点 无 关 ， 因 此 8 一致 收 伍 于 。 


注 《〈i 从 定理 19,9 的 证 明 可 知 ,要 求 2z =={f } 具 有 一 致 有 办 性 在 于 利用 

RR」 的 有 界 数 列 存 在 收敛 子 列 , 既 然 RN 中 的 有 界 序 列 局 样 仓 在 收 茹 子 列 四 过 郑 

ZF 是 定义 在 S$ 到 RN 内 的 失信 画 数 族 ， 一 致 育 兴 性 、 等 度 连 续 性 与 ,的 情 砚 

间 样 定义 ， 只 要 把 | f(p) | 及 1f(p)~f(q) | 解释 为 民 N 中 的 距 禹 ， 引 理 13・2 

及 阿 采 拉 定理 仍 成 立 ,其 证 明 也 仅 需 把 及 ,中 的 距离 换 成 RN 中 的 距离 

(ii) 取 SS 一 fa, 的 ， 对 于 C(c ,区 定理 12.9 可 叙述 为 : 定义 在 La,0} 上 的 等 衬 

夺 续 月 一 臻 有 界 的 函数 族 相 在 一 致 收敛 的 子 序列 ， 对 于 CL0,bi 了 有 同样 结 

六 按照 人 $64 的 紧 性 概念 ， 可 以 把 阿 采 拉 定理 叙述 成 ，CN[0,0j) 的 团子 集 光 7 
Cnxwfa, 忆 中 紧 集 的 充分 条 件 是 Er 等 度 连续 是 一 必 有 党 的 .读者 容 容易 证 明 条 件 

乏 症 必要 誰 。 


现在 研究 连续 函数 延 拓 问 题 。 设 1 ; 1 一 R! 是 1= {x 
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gssxssb ) 上 连续 函数 。 定 义 
(a), x<as 
g(x)= げ (x), 当 a き x きめ , 
1(b), 当 X>b. 
8 是 f 在 RR, 上 的 连续 延 拓 ， 县 ma x lg(*))| = max f(x)] 。 


例 中 的 区 间 为 财 的 条 件 对 能 否 连续 延 拓 是 关键 性 的 、 例 如 


RI 2 -1 兰 < 一 る 和 
函数 バタ) ニー ニー ンー) 人 “(XxX。0<x<b} 内 连续 ， 


但 它 不 能 被 连续 延 折 到 R 上 。 对 于 距离 空间 中 财 集 上 连续 
函数 可 以 保持 着 上 、 下 确 界 延 拓 的 一 般 化 定理 是 数学 分 析 中 
著名 的 泰 兹 延 拓 定 理 。 
为 了 证 明 泰 北 延 拓 定 理 ， 需 要 下 面 的 定义 和 引 理 。 
定义 ” 设 4 是 距离 空间 S 内 的 集 ，p E55， 定义 尽 D 到 A 的 
距离 d(p，A4) 为 
G(D。 A)= inf G(D。 9)。 


对 给 定 的 集 4，d(p，A4) 是 空间 S 上 乍 义 的 函数 ， 引 理 
13。3 说 明 这 一 函数 的 性 质 。 

引 理 13.3” 设 5 是 距离 空间 ， 
给 定 ACS， ゅ w(p)=@( ヵ 。 4) 。 
那么 9(D ) 是 S 上 的 连续 函数 且 对 
TYp, 9CS。 | 9(D) 一 909) 
<d(p, 9) (图 13*3) 。 

证 明 対 サ e ン 0。 ヨ p。 と 4 
満足 pg(p)>d(D，Do) 一 5。 由 三 
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角形 不等式 有 
d(q, の 。) Sd(9。 Dp +d(D, Po) 9(⑰。 D+ glp) +e 
再 由 9 (9) 的 定义 ， 应 有 
plq) Sdlg, ps) ぐ 9(p。 の + plp)+e, 
折 以 
pq) 一 の (の ) て @( り 。 q)+e,。 
由 e 的 任意 性 , 友 者 
の (9) 一 の ( ヵ の) SS9(⑦⑰。 の ) 。 
交换 p 与 q 便 导出 
| 9p(p)- w( の [SG(⑰。 の ) 。 
引 理 13・4 灵 4，3 午 古 距 离 空间 S 中 的 财 集 ， 且 A 与 B 
不 相 交 。 那 存在 笑 鱗 画数 ゅ # SeRi 満 足 , 0 9⑦) SS1 。 


(て ぜ p と 5⑤), 当 ヵ と 人 4。 9( の ) =0』 当 の に お, YPp)= 1 。 
证 明 定义 


d(p, A4) 
WP) G(p。 A)+alp, B) ， 


y(D) 具 有 所 要 求 的 性 质 。 


注 対 ず ュ ッ 0 , 定义 g,(D) 一 一 a+ 2a$(p) 具 有 性 页 一 2<$, (pa 
DE A, YD)=—0; BPE BB! $Cp)=a. 

下 一 节 将 建立 用 光滑 函数 序列 一 :至 副 近 连 续 函 数 的 定 
理 ， 为 此 扩大 连续 省 数 的 定义 域 是 重要 的 。 下 一 结果 是 达 续 
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了 数 延 拓 的 基本 定理 。 : 
定理 13・10 ( 奈 米 延 拓 定理 ) ” 设 A 是 距离 空间 S 的 一 个 
闭 集 ，f， A っ R, 是 连续 、 有 界 函 数 ， 并 记 = sup げ (⑦⑰)| 。 
那么 存在 S 上 的 连续 函数 ，8 SS->R， 满 足 pPE4，g(p) = 
1(p)。 且 对 于 S 中 的 一 切 p， lg(P)| SM。 
证 明 如 下 定 义 隐 数 列 {f，}，{} 并 以 {f，} 及 
{ 9。} 构成 {g。} ， 而 所 求 的 g 将 作为 8; 的 一 致 极限 。 
令 f1(p) =f(p)，p E€ A， 并 定义 集 


4」= {pIpEA, fi) ー さ が ) 

Bi= (pip で 4 (の テ ェ M 
集 4,，B, 为 不 相交 的 闭 集 。 根 据 引 理 13.4 的 注 ，3 5 上 的 连 
画数 (の ), 満足 > Yp。 li の )| < 3M， 及 


$1 (Dp) = - 3M 当 p € Al, 


ゅ (の ) = 3 M, 当 p と Bi。 
定义 
fp)=11(p) — hilp), PEA. 
那么 必 有 |fi(p) | さす M, 5C4A, 事实 上 ， 当 p EA 
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fi(p) = 0) + 3M, 而 -Mf (p<- 二 M， 有 1f (CD) 
Ss M. 当り に お 」。 了 。( り ) = すい (の ) - 3M, 而 由 8B, 定义， 
3M<fi(p)<M， 仍 有 If (p) | <M 当 p で 4ー (4 
UB1)， 按 定义 有 上 Cp)| さす M。 191 の | さす M, 同 梓 
~ 2 

现在 定义 


A,= {pp: peA, Ef -3 SM}, 


B= {Pp :7EA, 县 fp) 之 了 3M}, 


A;, B; 是 不 相交 的 闭 集 ，。 用 上 述 同样 的 方法 , 按 引 理 13。4， 
3 SE 上 的 连续 薄 数 yp)， 功 (np) 满足 ， 対 ぜ p 。 | の 』(?) | 


2 
<+ ° aM, 及 


bp) = -3. 9M, DE A,,， 
_1 2 、 
り 。(P) = っ ・ 3 M, 当り と g。 。 
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定义 fs (p) = ち ⑦) - Ws (p)， 且 有 lfs(p)| 之 (3 ) MM。 继续 
这 样 作 下 去 ， 可 定义 


= {PiPEAE COPE) M}, 


= (pipc4 且 j。(P) ラ ま (<) M). 
接 下 来 按 同 祥 方 法 定义 
り 。。 对 PES, 「 ゆ 。 CP)| <3(3 "mM, 
再 定义 
ー 「 人 
7。 4 ュ ( の 7 の) ニチ 了 。(⑰ ヵ ) 一 の (pn), 交 有 (4 M 。 


按 归纳 法 原理 得 到 连 统 还 数 序 列 ナ 。 } 及 め 。 ) | n= 1 4 
2 。 ***。 


使用 も ゆめ 。}, 定 以 
gr CP)= ゆめ 」( の ) キ め 。(p) キ …] の 。( の )。 PES, 
対 下 つれ 有 


lgn (PD)— g. CD) -| ¥ 。+ ュ (ジフ 十 ¥ (の ) 十 …・ 填 区 tp)| 


Spon D+ る (3) 


532 


由 此 可 见 ，{g.(P) } 是 一 哥 西 序列 且 收 敛 是 一 致 的 ，{ g。 
(P) ?的 一 致 极限 函数 为 8(p)，g(p) 于 S 上 连续 。 现 在 证 明 g 
是 1 的 延 招 ， 为 此 注意 到 对 于 p € 4, ] 


8 キー 


i 1 


而 | Cp) 1 <(3) M， 当 n->oo， flp)>0. 于 是 当 
or, ga(p) BE(P)=fi(p)=f(p)， 即 当 pE A 时 ， 有 
g《P)=f(p)，g 是 f 的 延 哲 。 此 外 ， 对 于 六 PES， 
a ln 1 + (2) | = 

| 


1。 设 I= {x OSxSS1)。 時 以 労 を ま 下克上 全体 有 系 
| 員数 的 集 。 对 ff， gCB, 定义 
d(f, g)= snp f(x)— g(x)|。 
证 明和 如是 一 不 可 分 的 距离 空间 。 
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2。 RA C1, C2 5 の の Ca の) cs 上 上 是 实数 序列 ， 且 


《< 
い 


limc, = 0 ， 以 外。 表示 所 有 这 样 序 列 x 的 集 
y= (d，, d,， "dn ), て ぅ y6 呈 ,定义 


d(x, y)= snp |c;-di|， 
I Ea 


证 明 喇 ,是 一 可 分 的 距离 空间 。 
【提示 ， 研 名 字 的 形 如 (yi 0 ，0，…)， (71，72， 
0，0，…)，(7r yo fy 0，0，…) 等 元 素 ， 
7j 是 有理数 。 了 ] 
设 S 是 一 距离 空间 ，f 在 S 上 满足 守 尔 人 德 人 条 件 ， 即 3 迁 数 
MRa, 0<a<1, 使 
fp)—- RKa)t MMd( ヵ 。 9) コ * 。 


证 明 由 这 样 的 f 组 成 的 函数 族 . 鲍 是 等 度 连续 的 。 


。 设 多 是 在 1 = fx :ax<co ) 上 定义 的 可 徽 的 实 函 数 


族 。 设 MU 及 Mi 是 这 样 的 常数 :， 对 所 有 fE 多，|f(Cx)| 
<Mo, |f'(x)| 委 Mi， 多 中 是 否 恒 有 华工 上 一 致 收 八 
的 子 序 列 ? 

设 了 = {x:a<x<b}, S= { (x, ッッ) 5 GSSXSS り 。 a 
yb }，KK，S->R ;在 9S 上 连续 。 中 义 


f(x) = | go y)g(y)dg 


g 是 7 上 的 可 积 画 数 ， 且 设 哆 是 由 g 织 成 的 在 上 上 一 致 有 
办 的 函数 族 ， 相 应 的 j 的 函数 族 为 多。 证 明 多 含有 一 
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致 收效 子 序 列 。 

6， 对 定义 在 可 分 距离 空间 S 上 于 Rx 中 取 值 的 函数 族 ， 证 明 
阿 采 拉 定 理 。 

7。 证明 CLso161 中 团 集 久 是 C1。o;5] 中 的 蘑 集 志 沁 3 站 [a， 
b] 上 部 度 连续 及 一 致 有 界 。 

8。 举 出 一 个 定义 在 I = {XxX， 0 之 x 之 1 ) 上 连续 有 界 的 函 
数 它 不 能 被 连续 地 延 拓 到 比 [ 更 大 的 集 上 。 即 证 明 泰 芍 
定理 中 半 集 条 件 不 能 去 返 。 

9, 在 引 理 13*。4 中 ， 车 不 假设 A 与 B 是 闭 集 ， 证明 可 能 不 存在 
具有 有 所 述 性 质 的 公 。 

10。 设 IT= {x :ao<sx<co )，f :TI->RI 是 连续 但 不 必 是 有 
界 函 数 ， 证 明 f 可 以 廷 拓 为 R, 上 的 连续 函数 。 

11。 设 卫 是 R ,中 的 用 集 ， 了 是 了 上 的 连续 函数 证 明 f 可 以 延 拓 
为 只 ; 上 的 连续 函数 。 


$13・3 斯 桃 秃 一 外 尔 斯 特 拉 斯 还 近 定 理 


设 了 是 定义 在 区 闻 T= { x: a ご x<b} 上 。 且 在 点 c と 7 有 
名 阶 导数 的 函数 ， 称 j 在 c 点 为 解析 的 ， 如 果 1{ 可 展开 成 


9 (n) 
f(x)= > "to (メーC)" (13*6) 


的 震级 数 ， 这 里 寡 级 数 的 收敛 半径 大 于 零 。 当 f 在 集 4 册 每 
一 点 是 解析 的 称 j 在 4 上 解析 。 在 第 九 章 已 研究 了 函数 解析 
約 条件 , 当時 挙 出 函 数 
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ーー | 
f(x) = er XA 0 。 “ 
0 ん 一 0 。 ' 


说明 国 数 县 有 各 阶 导数 《 叫 作 无 限 可 微 浮 数 ， 并 记 为 
fEC") , 可能 不 解析 。 ' 
本 了 人 研究 用 光 请 函数 一 政通 近 连 续 耳 数 的 问题 在 这 里 


函数 f (x) =e” 记 ,x 产 0，f(0) = 0 仍 将 起 到 重要 的 作用 ， 


对 六 n， 了 "(0)= 0， 展 开 式 (183・6) 在 x= 0 的 邻 域 中 除 
了 x= 0 点 之 外 其 他 点 都 不 成 立 ， 即 (x) 在 x*= 0 点 不 解析 。 
可 是 在 xz 0 的 任何 点 (x) 是 解析 的 .。 “ 


現在 定 叉 函数 g, ゴ g: 
a 
gi1(X)= ‘ x> 0， g(X)=pg1i(Xx)gi( 1 —X)。 
0 xX ミ <0, 


这 样 定 义 的 g(x) 在 区 同 『 
= {XxX 0<x<<1l1 } 外 边 

等 于 零 ， 在 I 内 取 正 值 
(图 13.4) 。 令 


M = | gCx)dx 


n(x) = | gDat. 


由 g:(x) 的 性 质 导 出 及 (x) 内 
有 性 质 ; h(x) CEC", 当 * 
过 0 时 h(x)= 0; 当 x 之 1 
时 h(x) = 1』 h(x) 是 不 减 隔 
数 ( 图 13。5) 。 

再 用 h(x) 定 义 


图 13・5 


1 -h(2x- 1) 当 x 之 0， 


K(x) = ーー 
(一 X) 当 * ぐ 0。 


当 xs<0。 K 基 不 減 的 , 当 x 
<0, 天 是 不 增 的 《〈 图 13.6) 。 
除了 x = = う 及 x = キュ 1 之 
外 ，K 在 各 点 是 解析 的 ， 而 
在 x = ++，x= 土 1， 各 图 13.6 


扩 K 是 无 限 可 微 的 。 和 象 尺 这 
件 的 光滑 函数 将 成 为 构造 光滑 函数 列 来 逼近 连续 函数 的 有 用 
工具 。 

村 上面 击 数 有 同样 性 质 的 多 维 函 数 。 可 以 这 样 来 定义 


K2(x, y)=K(X) ECO), 


K, 在 方形 S54 = { (x ») : すさ x そう ちさ > さす 上 


等 于 1， 在 Sj = { (x, タタ) マー 1 SS 。 - 1 yl1.} 


外 边 等 于 零 ， 在 R: 上 0<K:(x，y) 委 1， 且 KK。 対 x。 yy 具有 
各 阶 偏 导数 。 同 样 地 ， 定 义 

Eny(Xi, Xe, ty Xn) = K(Xi)* K(X KC ds 
Kx 为 C" 中 函数 ， 它 在 以 原点 为 中 心 边 长 为 1 的 超 立 方 内 等 
于 1 而 在 边 长 为 2 的 超 立 方 之 外 等 王室, 0SKy SS 1 < 


把 Ks 换 成 以 + = ( や xi ) "为 变量 的 具有 同样 性 质 的 活 
数 会 更 加 方 便 。 为 此 ， 对 于 ?之 0， 是 以 の 1 (X11, 25 の の 
XN) = 玫 (7)。 那 么 当 X= (Xi1,… ,XN)， PICX) 在 Rx 的 单位 际 


之 外 的 值 为 零 ， 在 球 B (0, >) 内 其 值 为 1。 令 


Mo = | の i( X)dX 


(0 」1) 


且 定 义 


wm (xX) = ICX) 
那 久 w と C"。 在 B(0。 1) 之 外 px)=0， 且 


p(x)dx= 1 。 (13・7) 


| 
下 (DLA 


定义 ” 设 函 数 p : Rvw->Ri， 如 果 mEC” , gg 之 0, 量 在 
8(0。 1) 之 外 , gw(x)=0, 叉 満足 3x7) ， 称 pg 为 一 个 


りり 9 


平滑 。 对 XE Ry, Pp 是 正 数 ， 定义 
/i 1 /xN 
PX oR (3, 
? 2 在 B(0。 p) 之 外 等 子 受 。 且 


| cos 1, 
p:; 也 称 为 平滑 或 变形 的 平滑 。 对 于 连续 函数 让 : Ry->R1、 
定义 1 的 平滑 函数 1 或 简 记 为 f。: 


i= = | plx— EE)dE, (13・8) 
AN 


下 面 定理 给 出 j, 的 性 质 ， 

定理 13・11 设 1 : Ru ~>R ,是 连续 函数 ， 9 是 Ry 上 的 一 
條 平滑 , 那 名 対 ぜ ゥ <0, 函数 ん ,。 基 CT(R。) 中 的 画数 , 且 当 
p 一 0 时，j ,在 Rn 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 1. 

正明 ”因为 p:(x-&) 在 以 x 为 中 心 ， 以 p 为 半径 的 球 之 
外 的 值 是 零 ， 因 此 (13*8) 式 在 Ry 上 积分 相当 于 在 球 B (0、 
p) 上 积分 。 于 是 可 运用 积分 号 下 求 导 的 法 则 (参看 $ 11・1) ， 
得 知 f ,各 阶 偏 导数 都 存在 ， 即 f EC "CRw)。 

设 R>0， 由 ff 在 闭 球 B (0，R+ 1 ) 上 一 致 连续 ， 那 劉 
眼 据 引 理 13・2, 3 不 減 画数 9( ヵ ) 定 叉 在 7= {p : 0<p<1} 
上 。 是 満 足 当 p--0*。 %(p)->0。 及 (うー 人 (yy)| 穫 (ミー 
y| ) 対 所 有 x。 yEB(0, R+ 1) 且 lz- Sp て 1 的 *。y 都 : 
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成 立 。 相 应 地 ， 当 p て 1 及 xCg(0, R), 便 有 


a i 1=| | ze- BE Cag| 


Btz, pp) 


<| ge-8 CE) -1(x) la 


Bx pp) 


< | ゅ ze- の @。 


上 式 最 后 不 等 号 是 由 甘 - x| <p 保 证 的 。 由 p; 的 定义 
| w?(x- 88 = 1， 因而 上 面 不 等 式 最 右 端 等 于 必 (p)， 


Bx; po) 
即 対 x € B(O, R), 有 
|f ,Cx)- x) ED. 


有 既然 当 p 一 0+， 几 (p) 一 0， 这 表明 在 B8(0，R) 上 f。(x) 一 致 
下 敛 于 f(x)， 因 涼 R 是 任意 的 , 可 知 (2) 在 Rw 的 紧 子 集 上 
一 致 收 钙 于 f。 

根据 定理 13*11， 立即 得 出 紧 集 上 的 连续 画 数 能 用 C" 中 
备 数 序列 一 致 逼近 的 重要 推论 ， 

推论 ! 设 1 是 Rx 内 紧 集 4 上 的 连续 函数 ，GC 是 包含 4 的 
弁 集 。 那 色 ヨ C"(G) 内 的 席 列 {7 } ， 志 在 4 上 一 致 收 伍 于 
7。 | 

正明 根 据 泰 数 延 拓 定理 , 3 连续 函 数 FR 一 Ri」。 
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在 4 上 有 F=jf。 设 p, = 二 ，E。。, 是 FE 的 平滑 函数 ， 那 么 当 


xEG， 令 fx) = F,。,(x)， 由 定理 13*11，f, 在 A 上 一 致 收 
敛 于 f。 : | 

推论 2 设 推论 1 中 有 和 A 的 内 点 的 集 4 ?不 空 , fEC” 
(A4') ,以 Df 表示 | 不 超过 k 阶 的 偏 导数 ， 那 么 推论 1 中 的 
f, 在 A4'" 的 每 一 紧 子 集 上 有 D'f, 一 致 收 争 于 Df 

证 明 ”推论 1 中 的 函数 F 在 A‘” 内 有 不 超过 k 阶 的 偏 导 
数 ， 记 G。=D*F， 作 出 G。 的 平滑 函数 Gos6o,。 显然 当 
XE A ， 有 D'F, ,=Gooorn， 由 DF,。,, 在 A'” 内 的 每 一 
紧 子 集 上 一 致 收 全 于 Go。， 南 在 A 内 Go。=D"f。 所 以 扒 
论 2 成 立 。 

根据 以 上 两 个 推论 ， 在 Ry 内 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 可 
用 C* 中 的 函数 来 一 臻 逼近， 并 且 可 达到 预先 提出 的 精度 要 
求 。 对 于 更 一 般 的 情况 ， 当 S 是 一 又 距离 空间 ，C (5) 表示 S$ 
上 连续 实 值 函 数 按 通 常 的 距离 的 距离 空间 。 我 们 希望 找 出 可 
以 用 来 過 近 C(S) 的 所 有 元 素 的 C(S) 的 子 集 , 即 披 出 在 C(S) 
中 稠密 的 子 集 。 自 然 这 样 的 子 集 含有 的 元 素 越 “ 少 ? 越 是 好 
的 。 

定义 疫 是 C(S) 的 子 集 , 加 果 対 $ 中 的 不同 点 の 。 @ 
都 有 fj E 到 使 HP) 了 fg)， 就 称 2 为 在 S 内 是 可 分 点 的 。 如 
果 对 S 中 的 不 同 点 pD，4 及 实数 co，b， 都 有 fE , ， 使 1 (7) 
= 0 7(9) =b， 就 称 久 在 S 及 R 1; 内 是 可 分 后 的 。 

引 理 13・5 设 S 是 距离 空间 ， J，g EC(S)。 对 pES, 定 . 
义 

CD) = max( げ (Cp)。 g(p)), Kp) = minCFD)，E(D))。 
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那么 2， 玉 EC(S)， 
引 理 13"5 的 证 明 基于 下 面 简单 等 式 ， 对 实数 0 b 


max {a, b} = (a+b+ la~b|, 
. _ i 
min{a, b} = 2 (og+ ち ー la - ち | )。 


把 证 明细 节 贸 给 读者 。 

定理 13・12 〈 斯 桃 英 吉 近 定理 ) “” 设 3 是 紧 距 离 空 间 。 
-是 C(S) 的 子 集 ， 避 在 S 及 RR 1 内 是 可 分 点 的 ， 且 具有 性 
謝 。 当 有 7 g と の 便 有 max(7 g) 及 min (7 g) モ の 。 那 る 
对 立 FRECCS)， 了 可 用 吧 内 的 函数 在 8 上 一 致远 近 。 

证 明 ”对 给 定 的 C(S) 中 的 F, 设 p,，qE€5，a= F(p)， 
ち = F(g)。 那么 3g= gsa S 5， 满足 


Bra(D) =a, grs(q)=b, 
因为 8 及 F 在 gq 点 连续 ， 对 六 ce 之 0，1 的 邻 域 N (q) , 使 当 
yEN(q) 有 a(7)>b 一 Ee 与 F(7)<b + es 因此 ,对 rEN(G) 
有 

g(7)>F(7)- 8。 (13・9) 


将 ?国定 ， 対 ぜ gcS 都 有 如 上 所 人 的 g。。 及 (9)。 ー 切 (の) 
覆盖 了 S， 而 8 是 紧 的 ，3 有 限 个 这 样 的 邻 城 
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(9,), (gs )。 "9 N( gn) 


履 茶 9， 且 与 这 些 令 域 相应 的 函数 g41,， pe。 ぅ ター he 
都 満足 不等式 13.9) 。 现 在 定义 
h,= max(gsa,» 号 pr “9 ian) > 


ヵ , に < の 。 投 (13・9) 式 , 対 ザ 7 と 5,。 有 
(アー PF7) 一 。 13・10) 


Ags, (p)= gr (Pp)= "= geen (p) = gq, 所 Cn, (の ) 
ー 4, 再 由 有 ,及 F 是 连续 半数 ， ゴー 郊 域 N( ヵ ), 使 当 ? と M(p ヵ か 
時 , 有 

(7 くく Fr?)+e, (13・11 ょ 


对 于 六 p ES， 都 3 相应 的 ,及 邻 域 N(p)， 一 切 N(p) 覆 盖 了 
S， 由 S 是 紧 的 ，3 有 限 个 邻 域 


N(pi1), N(p2), '**» ND) 
组 成 $ 的 覆盖 。 定 义 

h= min(hs,, hoe, “> hr,). 
ヵ cp， 且 由 (13.10) 及 (13*11) , 対 YrES 有 


hl(r) >F(r)—£» 
(7) て 下 (7)》 十 g。 


(13・12 か 


即 対 ザ yCS。 IF(?)- が 7)| <e。 既 然 s 是 任意 给 定 的 ， 而 
ヵ と co， 于 是 定理 获 证 。 
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定理 13・12 所 指 出 リー 充分 条件 
是 (i) 在 S 与 Rj; 内 是 可 分 点 的 ; (ii) 当 了 す 。 gE， 
i 5 可 知 , 如 果 颖 对 加、 
减 及 取 绝 对 值 是 封 闷 和约 ( 即 当 f,，g < 2， 有 f+ g，j-g， 
げ | 都 属于 经 〉 就 能 保延 条件 Gi) 成立 、 下 面 対 代 C(S) 子 
集 对 乘法 运算 也 封闭 的 情况 。 

定义 设 . 几 是 C(S) 的 子 集 ， 如 果 .oz 满足 : 

) 当 fgE uf ，0， 有 为 实数 ， 有 aj+BgES oz; 
(ii) 当 用 gE .A , gE ws 


称 。〆 为 C(S) 内 的 一 个 代数 ， 
当 $ 是 紧 的 距离 空间 ， 加 果 是 CG) 人 数 責 
数 的 代数 。 ce 人 往 9 办 是 本 分 点 。 )] 恕 上 証明 ug 在 C(S) 内 網 


罕 ， 更 确切 地 说 ， 由 多 项 直肠 组 让 C(5) 中 的 每 一 了 可 
用 多項式 7。 一 臻 逼近， 这 里 九 是 .oz 中 国 数 的 多 项 式 。 这 一 
落 名 的 斯 桃 芮 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 最 重要 的 特殊 情况 是 计 
先 由 外 尔 斯 特 拉 斯 所 建立 的 。 这 一 定理 指出 ， 征 义 在 闭 区 间 
I 上 的 连续 函数 能 用 多 项 式 一 致 更 近 ， 或 等 价 地 ， 多 项 式 的 
集 在 C(1) 内 是 稠密 网。 

为 了 建立 斯 桃 菌 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 和 需要 关于 |x| 及 
/IT+Y 的 帘 级 数 展开 的 下 述 引 理 。 

引 理 13・6 设 1I= {x -1 和 x 和 1} 且 9 :TI 一 Ri 为 
'w(z)= テ ジュ 1+ ァ 。 那么 展开 式 


1 や ふ (ー1)"( れ 填 1)(221 nt 
P(X)=1 + } > 221C(n + 1)12° 


(13・13 ) 
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在 I 上 一 致 收敛 。 因 而 9 在 ! 上 可 出 GS・ 13) 的 部 分 各 的 多 
項 式 一 致 退 近 。 
证 明 由 二 项 式 展开 定理 (定理 9。 30)。 展 井 式 (13・13) 
对 |x| 之 1 成 立 。 为 了 证 明 级 数 在 I 上 一 致 收敛 引用 新 特 株 会 
式 钙 ， 
ni~e™ "tii(nt+ 1 )" iV ax(1 + 0 (=)). 


据 斯 特 林 公 式 ， ョ 常 数 Kg>0, 使 


(ni+1)(2n)1 < K (n+ 1)e- 2D (2ont 1)2n+3 
2 [(n+ 1) で ン 2 FE 92ne-2n-4(n + 2) 2 nt3 
ーー 2- 
< 

vv 2 婦 (n+2)2 


=。 下 
因此 9 的 级 数 以 > “一 一 为 控制 级 数 (xEI)， 于 是 (13*13) 
t= 1 nn 


的 级 数 在 I 上 一 致 收敛 ， 进 而 g 在 |x|= 1 处 也 有 有 展开 式 
(13.:13〉 成 立 ， 且 在 闭 区 间 I 上 收敛 是 一 致 网 。 
注 不 用 斯 特 林 公式 ， て 13・13) 在 I 上 一 致 收敛 性 的 证 明 ， 可 参看 本 六 的 


习题 12. 
引 理 13・7 设 Ix = { x: ー MS Mi, VY: 了 —>R, 7 


① 请 参看 吉林 大 学 数学 系 编 《数学 分 析 》 下 有 册 第 380 页 . 
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(x) = |x] , 那 久 が (x) 在 避 上 能 用 x 的 多 项 式 一 致 这 近 。 
证 明 没 M=1。 定 叉 (x) =(1 + の 5 基 中 w= 


一 1 。 据 引 理 13.6， 函 数 (1+u)7 在 I 上 能 用 u 的 多 项 式 一 至 
允 近 。 因 为 当 x€1I 时 ,ww E11， 以 x? 一 1 代 w， 可 以 用 x 一 1 
的 多 项 式 一 致 带 近 .(x)。 而 x? 一 1 的 多 项 式 是 x 的 多 项 
式 ， 所 以 引 理 成 立 。 对 于 Mz 1 的 一 般 人 情况， 把 外 (x) 写成 


4(x) = Mb;( 志 )， 便 化 成 已 证 明了 的 特殊 情况 。 


定理 13*13〈 斯 桃 黄 一 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ” 设 S 是 一 紧 
距离 空间 ，.ef 是 CC(S) 中 的 在 S 内 可 分 点 的 一 个 代数 ， 并 上 且 
fo 三 1 (YYpES) 的 fo E ug ,那么 对 六 1EC(S) 都 可 用 -ez 中 


的 函数 一 致 吏 近 ， 即 对 车 之 0，3 了 Ew, 对 S 的 一 切 点 PD， 
满足 


げ (の p) -fp) <s。 (或 4 (j， の <s，d 表 C (S) 的 距 


离 ) 。 

证 明 设 儿 是 C(S) 中 能 够 由 ,at 的 函数 一 致 通 近 的 那些 
函数 所 组 成 的 子 集 ， 也 就 是 2 = ug 。 ug 表示 uf 的 闭 包 ， 
欲 逃 と =C(S), 只 要 延 明 の 满足 定理 13*12 的 条 件 。 为 此 
首先 证 明 ,.ezx 在 S 及 只 ;内 是 可 分 点 的 ， 

役 o。 り CR,」。p。 9CS,p ま 9 3 コ 了 と 。〆 使 7(p) 才 人 97< 
由 f CDp)=f(q)= 1，3 了 实数 4，8 使 

af(p)+Bf,(p)=a, of(q)+ Bfo(q)=b, 
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由 .ey 是 代数 ， 所 以 函数 ,hh=af+Bfo€E wy， 且 满 足 h(r) 
= a，h(q)=b。 即 oy 在 S 及 RR 内 是 可 分 点 的 。 
现在 再 证 当 六 8g8EG .or ，max(f g) 及 min (f 8) 属于 
， 设 给 定 JE ,or ， 那 么 3 M>0，、 使 上 (9) < M 在 S 上 成 
立 。 根 据 引 理 13*7, 員数 @C が p)] = が ヵ )| 可 用 げ 7 的 多項式 
一 致 逼近 。 耳 .ez 是 一 代数 ， 属 于 ,ez 的 1f 的 多 项 式 也 属于 
Lo ,于 是 人 = | 可 用 zy 的 函数 一 玖 逼近， 旭 放 E 玫 ， 这 
样 一 来 ， 当 了，8g 都 属于 ,ez ， 那 么 1+g，f--g8E oz C22， 


是 上 -时 及 | 了 + 人 都 属于 经 。 我 们 知道 max(j;8)= 3 (+ 
g キ リー 中 ) 及 min(f, g)=->(f+g- ~-g|), 记 以 max(f， 
g) 及 min(f，g) 属于 4 再 进 一 步 , 设 1f,，g€ ど ) 延 盟 
max(f，8) 及 min(f，g) 属于 到 。 为 此 ， 从 -ez 中 选取 
(7 ) 及 8。 ) 分 别 一 致 收 化 于 f，g. 那 么 FP, = max( げ yg ) 


及び 。 一 min(f,s Bs ) 入 属于 人 ， 由 等 式 


F = max(f,» 5a)= 2 (f+gnt 一 | )。 


で = min(f,, g1) = 2 (fh +8” げ 。ー gs | )。 


最 然 当 Nn->00， 有 
F,-> max(f, g)。 
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G,— min(j, 8)。 


既然 P,，G, 可 用 .of 中 画数 一 致 通 近 , 対 手 ぜ ぁ 。 コカ,g。 
に ey 。 使 対 S 中 一 切 ヵ , 都 有 


|f ， F, | こき, lg。 ー G, | < 一 。 


由 三 角 不 等 式 ， 
dad(f,, max(f, g) <d(f,, が う 圭 し だ 。。 maxt(f, g)J。, 


dCg, min(f, g)J<d(g,, G,)+dlG,, max(f, HD), 
于 是 max(f，g) 及 min(f，g)， 可 用 .ey 的 元素 一 致 過 近 , 
它们 都 属于 gro， 到 此 ， 证 明了 满足 定理 13*12 的 条 件 ， 
最 后 ， 设 世 fEC(S)， 据 到 满足 定理 13.12 的 和 条件， 对 
Ye>0。 コカ と の, 使 


で 
7( 了 。 か うう ・ 


由 プ 的 定 叉 , ヨコ 7 .〆, 使 
一 も 
dtf,, f ) くう ・ 
由 三 角 不 等 式 得 到 
atf, Datf, fi +d (f1, PEe 


也 即 证 明了 ,ex = g=C(S),. 
548 


推论 (外 尔 斯 特 拉 斯 定理 )” 设 S 是 Rs 内 的 有 界 闭 集 ， 
那么 定义 在 S 上 的 任 一 连续 函数 可 用 举 标 x1，x2，…，x; 的 
多項式 一 致 選 近 。 

为 证 明 推论 ， 仅 须 证 明 多 项 式 的 集 是 可 分 点 的 。 招 证明 
细节 留 给 读者 。 


习 題 
に 1 
1。 0 a = き ヨメ チチ 0, 1 
0 x=0, 1。 


廷 明 が (0)= だ りり (1) モ 0。 み =1。 2。 ・… 
“2、 设 G 是 R 内 具有 光滑 边界 2G 的 有 界 区 域 .对 于 xn EG， 
可 以 给 出 一 个 无 限 可 徽 的 平滑 pCx)。 mp 在 念 于 @ 内 
的 Xo 的 菜 邻 域 之 外 等 于 索 。 证明 3 改 个 这 样 的 平滑 
Pi P29 i 对 天 XG， 有 
@ の (ナー PalX)+ + p(x) El 
[提示 ， 对 G 用 汉 菌 一 波 闵 尔 定 理 ， 可 得 相应 令 域 上 


的 平滑 为 ， Vi, 有 2 の の Vis» 今 の (Xx) 一 VY (xX) 


/之 外 ix)。] 


i=1 


3,。 证 明 引 理 13"5。 
4。 证 明定 义 在 1= {x -TSx<li) 上 的 全 体 多 项 式 的 
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11, 
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集 了 在 IT 及 RI: 内 是 可 分 点 的 C(T) 内 的 代数 。 但 是 P 并 非 - 
定理 13*12 中 必 那 样 性 质 的 CCI) 的 子 集 。 

设 1= {XxX。，0X 人 1}. 引 是 C (有 内 由 所 有 分 段 线 
性 、 和 连续 的 涵 数 组 成 的 子 集 。 证 明 红 满足 定理 18*12 
的 条 件 。 

证 明定 理 13。13 中 ， 若 S$ 不 是 紧 集 ， 那 么 定理 结论 不 成 . 
立 。 [提示 ， 设 IJ= {X :0 和 甩 X<oo ) oz 是 多 项 式 的 
焦 ， 考 窒 f(X) = Er-。 ] 

证 明定 理 13。13 的 推论 。 

设 1 = {xX 0<x 委 1}， 证 明定 理 13:13 的 结论 对 于 J 
上 多 项 式 组 成 的 .of 并 不 成 立 。 

设 上 是 RN 内 的 超 闭 立方 ， 证 明 空 间 C(A) 是 可 分 的 距 
离 空 间 。 [提示 研究 以 有 理 数 为 系数 的 了 元 多 项 却 
的 集 。] 

设 I= {xX 0Sx<1li) ， 玫 表示 C(TD) 中 一 切 满 足 了 (0 
=10 的 函数 的 集 。 宅 在 C(I) 中 是 否 条 客 。 
证 明 Rx 内 不 存在 处 处 解析 的 平 消 。 


， 不 用 斯 特 林 公式 证 明 〈13*13) 去 一 致 收效 。 


[提示 ; 定义 


~ (1 (11). i n= …・ 
b= (1- 广 )(1- 开 ) (1 7 n=2, 3 


D， 
2n 


那么 p(x) = (1+)? 的 堆 奴 


令 gs 三 ( 一 1)" 


数 展 开 式 即 (13*13) 式 的 次 为 


1+ ユメ + >, a, x" 。 
2 作 年 
”运用 不 等 式 ， 
iog(1--x)< 一 2x， 0 ぐ * ぐ 1。 
可 得 
logb。 < -二 (1+ 工 + 二 IT) 
" ] nr—1'* 
而 由 
fll "1,, 
logn=| dx<| xdx+t | tax+ + | da 
1 すす …ー+ ォ ー ゴ 
~~ れ 一 1 》 


于 是 logp。 < 一 训 logn， 由 此 b, 芝 -与 进而 导出 
nh2 


ja.| = 
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”第 十 四 章 凸 集 与 凸 画数 
$141 号 和 集 


凸 集 、 凸 函数 的 理论 近年 来 已 发 展 成 为 数学 中 有 广泛 应 
用 的 基础 学 科 - 一 一 凸 分 析 。 这 里 只 能 介绍 它 的 最 初等 、 最 初 
步 的 结果 。 

出 集 概念 是 平 画 上 三 角形 、 圆 等 图 形 的 几何 特性 的 抽 
象 ; 图 形 中 任何 两 点 所 连接 的 直线 段位 于 图 形 内 。 推 广 到 
Ru 导出 如 下 的 定义 ， 对 于 Rw 凸 集 的 结论 还 能 推广 到 线性 空 
间 。 

定义 Rx 内 集 $ 是 凸 的 所 联结 S 的 任意 两 点 PP P; 的 


线段 p;p: 上 的 点 都 在 S 内 (图 14:1) 
为 了 方便 ， 规 定 空 集 也 是 凸 集 。 


图 14・1 
定理 14<1 吓 集 族 的 交 是 一 凸 集 。 
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这 -简单 事实 的 证 明 留 给 读者 去 作 。 

定理 14・2 若 S 基 凸 集 , 那 急 $ 是 一 凸 集 、 

正明 设 pqgES，3 {ps} 及 gq} 王 S 分 别 收敛 于 
Pp 与 4。 因为 8S 是 出 集 ， 所 有 线段 p,q, 上 的 点 都 属于 S。 而 


p,9。 上 的 点 7。 可 表示 成 

7。 ニ 入 。 キ (上 -As 0 SAS、 1 。 
也 即 当 ps = (x? ey 00> 9 の 4 = (yp ッ 5 ey yD 那 
么 7, 的 坐标 为 hx4+ (1 一 和 )y?，i=1,2,…，N。 当 no 时 


7, > 和 Ap+(1 一 和 )gE S， 这 一 事实 对 六 和 AE [0,1] 成 立 。 这 


就 是 说 pq 线段 上 的 点 属于 S， 所 以 S 是 凸 集 。 
定理 14・3 设 S 是 一 凸 集 ，P,,P:，，…，Pr 都 是 S 中 的 
点 ， 和 1 入 2，…， 和 x 是 满足 Ni 十 和 2+…+ 和 x= 1 的 K 个 非 
负 实 数 。 那么 点 入 Pi +P 十 … 十 入 KKPr 和 9 。 
正明 = 2 时， 由 凸 集 定义 即 得 。 现 设 结 果 对 一 
1 个 点 成 立 ， 证 明 对 K 个 点 结果 成 立 。 由 归纳 假设 ， 对 六 


〆ー1 
は ググ 0 tt トー = 1 有 >, kg ,P, と Se 因此 


i i 
(1ーAk) CE Pt LR Pt キキ Lr-iPr-1) ーー 
十 Ar Py に で 。 HP TP 


c=1 


K 
选取 = A A i=1， 2, の "5 K 一 ]。 便 得 之 MP 


Co, 
定义 以 X= (Xi 55 の xn) 表 示 Rn 中 坐标 为 x;， 
i=1，2，…s NN 的 点 ， 称 Ry 内 的 和 集 / 


55 ぶ ば 


が 
{x : > aix; +b=0} (14*1) , 


为 超 平面 ， 这 里 ae,，b 都 是 实数 ，a, 不 全 为 堆 。 不 失 一 般 
性 ， 可 以 候 定 ( 之 gi) = 1， 不 然 仅 须 将 上 述 方程 除 以 
( < 便 可 


N= 2 时 ， 超 平面 是 -一 条 直线 ， 当 N = 3 时 超 平面 就 是 
通常 的 平面 。 


定义 ， 称 集 
b= {x ex; = XA i=1, 2。 *……, Ny 
oc t< + 9} (14*2) 


为 Ry 内 直线 、 其 中 x" (xi。 5。 > 直通 芝 的 固定 
尺 。 A 和 sg の 入 v 是 [的 方 问 数 ， + 是 实 人 参数 。 不 失 一 般 
性 ， 可 以 认为 +… + 入 =1 (否则 可 以 A,/( 之 3* 代 音 
入 ;)， 这 里 诸 方 向 数 和 \; 称 为 ,的 方向 余弦 。 过 点 x = (x1， 
X55 > xi1) 与 (14*2) 给 出 的 瑟 线 1 相 垂直 的 超 平 面 的 方程 
是 


、 ー 
YY Ai(z」 一 2 0。 ーー 14・3) 


定理 14・4 设 S 是 Rx 内 的 凸 集 ，S 不 含有 内 点 。 那 么 3 
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征明 若 定 理 不 真 , S$ 不能 被 超 平面 所 含有 那 名 3 中 
有 入 二 1 个 及 不 在 同一 超 平 面 二。 设 这 些 点 是 坐标 系 之 原 扣 0 
RX XX 那么 从 O 到 xi 的 矢 (一 于 2, "yg N) 
是 线性 无 关 的 因为 S 是 凸 集 ， 对 于 0 AS1 且 A+。+ 
ーー キ ASS1 都 有 Ar キー 扇子 S 。 必 可 选取 


て 4 2 ー+ AA (14・4) 
对 每 一 i， 0 で 1 且 XXG す 2 キツ トキ Ax で 1。 CS。 于 是 
以 x 为 中 心 半径 足够 小 的 球 内 的 每 一 点 x，x 的 表示 式 为 
X = 入 XiTAX2 十 十 入 NXN 
也 有 0 < 入 <1，X + +…+Nw<l， 因 而 xES。 即 x 是 
S 的 内 点 ， 这 与 5S 不 包含 内 扩 相 矛 古 。 所 以 定理 成 了 

定理 14・5 设 S 是 Ry 内 不 同 于 Rw 的 一 个 止 集 ,以 S 和 
表示 5 的 内 点 的 集 。 那 么 对 六 x'E(S -S⑦)。 3 一 超 平 
面 卫 ， 五 通过 x“" 使 $ 位 于 五 所 界 开 的 
两 个 半空 间 之 一 内 《图 14.2)， 

昌 称 为 5S 的 支撑 超 平 加 。 

证 明 考察 々 'C(S-S(9⑦) 。 
因为 S$ 不 同 于 整个 空间 ，3 {x"} 性 图 好.2 
(Ry - S$)，xn"->x"(n-co)， 因 为 S 是 闭 集 , 对 每 个 x"” 点 ， 
ヨッ "で S，y" 满 足 


~ 


(ツタ x") =ini aly» x")>0» 
# ES 
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这 里 4d 表示 Ry 中 距离 ( 図 14・3)〉 。 
BH, 宸 示 过 x" 且 与 线段 x"y" 相 
垂 卫 的 超 平面 ， 者 Ar Az "ys 
nw 是 x"y" 的 方向 余 粥 ， 那 么 H， 一 
的 方程 为 


i | 
H, = {x: 2 An (Xi— Xx?)= 0}, (14*5) 


i=1 


其 中 x"= (X75X29… X86)。 如 采 在 Hm 与 y" 寞 仙 ゴ 点々 "に S。 
据 S 的 凸 性 ， 线 段 y"z" 上 的 一 切 点 在 8 内 ,在 这 种 情况 下 ,y” 
不 是 S 中 最 和 逼近 x"* 的 点 。 这 一 矛盾 表明 S 被 包含 在 半空 间 


N 
P= {x: > Nn, (テー タテ 0) (14・6 ) 
i= li 
或 半空 间 
、 
Pi= (ei Ph, (Xi ~ XT 10) 
im i 


两 者 之 一 当中 。 为 了 确定 起 见 设 为 P。。 因 为 x"-x"， 存 在 
人 使 当 mi 十 co 时 ， 对 7 = 1， 2 ,NN 都 有 和 ni ;一 和 0 i 


因为 ゞ M4 ;对 每 一 mi 都 等 于 1， 有 所 以 之 2 ,=1 构造 通过 


j= 


点 x' 的 超 平 面 ， 
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H= ・ ん ー%j) テ 0 。 


i 


義平 面 。, 半 向 子 王 。 是 由 S ご P。, 取 概 限 得 


SCP， = {x : Sh, 一 区; 了 >0} ° 


$14.2 凸 民 数 


现在 研究 Ry->R ,的 凸 通 数 ， 我 们 将 证 出 辐 函 数 定 连续 
遂 数 《定理 14:10) 。 
定义 ” 设 S 是 RR 内 的 凸 集 ，S 上 的 函数 ] 称 为 凸 的 を 
対 ヤ x! x?ES。 及 ぜ %。 0 SASS1, 有 有 
Ax" キ (1ー 和 AA)SSA げ (うう キバ て 1 一 入 ) 了 (と の ) 。 (14*7 ) 
注意 函数 的 定义 域 不 是 凸 集 ， 它 不 能 是 凸 函 数 ， 即 是 


集 上 オ 可 能 定 叉 凸 函数 。 
凸 函 数 图 象 的 “上 方 ? 是 R,、」 内 前 凸 集 。 如 図 14・4 所 

示 ， 这 一 结果 儿 述 为 下 面 的 y 

定理 ] 


定理 14.8 设 S 是 Ry 

内 一 凸 集 耳 7: S 一 R， 
是 是 函数 ， 那 么 集 G = 

{(x, y) :xES, yER, 

ッ グ が) 大 Rr: 内 的 

集 。 反之 ，S 是 Ry 内 让 x 


Ts 
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集 ，G 是 Ri 内 的 凸 集 , 那么 是 S 上 的 凸 函 数 。 

定理 14.6 的 证 明 是 凸 集 、 凸 函数 定义 的 直接 推论 ， 把 它 
留 给 读者 。 集 @G 通 特 称 为 函数 1 的 铬 图 (epigraph) 。 

下 面 三 个 定理 记述 凸 函 数 的 简单 性 质 ， 不 仅 在 证 明 辐 下 
数 的 连续 性 时 要 用 到 ， 下 一 章 也 有 应 用 。 

定理 14.7 设 久 = {f} 是 定义 在 Ry 内 凸 集 S 上 的 二 
員数 的 族 。 若 画数 g! S$ 一 R!,， 使 对 所 有 fH 及 xES 
都 有 f(x) 二 8 (x) 成 立 。 那 么 定义 


F(x) = レシ),。 XES, 


则 FCx) 是 S 上 的 册 沙 数 。 
证 明 设 x!，x? 是 S$S 内 任意 两 点 ， 対 サ e ャ ン 0 及 サビ 
[0 ,1] , 由 上 秦 界 定 区 。 ヨコ j と グ 
PCAX + 1- DC fA + (1 x+ Ee. 
因为 1 是 凸 浮 数 ， 于 是 
が [Az 二 ( ~ A) コマ fA キ (1 一 7) 
Nf Cxl) + uA) fx) + 8 
SAP(zD う (1- MP(x")+ Ee, 
出 8 的 任意 性 ， 所 以 fF 是 廿 函数 。 
定理 14・8 没 S 基 Rx 内 的 凸 集 , X「。 し … XxX" 十 S 中 
的 点 ， ん > ん ぅ 5 39 和 ,是 满足 入 1 十 入 2 十 十 和 n= 二 的 m 个 非 


负数 。 如 果 f 是 5S 上 的 凸 函 数 ， 那 么 
(AiXL 二 和 oX2+ (Dx) 


证 明 m= 2 时， 即 凸 函数 定义 。 假 定 当 k=m- 1 时 害 
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(有 LIX 十， 十 Wn デー ) 


UX) キッ ル ょ 7(%" バ ) 。 


其 中 由 和 全 2 P ュ キル > キツ トル a ュ ニュ 1。 取 及 。 モ ー 人 


中 = 1，2，… 有 到 一 1 便 有 
。 站 (和 IIXLE 二， 了 寺 入 YX) 
= CC A CL tA 
(AD CE tt + Anf(X'™) 
(CX) 十 十 bf) 
+ Anf x) 


= 入 :了 (X ) tA fxX キー) 

节 对 k= m 定 理 仍然 成 立 。 根 据 妇 纳 法 原理 ， 定 理 对 任意 日 
然 数 加 者 成立 ， 

定理 14・9 疫 S 天 R。 的 凸 集 , A 基 人 xA 的 知 隆 , b= 
{bis bss "の も 7) 。 定义 T :Rxv->Rx 的 线性 变换 y= Ax+?。 
于 人 么 

(i) TS) 是 Rx 内 的 凸 集 ， 

(ii) 阁 1 ; S 一 只 是 凸 函数 ， 人 是非 奇异 生 年 。 那么 
S/ =T(S) 上 定 叉 g⑦)=A-T⑦ー ち )] 是 S/ 上 的 凸 函数 。 

Gii) 定 叉 在 凸 集 上 的 任 価 付 性 画数 赴 凸 函 叙 。 

证 明 (GG) 设 x',x?:*ES。， 那么 0 所 和 Al, 和 Nx + (1— 和)x’ 

- 8.。 出 T 是 线性 的 ， 有 
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Ti + CI- MX?) = AT Cx) + = TS) 
By!= Tx!，y?:= Tx:ET(S)， 对 站 EL0，1)， 便 有 
和 AT(xl) + (A T(x = Ny + (1-A) y? 
=T (Az!+ (1~\)x:) ET(S), 
因 此 $/=T(S) 基 西 集 。 
(ii) 设 y!，2ES2， 那 么 按 g 的 定义 及 f 征 听 的 
g(My!: + (1—N\)y’) 

= fAA-i(y:—b) +(i~-NM)A (7 一 D) 

NICATiy テー ち 5) コキ (は ーA) 氏 4 の パー の 〕J 

= Mg(y') + (1- Mg(y’). 

(iii) 设 线性 函数 >= 工 x)， 所 谓 线性 函数 是 指 工 满足 : 
LC(axl+Bxl)= aL(x!) +8L(x2), ua，8 是 实数 。 对 立 
xx 。x2 と CS。 由 S 基 西 集 。 対 サ XEC0, 1], 有人 ん + (1 一 
X)x2zE S， 再 由 L(x) 是 线性 函数 ， 那 么 

FAXLT(1I- 和 )x2)<AXLOXID 二 (1 一 入 )ECX ) 
成立 , 即 是 凸 員 数 。 

引 理 14<1 设 I= (xi:oSxS5) 是 Ri 内 的 区 间 ， 而 
j 是 [上 的 加 函数 。 对 六 x*E (a,b), 定 义 m= ラー ， 
(x) = 了 fCa) 上 Cx の )。 x と 7。 那 名 対 干 xy 所 め 有 
f(xX) 之 L(X)。 ・ 

证 明 “定理 具有 明显 的 几何 意义 ， 如 图 14*5 所 示 ， 在 

xo<x<b 区 间 的 Kx) 线段 位 于 f 之 T，。 现在 给 出 严格 的 证 
明 ， 首 先 注意 f(x ) =4Cx")， 对 于 x ECx"，b2， 册 f 是 5 组 
数 ， 有 f(x") 志 (1 一 入 )f(a) + Mx), 
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中 


x ， 并 且 


ーー 


(> [f(x")— 


Mf) = fa) + LI 0 ro = 
メ 一世 


下 一 技术 性 引 理 对 于 证 明 凸 了 通 数 在 其 定义 域 的 内 点 的 连 
续 性 是 必要 的 。 

引 理 14<2 设 1= {x :xi<x<x4 是 一 区 间 ; ff: [> 
尺 是 I 上 的 是 函数 。x”，x? 满 足 x!: 之 x’* 之 x: 之 x“， 定 义 

ii 一 x I fx I ， 1, =1, 2。 3。 4,。 1 エチ #7。 
XC 

若 |f(x)1M，xE1， 且 6 之 0， 满 足 x' + 60<x?<x*<xt 
ー ひ 。 明久 

(1) > RM s Ss 4 。 (14・8) 


(ii) 32 だ 4 の 】 に さと が 人 「 (14・9) 


证 了 明 (0) 的 几何 解释 如 图 14.6 所 示 , ii 古 联结 
[xi (xi)) (x, FOX) 的 直线 之 斜率 。 前 
本 的 ，x…，x% “之 间 的 上 述 直 线段 位 于 } 图 象 的 上 方 ， 即 当 
XELx’, xX), 有 
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儿 14・6 


が 2 うう 上 23( テ メー タテ) >f{(x), (14・10* 
再 据 引 理 14.1， 取 引 理 14.1 中 = xl x*=x* 有 。 
f (x) 之 f(x) MM x 之 xX*。 (14・11> 
综合 (14・10) 及 (14・11) 1 「 
jc me fC ) +miz (メー 「) ぁ 
EE 
或 者 
m2s(X— Xm (x— x )— C(x)— f(x 9 
=p12o (XxX- xX)—- mis(x -x) 
=m1: (x— xXx’), 
即 m2s 之 m4:。 同 术 可 证 ms 4 之 m1s。 
为 了 证 明 (ii)， 注 蕊 到 


aD DL Pe の 1+ IL 


ms4 < [x*—x?| 1x"—Xx | 
< 


类 似 地 ，m iz 之 -一 上 站-， 因 此 得 出 
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2 M 
6 


2 AT 
一 SS Mz Ms 
2 M 


f(x) f(x*) | 2 js ー ダ “1。 


注 引 理 14・2 的 Gi) 说 明 凸 贰 数 f :1->RR ;在 1 的 内 部 的 每 一 闭 区 同上 满足 
李 布 希 兹 冬 件 ， 因 而 /在 [的 内 部 是 连续 的 ， 下 面 定理 14.10 将 证 明 这 一 结果 对 
RN 内 凸 集 上 定义 的 西 函 数 也 成 立 . 

BGN= {x 一 1 和 xi 委 1b i=1，2，…， N} 表示 Rw 
中 以 原点 为 中 心 边 长 为 2 的 超 立 方 格 。 当 8 と O。 且 8, 取 0, 
1， 或 -1 的 值 ， 这 种 E 点 叫 作 Qw 的 格 点 、 例 如 原点，( 1， 
0。…0) ，(0，、， 一 J，0，1,0,"…0) 等 都 是 格 点 。 显 然 超 立 
方 格 古 凸 集 。 

引 理 14・3 假设 f : COv 一 R :是 凸 函 数 。 上 表示 Qw 的 格 
成， Mo = max|f(é)|. 那么 对 于 六 x E Qny， 


f(x) | 过 M， 这 里 M =3YM。。 


正明 对 Rw 的 维 数 N 用 归纳 法 证 明 。 当 N=1I1, 8:=1 
= (タミー1SxS1) 。 先 用 引 理 14・1, 取 a= -~-1,xo=0。 那 
么 对 于 0 委 x 委 1 
fC—1)+[Cf00) 人 (- 12(x+1) ミ f(x), 
又 因为 f 是 西 的 ， 对 0 SS 1 有 
1 (x) 二 (1— x)f(0) キィ メチ (1) 。 
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令 Me=maxr[11 -1 0) 1 1。 対 0 SS 1 可 知 
fx) 介 王 max( が 0) , 1)J 及 min(f(0),。 (2 0 )- 
了 (-ー1) う 之 同友 有 げ (x)| ミ 3M。。 再 就 函数 8g (y)》 = 
f (一 %)。 タ ニー% 拓 形 对 0 <Sy<S1, 应 有 |g(y)| 寺 3M oo， 
即 対 -1SxsS 0，|f(x)| 夺 3M。。 综合 起 来 ， 当 N= 1 时 定 
理 成立 。 

现 设 N =k 时 定理 成 立 ， 证 明 对 N=k+1 定 理 成 立 。 设 f 
在 Qi: 上 是 西 的 ， 定 义 

の (555 の の Xi) = (KisX2 ot XD りり ゥ 7 ニー1 ぁ 
0，1。 因 为 9 ;在 8: 上 是 同 的 ， 且 由 归纳 假设 


Xs X25 Ri ,1) | 


| <3 max | f(&s と 25 ”多 Ek， 3 ]。 (14<12) 
~ k 


这 里 &= (ちゅ ら ぅ ぅ "の と ちょう 古 Q; 中 的 格 点 、 函数 jxtyxas 

ルト 9 xi+1) 对 固定 的 (x1， X23 *"', y。) EQi 是 关于 x4i41 的 

音 恋 量 的 凸 函 数 ， 用 N = 1 的 结果 和 不 等 式 (14*12) 便 得 
[xx "5 XE) [S33M, = 3 Mo 

其 中 Mo= max げ ⑧ め ト 据 归 纳 法 原理 ， 定 理 对 任意 自然 数 


N 都 成立 、 
定理 14.10 设 S 是 Ry 内 凸 集 f: SR 是 一 癌 雇 
数 ， 那么 f 在 5 的 内 点 之 集 S :上 连续 。 名 对 久 Xx5 5， 
1f(x) | SM。 那 当 B(x'。 の 及 B(x*，6) CS 用 


けり f(x) 1 <x x ーー (14*13) 


成立 。 
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证 明 ”假设 $5 的 内 部 5' 志 韭 空 集 ， ササ x ES 
由 S ‘是 开 集 ，3 以 x' 为 中 心 的 立方 略 含 于 S ‘内 ， 据 引 
理 14:3，f 在 这 立方 格 上 有 界 ， 按 有 限 覆 盖 定 理 ， 可 以 断定 
f 在 S 内 风 紧 子 集 K 上 有 界 。 - J 

完 下 明 不 等 式 (14*13)。 設 と 。 x*ES, 且 x'。 x* 是 能 
使 B(x ，9) 及 BOx ，09) 都 属于 S 的 内 点 。 设 工 是 过 x 及 x? 
的 直线 ， 那 么 区 焦 L0 S 是 一 线段 (当然 是 凸 集 ) 。 取 L = 工 
SS 上 的 点 x。 把 【 写 妨 参 数 方 程 : 

メニ デア 十 2 tEtt,s 7。J, 六 一 (和 1， 入 :9 の "の Nn), 


AX , 是 的 方 向 余 弦 。 = 对 应 X 点 ， 1 一 tt 对 应 X%” 点 。 那么 
所 有 对 应 于 fE (ti 一 6，ts +6) 的 点 都 是 S 的 内 点 。 定 义 


pt)= f(x +AD, ロー6 ぐ で キ 9。 


ゅ (の 在 定 叉 域 上 満足 |p( り [SM 対 ゅ (0 使用 引 理 14x2 
之 不等式 (14・9)。 得 出 (14・13)。 
IT うー うう 1 = の 9( ち うー p(t) 


Slt t= xx 


因为 1 在 S (の 前 腎 子 集 上 有 界 , 由 (14・13) 式 断定 在 S 
的 每 一 内 点 xoES ‘的 某 球 B(x',6) 上 满足 李 布 希 效 条 
件 ， 因 此 1 在 x 点 连续 ， 

注 “ 西 函数 可 能 在 其 边界 点 发 生 间断 ,例如 ， 取 了 ={x :0<x 委 1j 定义 
7 : 7-> 玉 ,为 TOx) 一 x, 当 xE(0,1); 了 (0 一 1，7 CT1) 一 2. 那 么 了 是 了 上 的 
四 函数 ， 它 在 x 一 0， 1 间断. 
若 一 凸 函 数 在 定义 域内 点 是 可 微 的 ， 那 么 可 得 到 下 一 定 
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理 了 所 述 的 关于 这 种 函数 的 支撑 超 平面 的 更 精确 的 结果 。 ・ 
定理 14.11 设 S 是 Rx 内 的 一 凸 集 ， 且 了 : SR 是 点 
函数 ， "と で (02 。 
(1i) ヨ 英 数 gi,6z。 …) gy 使 対 zES 有 


N 
x) f(x) + > a;(x; ~ x!). 


i=1 


be 


(ii) 车 fECI(CS (の)。 那 名 = -2 


9X 」 | X=X 
(iii) 若 了 CS の うう, 那 久 7 座 S "上 是 凸 的 を 


対 Y% と R。。 x。CS (の 。 不等式 


N 32 ~ 
>| EX ;2X ; = Xx! ん テ 0、 


证 明 

G) 设 f 钨 铬 图 为 G,，G= {(x, y) CS CR 
y 宇 f(x)} ， 由 定理 14.6G 为 Ry, ;中 凸 集 。 令 y= f(x')， 
则 有 (x ，?> )E2C 二 定理 14.8. 3 R 中 的 超 平面 也 通 
过 (x"，y') 使 G 在 及 ,的 一 侧 。 因 在 S'" 连续， 把 (x"。 
yy +1) 是 G 的 内 点 。 于 是 Ho, 不 是 一 “ 竖 直 ”的 超 平 面 ( 指 
平面 不 过 (x ”，y" +1))， 因 此 H, 的 方程 为 


N 
y= fx") 十 > a;(x;- Xi); 
j=l 


NN 
区 域 G 在 H, 的 上 侧 ( 指 y>J(x") + 可 aixi-x?) 的 半空 


i=1 
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同 ) 。 
(i 了 及 (ii 的 证 明 ， 可 用 # 带 余 项 的 台 劳 展开 及 (i) 的 结 
果 得 出 。 细 节 留 给 读者 。 


ゴリ 题 


1。 设 4 及 也是 Rr 内 的 凸 的 不 相交 的 非 空 用 集 ， 
证 明 4 吕 B 不 是 凸 集 。 

2。 证 明 R: 内 每 个 凸 多 边 形 是 有 限 多 个 半 平 面 的 交集 。 

3。 证 明 R; 内 每 一 金 有 不 在 一 直线 上 三 个 点 的 凸 集 S 必 有 内 
点 〈 要 求 不 用 定理 14*4， 直 接 证 明 ) 。 

4。 设 fi1， fs，…，fy 部 是 定义 在 Rw 内 三 集 5 上 的 器 絡 数 。 
而 Qi 之 0,i=1]，2，… 了 是 给 定 的 数 。 征明 了 可 Qif i 是 外孙 


f= 1 

数 。 举 例 说 明 当 允许 Q; 取 负 值 时 结论 不 真 。 

5*, 设 5S 是 Rs, 内 具有 内 点 且 在 边界 3S 上 的 每 一 点 3 唯一 切 
组 的 西域 。 证 明 8 能 内 蕊 于 一 个 正方 形 。 

6。 研究 3 一 维 室 间 内 满足 以 下 不 等 式 的 锥 形 域 的 族 ， 
(gxa + By と, g ン 0。 8>0。 の 8 家常 数, 证明 任意 
多 个 这 祥 城 的 交 是 一 百 集 。 

7。 设 太 8g 是 定义 在 区 间 JCR: 上 的 非 负 的 凸 函 数 。 找 出 使 了 
成 为 凸 函 数 的 条 件 。 

8， 证 明定 理 14。6。 


9。 设 f(x) = 立 aux* 在 1= fx:0SxS1) 上 收 狼 。 若 对 站 
N= 


Ny a, 之 0 9 が 么 了 是 7 上 的 凸 泗 效 。 
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10。 


设 SCRv，5S 的 凸 包 是 指 所 有 意念 的 凸 集 的 交 。 证 明 
S 的 四 包 是 集 {xX 2 MX=A 和 IIX1I 二 十 人 XI XES, 和 A， 
ン 0 。 ん 」 填 入 。… 土 和久 ょ ニテ 1) . 


11。, 证 明 Rw 内 开 集 S 的 凸 包 是 开 集 (参看 习题 10) 。 
#]2,Rwy 的 子 集 有 KK 称 为 锥 ,如 果 K Ek， 则 对 站 和 > 0 ,入 XEK， 


证 明 开 是 凸 的 所 福 若 X，7y EK 有 Xt+yEK。 给 出 一 非 帆 
的 锥 的 例子 。 证 明 ， 芳 天 ， 开 :部 是 锥 ， 那 么 天 站 玉 
及 KUK, 元 是 锥 。 | | 

若 必 ;及 开 : 是 凸 锥 ,在 什 么 条 件 下 有 Ki 由 K。，KiUK; 是 
吓 稚 ? 


13。 设 KK 是 Ry 内 含有 过 原点 一 整 条 直线 /的 西 锥 ,车 KK 合 有 内 


15。 
役 R。 内 一 井 的 凸 集 人 4, Lf, 2 A>R;, n= 1, 2» 二 


17 。 


点 ， 证 明 玉 是 Rw 或 是 一 半空 间 。 

[提示 :， 参 有 习题 12。] 

在 引 理 14。2 中 若 还 有 fx つう ミミ {x"), 那么 Mis 魏 Haok。 
证 明定 理 14*11 之 (11) 及 (111)， 


明 当 {f } 在 和 的 每 一 点 收 剑 时， 那么 {fjf,} 在 入 的 紧 
子 集 上 一 致 收效 。 

设 A 是 Ry 内 开 的 凸 集 ， 且 f,; 4 一 R: 是 西 荔 数 ， 寻 = 1 

2 ，…。 证 明 当 {fs} 一 致 有 界 时 ， 那么 {f,} 含有 在 
A 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 的 子 序列 。 


18。 役 4 叶 RA 内 的 珈 集 且 4 の) 非 室 。 (7) 是 CI 类 中 国 数 订 


列 且 |f, (Xx)| 志 Mo， 及 |VfiCx)| 和 Mi 对 所 有 xE 信 成 
立 。 那 么 3 在 4 上 一 致 收效 的 《 思 } 的 子 片 列 。 
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第 十 五 章 场 理 论 、 格 林 定 理 
和 斯 托 死 斯 定理 


S 15*1 RI 上 的 天 冰 数 ， 弧 ， 运 动 三 面 形 


设 OP 是 从 Rw 的 原点 到 点 p = (1,0,0…,0) 的 有 向 线段 。 


我 们 把 与 0P 同 向 平行 , 其 长 度 为 1 的 有 向 线段 的 等 价 类 定义 
为 单位 天 e;。 同 样 ,从 原点 到 点 (0,1,0,…,0),《0,0,1,0,……， 
0),…',《0,0，…0,1) 的 各 有 问 线 段 的 等 价 类 定义 为 8, ,83,，…， 
@y。 田 人 (er,6。。 es } 及 实数 域 Ri 构成 的 所 有 线性 组 合 
所 生成 的 线性 空间 记 为 VCRx)， 简 记 为 Yw。Yw 中 元 素 vy 称 
为 矢 ， 即 


V=Qliel 十 CQ ーー トト Qnen, いい 
这 里 a ;是 实数 。 线 性 空间 VYw 中 矢 间 的 加 法 及 数 乘 运算 是 读者 
熟知 的 二 维 、 三 维 矢 空 间 中 的 运算 的 直接 推广 〈 参 看 线性 代 
数 或 本 书 附录 3) 。 
天 Y 的 长 度 记 为 lv|， 


1 ーー 
vi =(ai を 4 トト) 2 


区 DCR」, fi, fs, ”” fx 是 从 D 到 R, 内 的 函数 ， 定义 
D>Vw 的 映 象 ,1 ED 
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ft) =f(t)e, +f,(t)8, + + fy(t)en, (15*1 7 
f 是 从 了 到 Yxw 的 一 个 矢 函 数 。 

各 给 定 f; DVy, CE Vw， 当 t>a 时 f 一 Cc 寺 记 当 t->a 时 
f(D) ~-c]—0。 记 为 limf(t)=¢。 或 等 价 地 ,Cc = ci81 cs.8。 
十 十 CNeN， 

limf.(t)=c;, t=1,2, MNV。 
当 c = f(g) 寺 ， 称 f 在 t= a 处 连续 。f 在 DD 的 每 一 感 连 续 称 ff 在 
D 上 连续 . - 
给 定 f ; D->Vy，f 在 t=a 点 的 导数 为 


『/ Ca) = lim th (15*2) 


若 f 投 (15・1) 欠 出 。 当 且 叙 当 族 /(g) は =1,2… っ 存在 時 
f' (a) 存 在 ， 县 
| N 
f (a)= ウチ (o)@ ,。 


i=i 


若 P ER,, 把 含有 有 向 线段 0P 的 等 价 类 的 天 表示 为 


v(OP)。 用 有 向 线段 0P 来 表示 矢 ， 由 (15"2) 式 给 出 的 导数 
f'(a) 其 几何 解释 如 图 15*1 所 示 。 


用 Rx 内 的 笛 卡 尔 準 本 
(wp) 的 术语 ， 
ング ンー" 函数 { 是 从 D 到 Rn 内 如 下 给 
出 的 映 锭 : 
图 15:1 | 
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xi=f1(i) (tCD),i=1,2,.,N, (15°3} 
如 果 f ,及 f,' 在 to。 ED 的 一 邻 域内 连续 ， 有 目 i=1,2,，…,N 中 有 
一 K，fr ti) 关 0， 那 么 3 区 间 b SS ね +h, 在 这 区 间 上 
jx“ (i) 不 等 于 零 《 假 定 这 区 间 含 于 D 内 〉。 应 用 反 孙 数 定理 
在 x = fr(to) 的 某 一 邻 域内 有 
t= gr(Xr), gk な (のり ] =7。 

代入 (15・3) 得 到 
Xi = ナ 」 し gz (Xz )J, Xs ナチ zLgg(%g)J。 ,XN = fntgr Xr)), 
参数 ; 便 被 消去 了 。 

设 f 是 从 R; 的 闭 区 间 1 到 Vs 内 的 连续 函数 ， 如 果 f 是 1 一 1 
的 ， 把 f 的 值 域 R(f) 称 为 Vx 中 的 一 条 弧 〈 图 15.2) 。 一 般 说 


人 
图 15 :2 


同一 条 弧 可 以 是 若干 函数 的 值 域 ， 每 一 这 样 的 f 都 是 弧 的 参 
数 表 示 ， 参 数 在 1 中 取 值 ， 定 理 15*1 说 明 一 条 弧 提 两 个 不 同 
的 参数 表示 之 间 的 关系 。 

引 理 15・1 设 I 是 R, 内 的 区 间 ，S ; I>R ,满足 二 天 1, 时 
s(t11) 天 S(t1,)， 和 且 s 是 连续 函数 , 那么 s() 在 I 上 是 严格 的 单调 
函数 。 

证 明 若 不 然 。 ヨコ ヨロ, ね ち 及 ちち, 7 都 属于 I,， ちょ 
tf， 而 有 
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s(t, う >s(t1), S(t4) s(t)。 
pC(A) = SCt, TAI 一 ti) 一 St +t A(ts —t1)) 2 
OSAS1。 
显然 p(X) 是 连续 的 ， 县 w(0) ジ 0, (1) ぐ <0。 因 此 在 0, 1 


之 间 有 了, 使 p( X ) =0, 即 
Stts + M(t, —i)) = SLtit+h (ts ~t,)), 
但 是 ， 对 于 0 之 入 <1, to+ 入 ( ね ね) チチ ね + 和 A(5。 - ね ), 这 


与 = 5( 蕊 是 1 一 1 的 相 矛 盾 。 因 此 S 是 I 上 严格 单 再 函数 。 

定理 15.1 设 1= {x :a<x<b } 及 J={x:c<x<d ) 
f ;1->Vw,9 :J>Vw 都 是 连续 的 , 且 它 们 的 值 域 是 同一 强 C， 
那么 3I->J 的 单调 连续 函数 S(ti)， 使 

f( り =9gES( り DJ。 tEI, 

证 明 ”因为 9 是 1 一 1 的 ， 由 定理 6.42 的 (d) 断 定 9” 古 从 
弧 C 到 J 的 1 一 1 的 连续 映 象 。 由 复合 浮 数 连续 性 定理 ， 函数 
S=g- if 是 I>J 上 的 1 一 1 的 连续 映 象 。 由 引 理 15*1 可 知 S 是 严 

定义 ”一 轨道 是 指 由 Ri: 的 区 间 到 Yx 的 连续 函数 的 类 ， 
类 中 任 两 个 函数 之 间 满 足 定理 15*1 所 述 的 关系 。 类 中 的 任 一 
f 称 为 轨道 的 参数 表示 (或 参数 式 ) 。 若 联系 类 中 f，9g， 使 
f(D = g[s(1)) 的 5(1) 总 是 递增 的 ， 称 轨道 是 定 问 的 ， 

常常 把 轨道 与 它 的 参数 式 f 等 同 起 来 、 若 Rs 中 从 原 反 出 


发 的 有 向 线段 0P 是 f(1) 的 代表 ， 随 ! 变 化 在 Rx 中 描 出 一 条 曲 
线 C，C 是 轨道 {的 几何 解释 ， 也 把 轨道 与 曲线 C 等 同 起 来 ， 
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注 轨道 及 弧 的 定义 可 以 推广 到 函数 定义 域 是 及 :的 区 疝 ， 而 值 域 属于 一 距 
离 空间 的 情况 .因为 定理 6.42 对 这 样 的 函数 有 效 ， 这 里 定理 15:1 的 证 明 不 变 ， 局 
祥 ， 下 面 Vx 中 轨道 的 长 度 概念 也 能 推广 为 距离 空间 中 的 轨道 长 度 概念 ， 

定义 ” 设 f : IT-~>VYxv 是 连续 函数 ， 阜 义 轨道 f 的 长 度 为 


=sup > [f(t,) 一 了 (人 1) (15・4) 
这 里 上 确 界 是 对 [的 所 有 划分 4A:a= に さい に ペデ =b 所 
取 。 车 L(f) 是 有 限 数 ， 称 轨道 f 是 可 求 长 的 。 


注 在 VN 的 N==1 的 特殊 情况 ， 轨道; I>V ,的 长 度 为 snp > | 人 むう 
| f= 


fi = VE = Vs. 


下 一 结果 与 定理 12+1 及 定理 12*2 类 似 。 
定理 15・2 《a) 设 f ; I->Vw 是 一 轨道 ， 且 1 的 划分 A， 
g = アマ 7」 て … ぐ 7 = ち 5。 dz 赴 限 制 f 在 区 同 挟 =172 Tr 
< 上 委 Tr ) 的 了 画数 , KK=1, 2。… の 7。 那 名 
((f) =(9j」) う (22 う キ … 寺 人 (d。)。 


(b) 设 TEI， Ir= {ti gSEST 1,f 限 制 在 7+ 上 为 fz， 
定义 S(T) =Lfz)， 那 么 是 TI 上 非 负 的 连续 函数 ， 

当 N = 2 时 (a) 的 证 明 与 定理 12.141 证 明 相 似 。 一 般 情 况 借 
助 主 归纳 法 证 明 。(b) 可 用 定理 12,2 同 样 证 明 步 又 获 证 。 组 
节 留 给 谈 者 。 _ 

定理 15*2 的 (a) 简 述 为 ， 轨道 总 长 度 等 于 它 所 分 成 的 苔 
于 互 不 相交 的 子 胃 道 之 长 度 的 总 和 。 

下 面 定 理 指 出 一 条 弧 的 长 度 与 其 参数 方程 的 选择 无 天。 
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定理 15・3 设 f 与 9 是 同一 弧 的 参数 式 ， 那 公 
(= が 9)。 
证 明 ” 设 S 是 定理 15*1 中 的 函数 ， 令 


Li = > Ct うー 人 (むむ 
i=1 


Lr = 2 9) (Ti (15・5) 


这 里 A : eg= れ ぐち べべ … で = ち 基 的 区 回 的 半分 , 面 S 当 多 
增 时 取 T ,= S(t;)( 当 5S 递减 时 取 T; = SCt-i)) 所 得 9 的 区 间 
的 划分 A ;c= 过 1 之 … 之 Tn =d, 因 为 9(T7;)= f(ti)( 或 
g(T;)=f(t,-;))， 都 有 Ls: = 工 ;。 于 是 1({f) =4(9)。 

定理 15・4 设 f ; I>Vw 是 连续 的 ， 且 f(t) = f(t) ei+ 
f(t)es+…+fn(t)ew, 那 么 轨道 {是 可 求 长 的 专 >fi，i= 1， 
“2,"…,N 都 在 I 上 是 有 界 变 差 的 ， 
正明 设 A ! a= 如 过 放 过 … 之 1 =b 是 1 的 划分 ， 有 


(な な) 一 (な - ュ )1 = Cz) ~f(tr_1)| 


N 
< |f (tx) -f(tr-i)|,K =1,2,..,m, 


因此 


N 
Vif, < SE グリ ザ げ 。。 


i=1 


974 


当 紅 前 参 数 表示 具有 充分 的 可 微 性 , 初等 徴税 分 中 填 算 
绝 长 、 切 天 等 几何 量 的 公式 对 Rw 的 曲线 仍然 成 立 。 

定义 弧 了 7 ご R。 称 妨 光 消 的 生 逐 具有 参 数 表示 f, 選 
在 区 间 T= { x: eSxSS ち 5 } 上 连续 , 且 f/ 在 I 的 内 部 一 臻 连续 ， 
在 c。 6 点 f7 前 概 限 不 等 生 受 。 統 耳 称 方 分 段 光 消 的 全 《1) 
f 在 7 上 连续 《ii) 3 1 的 划分 : a=Ti<Ti<…<T=b ， 
对 K=1，2,，… っ が 5f 限 制 考 7z = (XTE- SSxS IT 上 的 
fz 是 光滑 的 。 

定义 中 不 要 求 f’ 在 Tr 的 左右 极限 相等 。 当 在 其 中 的 Ti ， 
f/ 左右 极限 不 相等 ， 总 规定 是 其 分 量 不 成 比例 的 情况 。 光 请 
及 分 段 光滑 的 轨道 其 定义 是 同样 的 ，。 

定理 15・5 《分 段 光 滑 轨 道 的 长 度 ) 设 f : I 一 TY 是 分 妈 沦 
消 的 轨道 ，f 在 划分 ; a= Tu<Ti<<*…<T， -5 的 诺 了 区 同上 
是 光 谓 的 ， 那 么 


K 


し 二 
=| lds Bn I ld 
在 =1* を 一 1 


证 明 ”由 定理 15+:2。 只 要 对 f 在 I 上 光滑 的 情况 证 明定 理 
就 行 了 。 提 Cf) 定 叉 。 対 sg>0, ヨ 送 分 Ai:g=g。 くく 
… ぐ は =b, 使 


!(f) - < fCu;) fl ) Sf). (15・6) 


= 1 


另 一 方面 由 | (x)| 在 I 上 连续 ， 它 在 ! 上 黎 曼 积分 和 存在， 县 
対 上 迷 g ン 0, ヨ 9 ジ 0, 使 当世 分 Ai*g= れ くち へ の へ な モ ちら 
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前 賠 也 4 て の YE, Et i 1 ,J 部 有 
LC KG ー7,- ュ ) 一 [ if at < (15.7) 


可 以 认为 A 是 A 的 细 分 ， 对 于 f 的 分 量 f1，…， 扩 在 [ti-1 ， 
区 同上 記 用 微分 中 全 定 理 。 ヨ g&k, で ( ち - ゅ 1) 使 


fr Ct,)—fr(t;-1)=1 gr(ér て な ~t,.1),i=1, 2 
msk = 1,2… NN, 按照 If 的 定义 ， / 


ダ 1)- 作 7) | 


fl 


-二 | fr) - な も お 


玉 一 


(ee (7 ーー ュ )。 


再 由 不 等 7 


Cove (> (f’ (é&;)) :| 


下 一 1 
<( > (fe (Eri) CE 
"KEK = ti 


及 f1'， イッ 1 2 及/ 在 I 上 一 致 连续 ， 当 G 充 分 小 ， 对 1 Ai 
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< 的 划分 4A; 可 使 右 端 之 中 的 [ 灰 /(E 三友/(E 2 对 叶 及 


£ 2 
Yk 一 致 地 小 (ge -37) ， 了 于 是 
> LA 


(DE |<E. 5.8y 
综合 (15.6)，(15。7) 及 (15.8)， 得 
fg 
上) 一 | (Did く g 。 
下 e 的 任意 性 。 所 LC = | Ift(Ola 
假设 f : Ri 一 Yv 是 光滑 函数 ， 和 定义 


st) = | fc)lgr。 (15・9) 


:表示 矢 径 0P 端 点 と 描出 的 曲 线 工 从 点 f(a) 到 点 f(t) 的 “有 
同 弧 兵 ” 。 微 分 (15・9) 式 得 s7(。) = 1f (io)|， 并 确定 一 单 
位 矢 。 


T= f(to) ft) 
If (7 )| s’(t0) " 
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矢 T 在 曲线 的 每 一 点 f(to) 与 曲线 工 相 切 参 看 (图 15*1) 因 为 : 
是 ;的 非 负 递增 函数 ， 可 取 :* 为 参数 把 f,T 作 为 ?的 天 函数 来 研 
宛 , 通常 秋乃 自 然 参 数 。 対 自然 参 数 s, 。 便 有 


gs 


任意 两 天 cs，d 其 数量 积 c"d 定 义 为 
cxd=|cl|dIcos9 
6 为 对 应 于 代表 c，4d 的 从 同一 点 出 发 的 两 大 问 线 段 的 炎 角 ，。 


若 C=c1@1 ca82+*'*+Cnens d ニ dj6」 二 926。 二 … 二 の er。 
那么 
ced=cidli+csdys 二 … 二 Cdv。 
如 果 c.d=0， 称 矢 c，4 正 交 (或 和 扯 和 下) . 
现在 假定 fEC:z， 即 和 的 每 一 分 量 有 连续 的 二 阶 导 数 。 
下 T<T =1 対 成立 。 対 送 一 恒等式 求 号 得 


这 说 明 f 与 -2 是 互相 正 交 的 矢 ， 定义 曲线 工 的 曲 罕 x 为 


aT | 
gs 1 


K = 


T 表 示 工 的 方向 ，x 是 工 的 方向 对 弧 长 之 变化 率 。 提 - 
向 上 的 单位 矢 N 定 义 为 工 的 主 法 矢 。 这样， 有 
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ai 
ーー 
as ~ 


并 称 R= 二 为 下 的 曲率 半径 。 
如 果 f 是 充分 可 微 的 ， 寻 恒等式 NoN = 1 求 导 ， 便 知 2 


与 N 正 交 。 把 -二 表示 为 


这 里 N ,是 与 N,，T 所 决定 的 平面 相 正 交 的 单位 和 失 ，* , 称 为 


的 第 二 曲率 ,微分 T"N=0 得 "N+ T・ で = 0 即 k+8=0， 


而 得 8 = - x。 继 续 这 一 过 程 可 得 x，K。,，…s,Kw-1: 等 的 曲 
康 及 相应 的 N -1 条 法 天 N，N,,…，N»x-,。 

对 于 通常 的 三 维 欧 几 里 得 空间 ，N,; 称 为 副 法 天 ,习惯 上 
表示 为 B。 在 了 的 每 一 点 处 T，N，8 构 成 一 正 交 系 ， 称 之 为 
运动 三 面 形 。x :通常 以 z 表 示 ， 称 z 为 了 的 挠 率 。 容 易 证 明 
对 平面 曲线 有 t+ =0。 选 取 三 维 空间 的 定 回 ， 使 

B=TxN, 
这 里 《x ”表示 Vs 内 的 矢 积 运算 。 微 分 B=Tx NN 得 


9@B_2T、N+T。9N_rT。9N 
CS ds ds ds 


=Tx(tB-xT)= -7N., 
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3T dN dB _ 
KN gs 1 キィ B。 gs _ YN。 《15:10) 


就 是 著 名 的 伏 薬 乃 特 公式 < 
例 设 f ， Ri 一 Vs 定义 为 


2 
f( わ =76」+ す だ @。 + て が 605, 


求 1, N, B, K 及 て 。 
解 对 f(t) 求 导 ,， ff' (1) =@1 +218,。+21°8,， 因而 


(f(t)1= (1+21°), (CD =) I lai=it gt’, 长 度 s 以 
t=0 点 算 起 。 所 以 : 


ア 
T= df _f =(1+212)"!Ce, + 2te, +21°83). 


i 


ds $? 
2 
= (1+212)-*C—4die: t+(2— 4t*)e, + 4tes) 
K = | -|=2(1+21)"?， 
N= (1+212)-!C -2te1+ (1-21)e,+2ies, 
为 求 B， 计 算 = 3NG1 - 21)"! 并 由 公式 全 一 *T+ 
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了 zB 求 出 挠 率 7。 剩 下 的 纲 节 留 给 读者 ， 


习 題 


设 f 1 R」 っ Vr f= (t,t?，…， 雪 )， 试 消去 参数 !， 以 
Xs 表示 Xi1，Xs，'"，Xw。 在 RR 的 什么 样 点 集 内 这 种 消 
去 法 自立 ? 
设 f (i) :Tr Vo 用 ( り = だ ー ム ちあ (けり = だ ー3 か 
i= {t: - 343513 ) 。 

确定 由 ff 表示 的 轨道 的 了 是 否 是 一 条 维 ? 
设 S 是 一 距离 空间 ，T，J 是 Ri 内 的 区 间 。 假 定 于 :IT->5， 

; J->S 都 是 连续 的 ， 其 像 集 是 同一 维 。 证 明 存 在 单调 
生計 

DD=grhlt)J, tEI. 


设 是 区 间 I 一 3 的 连续 函数 ，S 是 距离 空间 。 给 出 了 表示 
之 轨道 的 长 度 的 定义 。 并 证 明 与 定理 152 同 样 的 定理 。 
对 习题 4 中 入 述 并 证 明 与 定理 15*3 同 样 的 定理 。 
f=(f1, fo, fs), fi=3cost, f=3sint, fs=2t, 
tCEI, 1= {+t ;01S2T } 。 求 由 ff 表示 的 绝 的 长 度 。 
设 f J->V,, I= {£120EtE1} Rf = (fj, fa fi = tb 


习题 8 一 11 中 疡 数 f : Ri 一 Vs, 在 给 定 的 t 值 处 求 1,N,B， 
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K 及 て 。 
8。 f(i)=e’C((cost)eit+(sint)e, tes), t=0. 
1 


9。 f( り = = が e, + 2te 。 


3 + る e。, t=2。 


t 
10 。 f(D) =t01+ e+ る es, = 2、 ー 


11. f(t1)=(tcost)e + (tsint)e,+tesg, t=0. 


12。 设 f : IT-~>VYN 是 Ry 内 曲线 一 的 参数 式 。 且 f EC。 


5 表示 


约 长 ,1T 表 示 切 失 。, 那 么 kN, N 正 交 于 1， 求 ~ 并 


/ 确定 单位 天 ， 使 


aN 


7 = KT+x,N,., 


未 + 并 确定 单位 矢 Ns， 全 


aN, 


Js 一 ーC1N 二 を 。N。 。 


继续 这 一 过 程 ， 得 出 相互 正 交 的 单位 着，N，N，…， 


N、_。。 满足 
ーー ~ KrNr-i+ rr+tiNer+rs K=2, 39"。 N-3, 
N 

地 后 = — Kn-:Ny-;。 
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了 XI 了 Ka 和 为 7 的 的 率 。 ーー 
14。 已 #of : I->Vs, I= {1 :aa<x<b)， 。fCC5。 


(qj) 证明 
a XC xfY) _ 
If711 
《D) 证 明 


ー If7 メイ 718 . 


$ 15・2 拓 函 数 与 RwV 上 的 场 


这 一 节 研 究 的 Ru->Vw 的 函数 的 微分 、 积 分 的 基本 性 质 。 
虽然 将 利用 坐标 系 作为 论证 和 计算 的 工具 ， 但 所 给 出 的 定义 
与 结果 具备 和 坐标 系 的 选取 无 关 的 特征 时 ， 才 着 重地 加 以 讨 
论 ， 

定义 设 DCRy， 从 DD 到 Vy 的 和 拓 防 数 是 指 上 里 和 象 f: D 
Vn. 车 Vw 就 是 V1( 很 自然 地 把 V :和 R ,等 同 ) 那 么 f 称 为 数量 
函数 。 矢 函数 、 数 量 函 数 也 称 为 矢 场 、 数 量 场 。 


在 客观 物理 世界 中 存在 着 各 种 实 
际 的 场 ,如 温度 场 、 力 场 、 速 度 场 等 ， | 
因而 场 的 概念 把 矢 画 数 、 数 量 函数 想 "パー レー 
象 为 分 布 于 Rw 区 域 D 上 的 矢 场 、 数 量 J 15-3 


回 
场 有 着 很 重要 的 实际 意义 〈 图 15.3 所 示 是 M=N=2 的 情况 )。 
设 DCRy, f : D->Vw 是 和 拓 函 数 。Vw 的 正 交 基 基 互 相 
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正 交 的 W 企 単位 矢 @,, .@。, "yg ex 的 集 。 Bp 


} 当 ?= カ i, j=1, 2，… 人 
ei の 
芝 梓 , 対 ぜ ヵ p と わ , f 能 表示 为 
N 
f(p)= 2 fi(p)e; (15・11) 
i=1 


其 中 ff; : D>R1, i=1, 2, , N. 

根 据 (15・11) 式 , 矢 協 7 由 数 時 協力, あっ か 来 摘 写 ・ 
这 样 ， 于 第 六 、 七 、 八 章 所 研究 过 的 Ru 一 Ri 的 函数 的 性 质 ， 
通过 (15，11) 式 转化 为 Rv~Yrx 的 矢 函 数 的 性 质 。 例 如 ,了 在 
p 点 连续 ， 当 且 仅 当 都 在 p 点 连续 (Ci = 1， 2， 人) 
-为 简便 ， 将 经 常 研究 Rw->Vw 的 函数 f， 许 多 结果 仅 需 稍 
作 修 改 ， 対 Ra ->Vxy 的 函数 也 成 立 。 

”与 第 八 章 对 数量 函数 给 出 的 积分 定义 类 似 ， 和 定义 天 函数 

定义 ” 设 了 是 Rx 内 的 开 集 ,u : D->Vw 是 和 失 函 数 .FCD 为 
Ry 内 的 图 形 ,t 在 F 上 是 可 积 的 二 > ヨコ 矢 L と 上 具 有人 性 原 : 
対 Yg0, 3 0>>0; 使 BR 的 划分 A= Fi) > の お > 人 
的 岡 孔 141< ぐ 9, 及 在 F, 内 任 取 点 p, 都 有 


| Suey -tl<e, 


v84d 


这 里 VCRD) 表 示 Ri 的 体积 。 称 L 为 u 在 F 上 的 积分 ， 记 为 


如 果 d= の:(p)6 。。 (15・12) 
那么 4 在 F 上 可 积 所 > 每 一 数量 函数 4 在 F 上 可 积 ， 这 时 有 
| uav = >(| wiav)e;. (15*13} 


据 (15・13) 立 即 得 出 u 在 F 上 的 彼 分 具有 唯一 性 。 同 样 ， 
可 得 天 函数 积分 的 基本 性 质 。 


设 vYEVn， 以 Rw 中 的 有 向 线段 PoP 表 示 ,通常 用 v(P,P》 
表示 这 一 矢 。 

定义 设 P, EDCRy，a 是 Vw 中 的 一 单位 天。W : D> 
Vw。W 沿 方向 a 在 Po 点 的 方向 导数 为 


DAW(P) = lim PP 


注 里 P ED， 使 \(P0P) = ha，h 为 正 数 (图 15*4) 。 


称 W 在 D 内 是 连续 可 微 的 <>W 

一 -一 一 一 及 D,W 在 D 上 连续 ， 这 里 a 表 示 Yw 中 
ーー 任意 的 单位 矢 。 把 连续 可 微 的 W 仍 记 
四 44 成 WEC'(D)。 
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为 了 导出 方 同 导数 的 计算 公式 ， 引 用 Rw 中 的 坐标 系 。 采 
用 W(P)，P € Ry 的 记 法 是 指 孙 数 与 坐标 无 关 的 特 性 。 当 引 
入 了 和 卡尔 坐标 系 (x1，x:，…，xXw)ERr， 这 时 采用 W (xi 
x:2，…，X) 或 W(x) 的 记 法 。 知 el，es，…，eN 古 YN 内 的 
正 交 基 ， 并 在 Rx 中 引入 笛 卡 尔 坐 标 系 ， 那 么 


W(x)= >W;(x)e;, 
mi 


这 里 每 一 数量 函数 W ;(x) 是 用 坐标 系 的 坐标 变数 表示 出 来 
的 。 总 之 ， 对 W 采 用 上 述 两 种 表示 是 为 了 清楚 地 看 出 在 什么 
地 方 用 了 坐标 系 。 
定理 15・6 
(i) 设 a 是 单位 矢 ，aEVrw。 人 凡是 D 上 连续 可 微 数量 场 ， 


DCR。 如 果 a=aiel +axes+…+anenw， 那 么 
15・14 
り 。W = > の a; (15*14) 


] N 
(ii) 加 果 W・ D->Vn 是 矢 场 ， 且 W = > Wiei 
ュー1 


W i 在 D 上 是 连续 可 微 的 数量 函数 那么 


の .W = DWiei= > Wi:ja;e, (15*15) 
证 明 (i) 当 a 是 荣 坐 标 方向 的 单位 矢 , 例如 说 xi 轴 亡 问 ， 
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那么 D,W 是 WW 关于 x 的 偏 导数 ， 即 D,W = 2， (15・14) 成 


Y。 在 一 般 情況 下 , 回 定点, 0 = (XI XN 2 。 并 定义 
plD=Wxi Ta …。 Xd +ant), 

按 方 回 导 数 定义 ， 并 应 用 定理 7.3 所 述 的 链 法 则 求 9g’ (0)， 

便 得 


N 
oW 
D YY = 之 ラー 


| ti 


NN 
(ii) 由 W = > Wije, 及 公式 (15・14) 立 即 可 得 


『 テコ 


内 - 


N N 
D,W = > (DW i)e , = S(Tw, ; a; )e, 


ー > WW idj6 

下 一 和 定理 指出 数量 函数 的 方向 导数 ， 可 以 玫 示 成 所 给 方 
河 的 单位 矢 与 一 确定 的 和 天 场 的 数量 积 。 尽 管 在 定理 证 明 中 使 
用 了 坐标 系 ， 但 这 一 结 采 与 坐标 系 无 关 。 / 
定理 15・7 设 f : D>R, 是 定义 在 DCRy 的 连续 可 微 的 
-数量 场 。 那么 存在 唯一 的 天 场 ， W ， D>Vws 使 对 站 a EVn， 

lal =1 及 PED, 有 
D,f(P) =a・W(P) (15・16) 
如 果 ej，es，…，eN 是 Yw 内 单位 天 的 正 交 系 ， 那 么 对 


587 


xED 


N 
W(x)= > 1,;(x)8;, (15・17 > 
i=1 


证 明 由 公 式 (1F:14)。 求 得 


が 
D, f(xX) = > Ff, (x)a;. (15・18) 


j=1 


N 
按 (15:17) 定 义 W(x)， 显 然 W 与 4 的 数量 积 为 > 1, ; (x)ai， 


即 满足 (15*16) 式 。 为 了 证 明 舌 场 W 的 唯一 性 ， 设 W’ 是 满足 
(15*.16) 的 男 一 天 场 。 那 么 对 任意 的 单位 天 a， 都 有 
(W-ーW2^)・a =0。 


_ WM/ WW 、、 こ 
如 果 W -W/ 0, 取 a = JW こ W/ 1 芝 单位 和 天， 而 


(W—-W’).a=|W- W’ |zo0, 
便 号 致 矛盾 
定义 ”定理 15.7 中 (15.16) 式 所 确定 的 矢 W 称 为 了 的 梯 
度 ,。 以 gradf 或 vf 表示 . ] 
注 当 / 是 从 RN 到 及 ,的 数量 场 ， 通 常 称 /CD) 一 党 数 的 那些 p 的 集合 是 Ry 
内 的 超 曲 面 . 过 此 面 的 点 p 与 曲面 相 切 的 次 & 满 足 区 f, 1 (P).ai1 = 0, 这 里 


i = 1 


N 
aー Yaiei. 因 此 8 在 超 曲 面 〈《FPB) 一 常数 ) 的 每 小 所 8 处 与 自 面 相 正 


交 . 
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例 1 设 e:，ei，8s 是 Ys(Rs) 内 的 单位 正 交 基 ， 给 定 . 
f(xi1, XxX2, Xa)=X1 TX TX 一 3XIX2X3， 
U(Xxi, Xs, Xa)=(xXx1 ~X,+X e+(2X, 一 3Xs)e: 
上 (, 十 %s)@。, 
4 =%6」 寺 ルル 6。 キツ B。。 A + キヤ テニ 1。 
求 出 7 及 り 。u 用 x。, X2, Xa, 6i。 e。, e。 表 示 的 公式 。 
解 按照 (15*17)， 求 得 
Vf=3CX1? Kaxs) 0 82 テール is)6: | 
+3(X 一 XiX2)86a。 
应 用 (15。15) 得 | 
Du= (2x1A—- HiV)elt (2 -3V)e, (ん 士 や )@。。 
定理 15・8 放 f，5，7 乔 是 DCRvw 上 的 连续 可 微 的 数量 
场 ， 而 hh : R,->R :是 连续 可 微 画 数 ，& 的 值 域 含 于 的 定义 堪 
的 。 那 人 么 
V(f+g) =Vf+V8g, 
V(fg)= fvVgt+gvfi 


7 (2) = Cg チー ガツ 9, (g #0) 


Vhlu) = 万 (uu)Vu. 
证 明 仅 证 明 第 二 个 公式 其 余 留 给 读者 去 作 . 设 ej，e2， 
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，en 是 Vy 内 正 交 基 。 由 (15。17) 式 计算 7 (eg) 得 
N 
vfeg) = (fg),;e;, 


而 (fg),; = fg,; +f,;g 人 代入 上 式 ， 求 得 
ー 
' VE) = 2 gyi + iB ei = fvVgtgvi. 


j=l 


算 子 作用 于 Rw->R ,的 连续 可 微 的 数量 场 得 出 一 Rw 一 


Vw 的 连续 的 矢 场 , 人 AGM 
公式 ーー 


ジニ ター 
N 
假设 W 是 Ry 到 Vy 的 天 场 ,其 坐标 表示 为 W = 之 W; ©;» 
我 们 把 Y.W 和 定义 为 


称 为 W 的 散 度 ， / 
zz 及 V。W 都 具有 与 坐标 系 无 关 的 意义 ， 前 者 由 定理 15"7 
可 见 ， 后 者 将 于 定理 15*9 证 明 ， 
定义 ”数量 函数 /在 其 定义 域 DD 中 满足 1(P) 0 的 P 点 所 
组 成 集 的 闲 包 称 为 1 的 支 集 ， 若 1 的 支 集 是 紧 集 , 称 f 在 D 内 有 
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紧 文 集 。.m 是 非 负 整 数 ， 若 fEC* 且 1 具有 紧 支 集 ， 则 用 1 EC; 
《 り ) 表示 。 
引 理 15・2 设 D 是 Ry 内 的 开 图 形 且 设 1€Co(D)， 那 么 


| ogy = 0， j={, 2。 “a N, 


证 明 设 S 是 1 的 紧 支 集 ， 那 么 在 D -Sf 三 9，7Vf 三 0， 
设 R= {X= (XK1s Xs XN)S 0j 和 Xi<bi ,7= 1, 2。 NV} 
是 其 内 部 含有 D 的 超 方 格 。 延 折 ドーD 上 今 7=0。 先 対 
XxX; 而 后 对 其 余 N ~ 1 个 变量 积分 ， 显 然 有 


| j (Xd Vy = | ヵ ; (XI AVy 


fre Jee 


= | cf; x) 一 了 ixX )Jd Vy 


= 0。 
这 里 x 表示 X= (X19X29""9Xj9'sXN) 去 控 第 j 个 坐标 的 Ry-1 
中 点 え モエ ュー ラダ ーッ ダ ょ エ ュ ッ “XN), 

下 一 引 理 在 分 析 的 许多 分 支 内 有 用 , 它 指出 当 连 续 函 数 
与 任 一 有 紧 支 集 的 光滑 函数 的 乘积 函数 的 积分 恒 为 零 时 ,了 必 
恒 为 等 。 

引 理 15・3 设 D 是 Rx 内 的 开 图 形 ,数量 函数 1 在 D 上 连续 ， 
如果 対 g と Ci( わ ), 都 有 
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| ggy。 =0. (15・19) 


那么 在 D 上 f==0， 

自明 用 反 证 法 。 假 若 3x*ED，1xo2)z0。 可 以 认为 
fx )>0 ,不然 可 以 讨论 -7。 由 7 是 连续 的 ， 而 D 是 开 的 ，3 
球 B(x"。 37。) 己 の , 且 在 球 B(x'。 37。) 上 76>0。 以 7 表示 
x 到 x" 的 距离 ， 定 义 函数 


1 ，0 委 7 魏 70， 当 0<7y 生 7 ， 


1 
g(xX) = ra (27—ro)(r—270)*, 当 r<r 委 27， 
4， 当 2 sr， 


容易 验证 g(x) ECi1(D)， 昌 g(x) 实 0。 而 


| fgdVn = | 7gd の > | 了 gdVr 
D B(x* ;Iro) B(x 


?a 
-| 6 - fdVn>o6VCB(x",r,)>0, 


和 送 与 (15・19) 式 相 矛 盾 。 因 此 在 D 上 f==0。 

注 (15.19) 式 中 限制 gE€Co(D) 时 ，3] 理 结论 仍 成 立 ,为 此 ， 以 8 的 平 证 
《参看 8 13.3) 代 符 E， 按 同样 方法 证 明 ， 

现在 证 明 散 度 算 子 与 坐标 系 无 关 ， 

定理 15・9 设 D 是 Rwy 内 一 开 图形 ,W EC (D) 是 一 矢 场 ， 
那么 存在 唯一 的 在 DP 上 连续 的 数量 场 v， 使 对 VECI CD)， 
有 
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| es iViueW)dV =0。 (15・20) 
井 且 者 6, C62, の いう ey 是 一 正 交 基 ， 对 每 一 点 x ED，,W (x) 


N 
= >, Wi(xX)8;. 那么 


i= 1 


N 
v(x) = 5 Wi(x), (15・21) 


7 =1 


证 明 按 (15.21) 式 来 定义 v。 对 YuwECi(D)， 据 引 理 
15 ,2， 


N 
2 ou 
| (wu +vuWay=| DW 二 


= ター@W 9V =0。 
为 了 证 明了 的 唯一 性 ， 再 设 v 也 是 满足 (15*20) 的 数量 场 ， 
特 り 。 ぃ 0? 満足 的 (15・20) 相 減 得 こ 


| oe - ? の Oggy=0 对 YuECiCD) 成 立 ， 


根据 引 理 15 3， 便 有 も て ^ 三 て 。 
定义 ” 按 (15'20) 所 确定 的 数量 场 ， 它 在 任 一 坐标 系 
之 全 由 (15.21) 所 定义 ， 称 为 W 的 散 度 。 记 作 v = divW 或 4 
= ツ ・W。 
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注意 (15.20) 式 所 确定 的 v 不 依赖 于 坐标 系 的 选 取 。 引 
用 坐标 系 的 (15*21) 式 ， 适 合 于 实际 计算 v5、 
定理 15・10 ” 设 了 是 Rx 内 的 开 集 , 且 W，Wi:，…Wx 是 
属于 C 的 D 上 的 矢志 1 是 属于 C! 的 D 上 的 数量 成 ,cw Cs 
*》 cu, 都 是 实数 。 ガク 


(a) dir( 了。 Wi) = Xe divW 


(b) div(fW)= fdivW +vijeW 


证 明 留 给 读者 ， 
例 2 把 地 球 当 作 球 体 ， 取 坐标 原点 在 地 球 中 心 ，R 为 
地球 半径 。 g 表 示 地面 上 的 重力 加速度 。 対 民 。 中 的 点 p，r 是 


OP 为 黄 表示 的 矢 ， 令 r = 1 中 。 人 经 典 物 理 中 把 重力 天 场 叶 


v(p) = - 8 


『。 当 r ン R。 


、 送 正明 divy(p)=0 7 ン R)、 
解 用 定理 15・10 的 (5) 求 得 


2 \ 2  ， "J R* 
(4 の 80 が 


下 一 步 引 入 正 交 基 8 ,, 6,, 83, 有 


r ニ ーッ,j6」 キ %>6。 十 xs6。。 divr=1+1+1=3, 


1 
r= (XI+x?i:+X3)’, 
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Vr= (xi+x? 3 (x8, + 26。 十 X。6 ) ニーー。 
Fr 


用 定理 15。8 的 公式 及 上 面 等 式 ， 得 


.3gR: 3gR _ 
divy= — 38 - (=388-) .r=0. 
在 Vs 中 两 矢 的 矢 积 〈 或 称 叉 积 ) 可 以 用 来 引入 一 个 作用 
于 光滑 矢 场 的 新 的 微分 算 子 。 下 面 我 们 讨论 这 一 微分 算 子 ， 
若 e1，6s，8s 是 V; 的 正 交 基 ， 形 式 地 构造 一 个 算 子 - 


お 」 8 。 6 。 
2 2 
V xu= | コーー ”一 一 
2X1 2%。 9Xs 
1 Us Hs 
21。 2DK 7Aa 2u ls 9U 
っ + + 5 
9Z。 X34 \N9。 9XI1 > 


(15x22) 

定理 15・11 设 D 是 Rs 内 开 集 ,u€C1(D) 是 D 上 的 天 场 ， 

和 且 设 Rs, 两 个 可 能 定向 已 选 定 一 种 定向 ,那么 3 唯一 的 D>V， 
的 连续 和 失 场 W， 使 对 每 个 常 撩 a， 有 


div(uxa)=W.a (15。23 ) 
如果 e,。e。, ，e: 为 定向 的 Rs 中 坐标 系 的 正 交 基 , 那么 天 
W 由 公式 (15*23) 确 定 。 


注 、 忆 ,的 两 种 定向 是 指 在 RR, 中 选取 两 正 交 单位 和 拓 e;,e，, 第 三 个 单位 天 可 
能 有 两 种 选取 ， 其 一 是 e, Xe，， 其 二 是 e,Xe, .我 们 说 e, ,es,es 为 定向 ,的 正 
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， 交 基 ， 指 取 Ze。 王 e」 Xe、、 

定理 15.11 的 正明 在 给 定 正 交 基 e1， @6。。 64 下 ， 记 
人 スニ ij8」 十 の 。6。 す ひ 。 せ 。。 U=i@」 十 26。 寺 。6。。 貞 矢 彼 公式 
可 得 

uxa=(u;as—Usaz)e, + (Usa —uUias)e, 


十 (LI10， ~ U,01)8, 


”运用 散 度 公式 (15.21)， 求 得 


4 ou au 31 au 
2X 1 グ X 1 dX > cp 
ン ォ / ou 
+ ワッ ーーー 2 
Xa の 2 


コー us WU 7 の を 」 2u 
ん 2 へ 3 ワダ 。 2X1 


ー/ の 42 Ui 
Ws = (2 2 ル 
那么 
div(u x a) = WM a, +W 6。 + Was =W . 和 。 
最 右端 的 W = 页 :e+ 多 e+ 了 Wes。 这 样 得 到 的 帮 是 唯一 
的 。 如果 W ィ 是 另 一 这 样 的 矢 场 ， 对 任 一 单位 天 ， 都 有 W'a 
= W/ <a, 由 此 W=W'。 
定 又 定理 15・11 中 的 矢 W 称 为 4 的 旋 度 ， 以 curlu 或 
V XU 表示 。- 
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注意 这 样 定义 的 W， 由 (15'23) 式 可 知 与 坐标 系 无 关 ， 
而 引入 坐标 系 的 (15"22) 式 ， 运 用 来 实际 计算 cur 世 。 旋 度 算 
子 的 基本 性 质 如 下 : 

定理 15*12 设 D 是 Rs 中 开 集 ，U,，Y，U;，…，4;: 都 是 
D 到 Vs 的 属于 C 的 天 场 ， f 是 D 上 的 数量 场 ， C1, C2, の ウ 
C ,是 实数 .那么 ー 


(a) curl( Soy) = > Cigcuriui)。 
j=1 - i=l 


(b) curl(fu)= fecurlu キチ XXU。 

(c) div(UxV)=ve*curlyu— uecurly, 

(gd) ” 当 VIEC1(D)， 有 curlvf=0。 

(e) 当 vC*(D), 有 div curlv=0。 

证 明 ”只 证 明 (b)， 余 下 的 留 给 读 者 , 设 81:，6。，8s 是 
一 组 正 交 基 ， 令 u=Vuiel+Vses+uses， 那么 由 (15.22) 式 


crd = ーー っ e, 


fa(fu1) _ (fu 
+( の 3 の )e: 


(a(fus) _9(fu) 
+( 9X, 92X， )es. 


因此 


curl(fu) = feurlu + (us af ー ゼ U2 27 )e, 
、 2 
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+| ox, “3 AH) "2 
+(u ーー Je . 15・24 
ーーー リウ (15・24) 


由 V} - (二 っ リト 9」 (の ト ( 并 用 天 积 公式 ， 


《15。24) 答 好 成 为 
curl(fu)= fcurlu+ Afxu, 
定理 15,12 的 (d) 指 出 ， 若 4 是 数量 场 / 的 梯度 , 即 u= vf, 
邦久 curiu=0。 自然 要 同 条件 cgr1u=0 基 否 唆 含 u 是 某 一 数 
和 量 范 数 j 的 梯度 ? 在 一 定 条 件 之 下 这 一 合 古 成 立 。 当 u= Vj， 
这 时 也 即 


の 9 2 
ル 」 5 k= ws = 3 
或 省 
df=uidx, tusdx, + us Xs (15・25) 


如 果 由 条 件 curlu=0, 守 出 3 了 ,使 y=Vf， 这 等 价 于 (15。25) 
式 右 端 恰 好 是 某 一 函数 的 全 微分 ， | 
例 3” 设 矢 场 为 


U= 2X ,XXs6) 十 (Xi1Xs 上 X。)@。 十 (CX3X， +3X3)esy， 


验证 curlu= 0， 并 求 函 数 户 使 ww = U。 
解 ”用 公式 (15,22) 计 算 VYxu， 有 
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ら 」。 € 。 。 € 。 | 
1 
| 


9 2 2 
curlu= ーー 


9x,” 2X 2Xs 


2X1X2X3s， モズ 5 十 Xia， XIX2 十 3X3 i 


= (Xi 一 Xi)ei +(2xX1X,— 2X,X,)e, 


+ (2X1 Xs ~ 2」。)@。 = 0。 


号 求 画数 ヵ 使 
っ 27172 2 ァ 。 XiXs すえ 2 ぅ 
of 


= XiX。 十 3X3 。 
2X。 


f(xX1, X2, 3) = XIX2Xs 十 C(X>。 Xs)。 


将 1 对 X,，X， 求 导 ， 得 


2 
9 ズ ゥ 2 
の 
I ー XiX, 十 一 一 一 - = Xi1iX, 十 3X3， 
9X3 3 
得 出 
2C oc _ 
ーー X》2 9 ーー= 3X39 
32X， 
9C 2 
对 = xz 积分 得 
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C= + K(xs), K’ (Xs)= 3X3。 K(xs) =X3+ Kl 。 
z , 1 ， 
f (Xi, Xe，xXs) 一 XIiX2Xs 十 万 Xi TX +K;, 


2 
这 里 KK 是 常数、 


习 是 ーー 
1。 设 站 是 R 内 的 开 集 。u 1 DD->Vn 是 和 拓 士 数 ，F 是 含 于 了 内 


的 图 形 ， 且 | udy 存 在 ;证明 积分 值 是 唯一 的 。 


2 。 在 习题 1 的 条 件 之 下 ， 设 861， 6,,… ,BN 是 YN 的 正 交 基 ， 
证 明 公 式 ーー 


」 N -~ ュ ーー 
] | UdV = タ (| uav)e;. ーー 
F NF 


3。 设 U:R >Vs, UX, Xs) = (XE Xi) +2% X202 っ 


F= { (x ，X,) :xi+x3<1) 。 求 | uav. 
习题 4 一 7, 用 (Xi1,Xs,，X3) 及 (81 ,62， e。) 表示 VI(X)、 
并 求 D,f(X)，a 是 给 出 的 单位 和 拓 ，X 是 给 出 的 点 。 


4。 f(x) = 2xi+X2— XXs ー 3 。 


A = (26 ~28, -es)，x= (1， ー 1。 2) 。 


9 | 一 


5。 f(xX) = 二 え i」 メ ッ ー メ 2 5 。 


$00 


a = テ (36」+26。 69。)。 メー(2,1 1)、 


f(x)=e' cos%, 十 ecoSXs， 


1 
上 = プ ェ (9」ー9s 6 x =(1 も タッ ーー)・ 


f(x) = idog(1 す 3) 一 3) 


a= テバ 3 9」+s)。 x =(1。 U ， ー2) 。 


习题 8 一 9 以 (Xi Xs,X3), el， el:,6s) 胡 示 D,W(x) 并 


求 DD,W (x) 在 给 定 的 点 X 的 值 。 


8 。 


10 。 


1 。 


12 。 


13 。 
14。 


W(x) = (xi 一 2%s)6 填 X。>Xs@。 一 《Xi 一 X3)86s， 


a = ラー(3e, +26。 一 @。)。 x = 《2, ー 1。 3) 。 


W(x) = x。X。6」 上 Xs6。 + XI X80, 
= 9:+26 ュ ー 2e。),*=(1。2。 —1)。 


证 明定 理 15,8 中 未 证 明 的 第 一 、 三 、 四 公 人 去 ， 

证 明和 如 果 引 理 15*3 的 (15*519) 的 g 限 于 C? (D) 类 中 的 三 
数 ， 引 理 仍 成 立 。 

证 明定 理 15+:10，。 


习题 13 一 17 求 给 定 的 交点 的 divv(x) 值 。 
V CX) 一 XiX2el 十 X3e2 ー 1 6。 。 ベビ (1,0,1)。 


V() 一 (Xx1 ー XXs)C) +(X -XXs)e2 十 《X 3 ー 1 を 2 28。 ヶ 
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x =(2, ー 1。 1) 。 
15。 V(X) = Vu, ルー3X」X3 — Xi + Xs, x=(-1, ], 2) 
16。 v(x) = rr, r=X18, + X20, +Xses, アニ Tl 。 
x=(2。 1。 2)、 
17。V さ 4Xr。 8 定常 穴 、【 ニ ダメ 」@」 二 を 。@ ぅ 十 X。6。 。 


| 


え (Xj, 5 ， 3 。 


习题 18 一 20 求 给 出 y 的 curly。 当 curlv=0 时 求 了 使 
ピ げ = V。 
13. v(x)= (xi 十 Xi 十 Xi)7 (Xe 二 Xer+Xases)。 
19, v(x) =(xi 十 XyXa)ei + (x ++X, Xa)86。 


十 (X3 十 XiIXz)ei。 
20 。 V (と ) = ee C(sinX,) (cosxX;)e, 十 (sinX。)(SinX。)@ ぅ > 
+ (cosX。)@。1。 


21。 求 例 2 中 重力 场 Y 的 curlv。 

22。 穫 明 定 理 15*12 的 (G)。 (c), (9) 。 (@) 。 

23。 设 LU=1 el +wWwses 十 Wa83， 且 UyWsyUs 都 属于 C*(R,)、 
求 出 用 (Xx, ,X24X3) 及 (8,,82s68s) 表 示 curl(cur1lu) 的 公 
式 。 


S15*3 线 积 分 
设 1= {1!: og わす ,ff ナー リーY。 基 上 的 矢 員 数 。 


如 果 从 R, 的 原点 出 发 的 有 向 线段 OP 是 f 的 表示 ，P 点 在 Ru 内 
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”指出 一 条 曲线 C (图 15.5) 。 OP 是 f 
Dy 值 域 D 的 天 的 表示 。 当 f 连 续 旦 曲线 C 
o C 有 有 限 长 度 ， 就 说 C 是 可 求 长 的 轨道 


图 15・5 (参看 $15・1) 。 

设 g 是 从 C 到 Yx 的 连续 天 函数 。 如 果 上 述 f{ 是 可 求 长 的 ， 
那么 可 以 定义 g 关 于 f 的 (R 一 S) 积 分。 为 此 在 Vw 中 引入 坐标 
系 ， 上 坐标 系 是 关于 Vw 的 正 交 基 e ;, ，8;，…，6w 的 。 记 

g(x) = g(x)e, tg (xX) + +gN(X)en, XEC, 

ft) =f (Oe + fete ++ fy(t)en. (15・26) 
由 f 是 可 求 长 的 ， 那 么 函数 f;，i= 1，2，…，N 是 连续 的 有 
界 变 差 国 数 。 同 样 ，9g 是 连续 的 ， 那 么 gj i=1，2，…，N， 
是 C->R, 的 连续 函数 . 把 gi[f1(1)，…， fn(1)) 表示 成 
gi:[Cf(i1)) ,注意 到 下 列 (R 一 S$) 积分 存在 ;: 


| gtoaf 0, i=i, 2 “の う MV 。 (15・27 か 


现在 建立 把 (CR 一 S) 积 分 推广 到 和 天 函数 g 关 于 天 函数 f 的 
一 般 情 况 的 定理 。 、 

定理 15・13 设 f :1>Vyw， 有 曲线 CCRy 是 由 矢 色 OP = 
f(t) 的 P 点 描 出 的 可 求 长 罗 道 ,而 g 是 从 C 到 Vw 内 的 连续 天 场 。 
那么 3 数 L 具有 如 下 性 质 ， 对 立 e 盖 0，3 6>0 使 对 网 孔 |A 
ご @ 的 任意 期 分 Atg=。 く ちく … ぐ くれ = ちり 。 及 YE EC 
ii]， 有 


Sgcf ENG) GD -L| <e. (15°28) 
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敷 エ 甚 唯一 的 . 
証明 于 Yv 中 选取 正 交 基 el，， 6 。 。 …, en, 并 按 (15・26) 
号 出 g 及 f。 令 


L= >[ 2 Cd, (1) 


i = 1 


显然 上 式 右 端 N 个 积分 都 存在 ， 若 反 多 一 积分 用 (R 一 S) 和 
代替 便 得 (15。28) 式 成 立 。 
定义 ” 称 定 理 15， 3 中 的 5 为 9 关 于 /的 (RS) 机 分 并 


识 为 工 - scr の af . 


例 1 设 f{，g 分 别 为 


f(t1) =776」 十 276。 一 76。。 
-fi 
g(xX) =(Xf 十 %a)6」 填 XiXa6。 + XX 03。 求 | gdf 。 
ー ア 26 
解 . 
1 ーー 
| gf df Ct) 
= [cat De ti te + CN ea 
0 一 。 . 


Cd(ie, +2180,— 18,)) 


=| ce ー 7 の (2 り キ だ (の ・2 だ (2 の (一 1) コ ユ d7 = ー 「 
设 I,= (43 69」 tc, 上 ， = イチ マッ gz SS5 ち 。 ) ，C 是 


羽 。 中 執 道 カーC 胡 f: ーー 喘 象 .由 定 
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理 15・1。 3 单调 连续 函数 避 ,IT テル, 使 
f, (=f。CO(0 コ 3。 7 で 7。 (15«29) 
如 果 C 是 可 求 长 的 而 9 ; C 一 Vx 是 连续 的 ， 那 么 


か "pa ] 
| gCf df = + | gr7。(O)]・df。( ひ ),。 


当 U 递 增 取 正 号 ， 当 UU 递减 取 负 号 。 
设 f ;1->Vw 是 1 - .1 连续 的 映 象 ， 由 f 的 表示 0P， 矢 径 


r(1) = v(OP) 定 义 了 Rw 内 的 弧 C. 
定义 役所 有 f。 :1 Vw 的 集 为 .of ,f. 与 上 述 f 的 值 域 
是 同一 弧 C， 生 使 f(t) =fCU。 (i) 的 U,(t) 总 是 递增 函数 。 
把 序 偶 (C，.e) 称 为 定向 弧 , 仍 记 为 C, .ez 内 的 任 一 1 是 C 的 
参数 式 。 如 果 联 系 f 。 与 { 的 单调 函数 Do 总 是 递减 的 ， 这 时 弧 
的 定 问 与 C 相 反 , 记 为 C、 = 一 C,. 不 限制 的 增 、 减 性 质 的 弧 で 
称 为 无 癌 缀 。 每 一 无 向 弧 可 有 丙种 定向 《图 15.6》 ， 以 下 说 
弧 C 总 指定 问 的 。 
ーー 若 狐 C 是 可 求 长 的 9 : 
<- 一 ーー、。 C->Vw 连 续 , 由 定理 15.13， 
> C 9 关于 f 的 (R 一 S) 积 分 存在 。 
定义 ” 沿 定 向 弧 C 的 (R 
15.6 一 5S) 积 分 为 ~ 


和 ] 
| EMMA (15・30) 


其 中 f 是 C 的 参数 却 。 
容易 看 出 (15。30) 积 分 与 C 的 参数 式 { 的 选择 无 关 ， 江 有 
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| seD・gr = -| gear. 


一 条 定 回 弧 可 以 被 分 解 成 定向 子 弧 的 并 。 车 划分 1 = ， 
{ts aKieb 为 ao<t<i<t の … て = ニ 5。 Cc 的 参数 式 
fT っ Vr, 限 制 f 干 子 区 周 な モニ {tt :tri 区 ttr ) 上 确定 的 
二胡 所 表示 的 定 同 弧 Cz, 中 

ーー C=C,+C2+ … 二 ご 。。 

下 面 结果 由 (CR 一 S$) 积分 的 基本 性 质 立 即 得 出 . 

定理 15.14 

(a) 设 C 是 可 求 长 的 张 ，C=Ci+Cs+…+C,， 洛 9 在 C 
上 上 连续， 那么 


| g(r)*dr = >| q(r)・dr。 (15・31) 
C K=1”"CK 


() 若 C 的 表示 f 分 段 光滑 ，g 在 C 土 连续 ， 那 么 “ 

| ga = | actorf At. (15・32) 
(15。32) 的 右 端 实际 应 用 来 计算 沿 定 疝 弧 的 积分 . 
例 2 在 Vs 中 取 正 交 基 8,， e，，83， 设 


d= 2xX18) 33X28, + Xs€s, 
C=C, +C;, C ,为 由 (1， U。 


1) 到 (2,0,1) 的 有 向 线段 , 而 
Cs 为 由 (2，0,1) 到 (2,0，4) 
的 有 向 线段 (图 15*7) . 求 
¢2,0, 1) (10 X22 . 
の | 9・er。 
ン 4 
x 


图 15・7 


解 C」 = {rs:r=xie!+8;s， 1sSS%,SS2} 
C。 ニ モバ 『 す ュー26」 填 Xs@』。 1SSsSS4 1 。 
在 C, 上 有 dr = (dX,)8,, 而 在 C: 上 有 cr= (dxs ) e。 。 因此 
< | 4 15 
| qdr=| 2X dX = 3 | gedr= | Xa dXa = »? 
J Cs 1 c: J ュ 2 


| gear=| gedr+| gar = 纪 、 
D Ci Ca 2 


若 函 数 9 在 Rw 的 开 集 D 上 连续 ， 那 么 | gdr 将 依赖 于 办 


道 C 在 也 内 的 选取 .但 确 有 这 样 的 情况 ， 在り 内 有 相 同 端 点 
的 各 轨道 C 上 积分 值 相 同 。 这 种 情况 出 现时 ， 就 说 积分 与 胃 
道 无 关 。 

定理 15・15 设 u 是 在 开 集 DCR; 上 的 连续 可 币 的 数量 函 
数 ，P ,OED。C 是 分 段 光滑 的 轨道 ，C 的 参数 式 f 満足: 
YCI= {t* a<t<b},f(t) と D( 指 代り 的 表示 OP 的 PED), 
f(a) = P，f(5) = 08. 那么 对 任意 的 这 样 的 轨道 C， 都 有 


| Vue dr =W(OQ)—u(P). 


証明 ” 据 定 理 15。14 的 (a)， 仅 对 f 为 光 请 的 情况 证 明 就 : 


够 了 。 和 定义 
Gt) = uf()), 1€El1, 


选取 坐标 系 的 正 交 基 为 61， 62, '**, Gx» 表示 
607 


F=f (Ne, + fa (Oe tt fn(t)ene 


记 链 法 出 求 得 


G’ (t) = > LT( り 7( り = Vuct Cf? (ge 


i 1 


一 


办 此 
。 ーー ぁ | 
| vargr= | vgcf の rf の gi= | a 


= 選 (? ち ) -C(o) = (の ) -ulP), 

下面 欠 出 定理 15・15 的 逆 定理 。 | ーー 

定理 15*16 放 刀 是 Rx 内 的 连通 开 集 ，v : D->Vy， 是 连 
续 的 矢 场 。 如 果 对 位 于 内 的 每 一 光滑 弧 C，| vedr 与 轨道 
无 关 。 那 么 3 了 上 连续 可 微 的 数量 场 使 对 女 pED，YVw(P) = 
Y( ア ) 。 

证 明 彼 ダ P。 り 。C 基 稚 ア P。 到 点 的 一 条 欧 滑 的 線 。 
定义 

uw(p) -| war, 


由 定理 条 件 ，u(p) 与 C 的 选取 无 关 ，u(p) 在 D 上 有 定义 。 设 
あぁ , 古 り 内 一点, C。 起 ? op 位 于 五 内 的 缴 ， 从 pp ) 点 加 士 有 有 
』 人 多段 [延伸 C。 为 C。 十 上 。 「 日 使 C。 十 工 为 光滑 的 ， 并 和 且 以 a 表 
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示 工 方向 的 单位 矢 〈 图 15。 
8) 。 于 Rxw 中 引入 坐标 系 ， 帮 
x 表 P | 所 坐标 ， 那 么 L 上 的 
伍 一 点 4 的 坐标 为 x" +ita， 
ER。 这 样 一 来 ， 当 瑚 >>0x 
图 15.8 有 


1 Culx +ha) (を りう] = | 。 VO の ・ad 
h "hl, ・ 
因而 


lim u(x + ha) (xX) = v(x) ea 
= * 
lim C(x + ha)— wx" )) 


ーー jim C(x - Ka) (の) 
— VY(X )'(-a)= V(x')*a. 
由 定理 15・7 可 知 Vk = v 在 り 的 任意 点 x" 成 立 。 

假若 是 R: 内 光滑 的 数量 场 ， 在 上 节 已 经 知道 当 v= Ve 
时 ，curly=0。 但 是 北 命 题 要 附加 一 定 条 件 才 可 能 成 立 。 下 
MM 0 而 Yy 的 积分 与 轨道 有 关 * 由 定理 15"15>* 


V = Cx? + Xl)~1(—X.8, +x@, +oes)， 


D= { (Xl!, X25 xs) :FSX + XID Ilzsl く 1 }. 
Crfti):-(costi)ei+(sint)ez+06s 0 过 1 上 委 27 。 和 那么 
| =vedr| di=27. 
し 0 
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这 表明 积分 | vdr 与 轨道 选取 有 关 《 否 则 积分 应 等 于 零 ) 。 


蛛 因 在 于 C 包 围 了 v 的 奇异 线 x; =xs =0， 而 定义 域 D 却 不 包 
福々 」 = xz = 0 的 直线 。 

如 果 光 滑 矢 场 \ 的 定义 域 不 仅 是 连通 的 ， 而 且 含 于 D 内 
的 财 轨道 “不 包围 y 的 奇异 点 ”， 那 么 当 curlv=0 时 ，v 便 是 
一 数量 场 的 梯度 。 上 述 的 刀 叫 作 单 连通 的 。 . 

定义 ” 称 Rw 中 连通 开 集 D 为 单 连 通 的 ， 如 采 对 从 I = 
saie<b } 到 D 内 的 轨道 fo 及 f |, 且 有 fo(a) =f(a) fb) 
=f1(b) 时 ， 都 3 函数 f(t，s)，f(t，s) 是 从 滤 形 { (bb 3S) 。 
a<t<b，0s&1} 到 D 内 连续 的 通 数 {， 满 足 ; 

f(t, 0)=f。( り 。 
f(t, 1)=f.,(t), 
f(a, $) =f。(g) =f,(a) C15°33) 
f(b,s) =f,(b)=f,(b) (SEC0,1])。 
换 句 话说 ，D 称 为 单 连 通 的 是 指 D 内 任何 两 条 端点 相 同 


的 轨道 ， 可 以 不 离开 了 由 其 中 一 条 连续 变形 为 另 一 条 。 《图 
15*9) : 


fs ーー 
1) 
> 
区 15・9 「 


R_ 中 的 单 连通 的 开 集 是 单一 的 开 区 间 ，R: 中 的 单 连 通 
开 集 有 平面 ， 及 一 条 闭 光 滑 曲 线 围 起 来 的 内 部 等 Rs 中 単 
连通 开 集 有 整个 空间 、 光 滑 封 闭 曲 面 的 内 部 等 ， 更 高 维 的 单 
连通 开 集 难以 直观 的 说 明 。 通 常 把 连通 开 集 称 为 Rv 中 的 区 
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- 域 ， 或 更 简单 地 称 为 域 〈 请 与 数 域 相 区 别 ) 。 

下 面 引 理 指出 ， 用 来 把 单 连通 域内 一 条 轨道 连续 变形 为 
另 一 条 轨道 的 f(1,s)， 可 以 要 求 它 有 一 定 光 滑 性 质 。 这 一 引 
理 的 证 明 请 参看 本 节 习 题 17 中 所 给 出 的 提示 。 

引 理 15・4 设 了 是 Rx 内 一 单 连通 区 域 ，fo,f ,是 1 の 内 
的 光滑 轨道 ，T= {tsa<iti<p}， 且 Lfo(a)=f,(a), fo) 
=f (5 ち ) 。 那 名 コ R= { (5) aa 委 ii 委 5，0 委 ss 委 1 上 的 连 


续 函 数 f(t,s) 满 足 (15*33) 所 列 的 条 件 且 (i) 忆 -(f) 在 R 内 连 


续 ， (ii) 4 充分 大 的 n， 对 六 1E1，f 关 于 S 在 区 间 J ;= {s < 
< と と ) (i=1,2,…,n) 上 是 线性 的 ， 上 且 2f ， 


nn みく 
Of 
9 の 72 ぐ 


在 每 个 矩形 1 XJ 了; 上 一 致 连续 ， 
定理 15。17 设 v 是 Ra 内 单 连通 域 D 上 的 连续 可 微 天 场 , 
且 在 り F 上 curlv= 0。 那 么 3 D 上 的 连续 可 微 的 数量 场 w 满 足 * 
= Vu。 
证 明 仅 需 证 明 | vdr 与 轨道 无 关 ， 为 此 设 p，4atD， 
而 fo ,f ,表示 DD 内 联结 5p，4 的 两 条 光滑 轨道 C。，C1 且 f Ca) = 
(a)=p,fo(b)=f,(b)= 9。 选取 以 8 1， C2» e。 方 正 交 基 的 
内 本 系 表示 V,V = Ui@」 填 sz@。 填 0。6s。 和田 引 理 15・4, Jf (7。S) 
= eli+fes 十 jseas， f(t,s) 対 t 相 微 , 对 s 分 段 线 性 且 满 足 


〈15。33) 。 和 定义 函数 
"ph グ 」 of 27。 
eo | fo OL rn +o Ga 


由 (15*33) 诸 等 式 叶 出 
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v0)=| vfo) fat = vedr 
" 0 "Ci 
ぁ 
一 ef / 一 
p= vf a =| var, 


将 证 明 pg'(s) 夺 9， 因而 导出 所 要 证 明 的 积分 与 轨道 无 关 。 
由 Y， f, 1 所 以 の (S) 在 5 J= tS: 0SSsSS1 } 


是 连续 的 ， 而 在 每 一 子 区 间 了 ,= HG) (i -1 ) ES 


<( 圭 用} 上 -5 及 襄 训 是 一 致 连续 的 ,因此 可 以 在 积分 号 下 


求 导 而 得 


9 , af 
CS 0 fs ))at , 


し 


对 含有 2 上 -的 项 用 部 分 积分 法 ， 得 


D 
p の = {CvsCflb,s) 3 des 
2 す ,(g,5) Cas) b - 23f, 93f; 


Ji J Ng (15°34y 


~ Uisi Ds 9? 


是 然 j(as) 及 jb,s) 都 是 与 * 无关 的 ， 那 么 应 有 ウェー = 


927 . (の 。S) 。 
一 =0，i=12，3. 因 此 (15*34) 中 第 一 个 和 等 于 零 。 


这 样 便 有 


5 3 9f of. of . 2f, 
i 5 } 
の (s) =| > (wy Ng 一 


5 ご 2 了 , 9f, 
-| 3 ei i Uj lg osdt. 


由 curlv=0。 即 り 9, 一 i 0 (5 7=1, 2。 3) ， 得 
gp’ (S)=0, 
注 容易 推 也 定理 15・ 17 到 ?是 从 Fw 到 YA 的 函数 的 情况 只 要 把 cur 一 一 0 
效 成 条 件 ; | 
Vj; 一 ?11 一 0，T, 7 一 1 2 
这 里 人 二 V1 ei 十 Vs e: 十 … 十 7N en ， 当 呈 是 单 连通 区 域 时 斑 是 一 数量 场 下 的 
梯度 . 


为 了 运用 定理 15。17， 要 求 建立 区 域 的 单 连通 性 的 充分 
性 条 件 ， 读 者 不 难 证 明 下 面 的 结 采 ， 

定理 15・18 

Ca) 著 D 基 R。 中 的 凸 区 域 。 那 久 り 是 単 達 通 的 。 

(b) 设 h 是 Ry 内 域 D 上 到 另 一 域 D: 上 的 1 一 1 的 连续 映 
钞 ， 当 D 是 单 连通 域 时 ， 则 了 :也 是 单 连 通 域 。 


习 。 題 
习题 1 8 中 假设 日 从 Rw 内 域 D 到 Vw 的 连续 入 场 ，e1， 
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に 


…， Ew 构成 坐标 系 的 正 交 基 ， 计 算 


[aa 
C 


ニダ 」 メ 3 ミュ ー 和 526 ぅ 填 Xj6s5 C 是 从 (0，0，0) 点 到 (1 ，. 
1。 1) 点 的 有 向 线段 ， 
Q=XIXs8!1— X28,+Xxie@s,C: f(t)=te,+te,+te,,. 
{と (0。 1J,，t 从 0 到 1。 

g= —Xx!61+x,8,—xXxs8s; C: fCt)= (cost)elt- 


tt 
(sint)e, +ー@ss {に [0。 2 コ 。 1 从 0 到 27 。 


g= 一 X18@1 十 X262 一 X383; CC 及 从 (1,0,0) 到 (1, 0, 2) 
的 定向 线段 。 

gg=xi2ei+XiXsez+0es C= { (Xi Xa，Xas)。X%a = 
xi2，xy =0，0 和 xi 女 1， 从 (0，0，0) 到 (1]，1，0) 上 。 
g=2xyxses+ (X37? 一 X22?)e8@33 C 是 回 陶 .Xx1=0， 


*。*+%s* ニ 4。 (0。 2 0) 包 (0, 0, 2) 。 
d ニ XiX46」 十 56。 一 XsX46。 3 せ 43 C 是 从 (0;0 0 0) 
| (ql, Oz5 ss a4) 的 定向 直线 段 。 


N N 
9 = ジル オオ C 是 定向 直线 段 为 f( 芒 = Daiteiai 是 . 
z= i 


i™= 1 


常数 ，tE[0，1]，! 从 0 到 1。 


,内 定义 的 数量 晃 数 (XX) = Xi” + 2 ァ 。*ー Xs” 十 入 4。 


Ci :从 (0，0，0，0) 到 (1。 1。 1, 1) 的 定向 直线 段 。 


0 了 4 


10 。 


11, 


12。 
13。 


14。 


45。 


106。 


C2 。 从 (0， 0。 U。 0) 到 (1。 0。 0。 0) 接 T 从 (1,0,0,0》 
到 (1。 1, 1, 1) 的 定向 直线 段 。 通 过 计算 没 Cl，。C， 


的 积分 | urdr 验 证 积 分 | Vurdr 与 轨道 无 关 。 


NN 
设 Rwy 内 定义 的 数量 函数 L(x)= や! ，C :从 (0,0， 


f=1 


…，0) 到 (1，1，…，1) 的 定向 直线 段 ， 


C, :f(t)=t*ée,+ Xe 0 で 1 计算 | -Pa > Cir ;六 
C ,及 沿 C: 的 值 ， 验 证 积分 与 轨道 无 关 。 

设 民 ,内 给 出 舌 场 Y=(Xx1? 二 XxX，2)™1( 一 x281 寺 X16,),，C 
为 定向 允 f(t1)=(cost)e,+(sint)e,，0 达 tt 过 2XT。 用 
定理 15。17 证 明 R, 去 掉 原 点 后 不 再 是 单 连通 的 。 

正明 定理 15・18 ~ 

(o) 证 明 R; 的 半 平 面 是 凸 集 。 

(b) 证 明 Rw 中 由 xXw 疡 0 给 出 的 半空 间 是 凸 的 。 

证 明 R, 内 的 集 S= { (x1，Xs) :Xi 之 0, EXE は 
是 凸 集 。 

设 1= fxi:as<sxisb } ,f ; J->R ,是 连续 的 正 值 函 教 ， 

证 明 集 S= { (xi。 xs ) 1o で xi くく 5。 0 ぐ で 。 で て が) } 是 
R: 中 的 单 连 通 集 。 

平面 上 的 圆 绕 与 它 不 相交 的 轴 旋 转 得 到 一 环 面 。 环 面具 
部 为 集 ，S = ft(xXi，X32， Xs2 <( ソ ァ ,」2+x。 テ メーb )” 十 
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X3 <a: }， 试 用 避 题 11 的 方法 证 明 S5 是 非 间 连 通信 (图 
15・10) 。 


15・10 


17。 用 下 列 阔 骤 证 明 引 理 15。 4 

《a) 设 全 (# 3) 是 满足 单 连通 域 定 义 的 条 件 (15.。33) 的 
在 R= { (4， s) ・ 0 委 1 委 8，0 委 5 委 1) 上 连续 的 吗 数 。 
证 明 ヨコ p と 0。 対 所 有 ( ち S)ER。 使 人 き (t。 3S ) 为 中 心 p 为 
半径 的 球 都 含 于 DD 内 。 

(65) 定义 序列 {19,;}+ i=0, 1, 2。 …。 n, n=1, 2。 
…， 满 足 g,o(t)=fs(t 0)=fo(t)， gat OD = fC LD 
=f, (の, 且 当 1 ルー1。 表 加 今 9 ; (外 为 满足 


19*。(O -fx (ti) < te co, 0. 
定义 gai(t)=g itt 一 bri(t) し 这 里 bri 是 线性 由 数 
在 t=a，t=D 时 与 9*,i (の 一 人 ( 6 元) 重合， 证 明 在 
geCgz5, OIE 有 
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9.( わ 一 人 (らち 元 < 下 4 に [Go, 51。 だき に 
(c) 证 明 习 充分 大 的 n， 当 |si -sa < 元 


If*(7。 5」) 一 人 (让 521) < と 


(dg) 以 (c) 所 选取 的 及 ， 定 义 
f(t,5)= (i—ns)g,;_1(t)+ (ns—i+1)g,.(t), 


{ELa, bj, ーー < 』 1 三 ]。 グ 。 ‘oa, 


、 2f ーー ?ー1 i 
证 明 f， BB1 侍 R 上 连续 并 注意 f 在 一 一 志 s 全 上 是 线 


| 。 
性 洱 数 ， fl = 8, が らち) = g(t), 


(e) 通过 不 等 式 


[fects - F(t | < fd s)— galt) | 


+| gC1)—f*(, | < gO gC + 
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foi EN 十 


f*( + ーー ) 
nN 


f(r) 9g, (| + 


ー ザ が ( ち 元) + 


证 明 [f(r kp :E| 元 |， 


行 对 所 有 (tf，s)ER, ft。 s) と D。 


S15・4 格林 定理 


设 1= {x :a<x<<b),f:1->R, 是 1 上 连续 可 微 函 
数 。 微 积分 基本 定理 指出 


ぁ 
| (ax = f(b)- の (15.35) 


这 一 定理 能 推广 为 Rs、Rs、Rw 中 的 定理 。 本 节 研 究 最 简单 
的 情形 ， 把 〈15'35) 石 端 换 成 R: 内 图 形 F 上 的 二 重 积 分 ， 
左 端 换 成 沿 忆 边界 的 线 积分 。 

定义 ” 设 [= Li :as 和 tiI 和 5 } ,f: I>Vw 是 轨道 ,f 表示 Rw 
内 的 曲线 C。 如 果 f(a)= f(D) 称 f{ 是 一 财 轨道 。 对 与 ,ia E (a， 
5) ， 当 和 且 仅 当 二 =t。 有 fi1)= fts) 时 ， 称 闭 轨道 是 简单 的 
闭 轨道 。 当 f 是 简单 闭 轨 道 ，f 表示 的 曲线 C 称 为 简单 闭 曲 线 
或 约 当 闭 曲线 。 

下 面 定 理 是 把 定理 15*1 捧 广 到 简单 洲 则 线 的 情况 ， 


618 


ぼ 理 15*19 设 I= 1 gSSISD うす モイ (7 eS txd} ,f: 
メッ テ ザ 。 9 : J 一 Vw，f，g 的 值 域 是 同一 条 简单 闭 有 曲线 ， 

(a) 若 f(a)=fb)=g(c)=g(d)， 那 么 3 单调 连续 函 
数 U : 1->J， 使 f(t1)= gCU (iD ，tcETI。 当 避 是 递 卉 的， 有 
び (g) =c, U(b)=d; 当 U 是 递减 芍 ， 有 U(a)= dd, DU(5) 
一 C, 

(b) 若 f 是 可 求 长 的 ， 那 么 g 是 可 求 长 的 ， 并 且 轨 道 9 己 
拨 道 f 的 长 度 相等 。 

证 明 

(a) 设 给 定 e>0， 定 义 1J = {tiat+egt<b-e}。 那 
必 把 f 限 制 于 1T. 上 ， 其 值 域 为 弧 C,。 这 一 弧 C, 也 是 g 限制 于 J 
的 子 区 间 J, 上 的 值 域 。 据 定理 15*1， 函数 U, : 1, 一 J，， 
,在 I, 上 连续 单调 ， 使 f(t)= gCU.(t)J]，tE1。 让 e~>0 得 
到 函数 U,V 是 从 1 = {t:a<t<b}) 到 T= {t:c<t>d) 
的 映 象 ，U 是 00, 的 极限 ， 当 U0 是 递增 的 ， 定 义 U(a) =c， 
U(b)=d， 当 U 递 减 时 ，U(a)=d, U(b)=c ,这样 得 到 的 
口 将 从 1 到 J 单调 函数 ， 

读者 可 参照 定理 15'3 完 成 (b》 的 证 明 ， 

f :I->Vw 及 9g : J>Vy 的 值 域 是 同一 条 简单 团 曲 线 C， 可 
能 出 现 g(c) =g(d)=f(8)， 而 86 是 1 的 内 点 的 情 沉 。 下 面 推论 
证 明 ， 如果 把 f 按 周期 性 延 拓 ， 可 得 与 定理 15*，19 (a》 同 样 
的 结 打 ， 

推论 ”假若 把 定理 15.,19 的 f 的 定义 按 公 式 f(1)=f [t+ 
(一 0)，a<i 委 8， 由 1 推广 到 区 则 五 = {ta tb+ (b 
一 a) } ,如果 对 于 某 a，0 委 as(b-a)。 有 g(c)=g(Cd)=fGa 
ta) =fp+Lc)。 定 义 f(i) =fi+a) Li と 了 J 那 久 有 互 定理 
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15*19 (a) 中 PD 那 梓 的 り 。。 使 得 
f。(7) = CU。()]。 tEI, 
假 者 f.，9 如 定理 15*19 推 论 所 述 ,， 它们 都 以 可 求 长 简单 
闭 曲 线 C 为 值 域 。 设 F: C->Vwy 是 C 上 的 连续 函数 ， 那 么 


b +d 
| Frf。( の Jef。( の = +| FL9(s))dd(s) 


当 U。 为 递增 时 取 正 号 ; 0 。 为 递减 时 取 负 号 ， 上 述 公式 与 定 
理 15*3 关 于 可 求 长 弧 的 证 明 类 似 ， 

类 似 于 曲线 定向 ， 有 简单 闭 曲 线 的 定向 。 

定义 ” 设 f : I->Vy 以 简单 闭 曲 线 CCRw 为 其 值 域 ， 一 定 
向 简单 闭 曲 线 是 一 序 偶 (c，.ez )， 这 里 .oz 表示 以 C 为 值 域 的 
矢 函 数 f 的 类 ， 类 中 矢 函数 fs 与 f 之 间 以 定理 15*。19 推 论 中 递 
增 的 Us 联系 着 。 称 类 中 任 一 fs 为 (c，.ex ) 的 参数 式 。(C,a) 
简 记 为 C。C 可 能 有 两 种 定向 ， 据 Us 是 递增 或 递减 而 定 ， 分 
别 以 C 及 C_ 来 记 ，C = -C-、 

假设 f : I>Vw 是 C 的 参数 式 ， 分 解 1= {t: aet き <b} 为 
子 区 间 Ix= {titr-! 人 tt t, K=1, 2, ‘Ny io=a, 
上 =b。 记 f 限 制 于 Ix 上 为 fr。 那 么 定向 弧 Cxr 是 fx 的 值 域 ， 记 
C=C,+C; +…+C,， 如 同 定理 15。14， 在 C 上 的 积分 可 分 
解 为 在 Ce 上 的 积分 之 和 。 

设 马 是 R, 内 以 简单 闭 曲 线 为 边界 的 区 域 . 以 |2D| 表示 未 
定向 边界 ，9D 表示 逆 时 针 定 向 边界 ， -3D 表示 顺 时 针 定 向 
边界 ， 

首先 对 R。 平面 中 的 特殊 区 域 建立 格林 定理 ， 然 后 证 明 
定理 对 更 一 般 的 域 也 成 立 。 
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设 卫 是 R: 内 的 区 域 ，v : D->V ;是 给 定 矢 函数 。 在 V， 中 
SI 入 以 {er, ez] 为 正 交 基 的 举 标 系 ， 相应 于 基 的 两 种 定 


約 : 。 ,由 e, 道 时 针 旋转 亚 或 下 e， 顺 时 针 旋 转 亚 得 到 ， 给 巴 


平面 这 两 种 定向 分 别 为 R,，- R， 如 图 15*11 所 示 ， 通 常 研 
锅 R 民 :总 者 是 正定 向 的 。 


图 15・11 


在 R; 中 ， 没 v = px，， Xs )e + q(x ve p，4 移 是 
DD 上 的 数量 函数 。 这 时 curlv 完全 由 函数 q, 1 一 p,， 所 确定 。 
事実 上 在 R。 中 
VDG」 寺 9@。 十 08。。 
按 $15.1 中 curly 的 定义 及 (15・22) 式 


curlv= 《〈q， 1 一 po) 6ss 


可 见 curly 完 全 由 q, ;一 了 ,2 所 确定 。 在 RR 中 的 v CV, 的 情況 
下 ， 采取 curlvy=ay :一 py，:。 

引 理 15・5 设 f 是 1 = {Xx1; a? .<b ) 上 的 连续 可 微 的 
函数 ,c 基 一 常 数 , 对 Xi El， f(xs)>c, 和 定义 D= も (えッ ) 
* SS 」 0, cx Ef x) ) (图 15。12) ， 而 G 是 包含 
D 的 区 域 ，GCR:，v : で >Vs(R。) 是 连续 可 微 的 矢 函 数 。 
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邦久 
| eurtvaa=| vedr, (15・36 ) 


其 中 2 接 逆 時 針 定 向 


图 15・12 


证 明 记 V (Xi,X2) =pD(X1, 6」 寺 の (%j」。 2 26 
证 明 函 数 p(x1，x2)e1 及 4(Xx1、Xx2)e 分 别 满足 (15*36)。 令 - 
vi=pei， 有 


| curlvidA = -| ps (Xi X20)dA = 
の 了 . 
rb 
-| { p(X1, f(X1))— DX c) } dX」 。 
如 图 15。12 所 示 : 2 わり =C」+C。 +Cs +C 那 狂 上 式 右 敵 


b / b 
-| {p(x f(x1)) ax, =| pdxis | psy の dy 


ー | pdXi。 十 直 
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| curlvidA=| pdx+ | り @ a 
D Cs Ca 
Xi1 沿 C:，C4 是 第 数 ， 因而 | ， り dX」 -| pdx」 =0。 这 样 得 到 


| curlviaa=| > ~ PdX; -| zex, 。 (15・37) 
i=1 ーー 


再 令 Vv， = 2 , 且 和 定义 


U(x a = “qx 1 )d 7 。 


U ,i(X),X,)= | qsy1(X1, 1 )adn 9 


U, 2(X1,X2)= q(xX1»X2). 


U,iiz=Uyy = gy1. 
至 为 U 在 G 内 光滑 ， 而 2D 是 闭 曲 线 ， 据 定理 15*15 有 


| (U, dx 1 十 局 っ do) =| SU ?14%1 十 

sD |) | 

| 4gx。 =0。 (15・38) 
ッ ます 


把 公式 (15*37) 中 的 p 换 成 U0, 1 可 得 


| vdxi=—| U, 1»29A= -| dy dA 
sD 已 D 
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= -| curly,dA, 
D . 
再 据 (15・38) 便 得 
| curlvaaa=| sgx. (15°39» 
把 (15*38) 与 (15.39) 相 加 便 得 
| curlvaa =| (pdx; +qdxz)=| .Y > dar, 
定理 获 证 。 
定义 ” 设 C, 与 C: 是 仅 有 一 公共 点 了 p 的 两 条 光滑 弧 ， Hp 
是 C」。 C2 各自 的 一 人 端点 。 著 Cr。 C。 在 p 点 存在 単 辺 切 
线 ， 且 两 切线 克 角 不 为 零 ， 就 称 p 点 是 C :与 C: 的 隅 和 角 《〈 图 15 


・13) 。 称 有 限 条 光滑 弧 联 结 隐 角形 成 的 简单 办 则 线 为 分 段 
光滑 简单 团 曲 线 ， / | 


区 | 15・13 


注 在 引 理 15・5 中 , 7 上 人 0。 DD 人 是 人 } 段 光滑 简单 亲 
曲线 ， 引 理 的 证 明 仍然 有 效 . 
定义 R; 内 一 区域 称 为 正规 的 ， 当 上 且 仅 当 (i)D 是 有 界 
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的 : (ii) 的 边界 2 わ 是 由 有 恨 殺 分 踊 光 滑 箇 単 団 草 銭 年 成 
的 ,。 Gii) ぜ p と 2 の 。 ヨコ 以 PD 点 为 原点 的 笛 卡 尔 坐 标 系 及 正 数 
a，b， 使 32D 在 矩形 R= { (xj, x;); xl 和 ca | gl く 5} 
内 的 部 分 可 以 表示 为 xs = f(x1),xi1 ETI= {x : lilSS2 )， 
f ,是 I 上 分 段 光 滑 函 数 ， 且 其 值 域 含 于 J 了 = { x, : lxzl き bj} 
(图 15*14) 。 

定义 中 的 数 a，5 及 一 般 是 因 点 了 而 异 的 。 对 于 固定 点 p 
找到 了 合乎 要 求 的 a， 5。 当然 比 g, 5 更 小 的 正 数 島 答 合 要 
求 . 图 15.15 是 非 正规 区 域 的 示意 图 。 


图 15 .15 

设 D 是 R; 内 的 一 正规 区 域 ，p 是 D 的 边界 2 の 上 的 任意 的 
一 个 非 阳 角 点 。T 是 3D 在 p 点 的 切 矢 。 在 Rz 内 建立 一 坐标 系 
使 6 与 T 同 向 平行 ， 那 么 3D 在 p 点 可能 取 分 列 使 @。 指 向 内 
或 D 外 的 两 种 定向 ， 前 者 说 2D 使 D 在 9D 左 的 定向 ; 后 者 说 
2p 使 り 在 2D 右 的 定 向 。 取 定 一 2 定 向 使 逐 自 光 滑 団 曲 人 2 の 
所 围 的 区 域 D 常 在 ?9D 之 左 或 常 在 3D 之 右 〈 即 沿 ?DD 定向 行走 
卫 常 在 左 或 常 在 右 ) 。 - 

定理 15・20 (R ,内 的 格林 定 还 ) ” 设 D 是 R; 内 的 一 正规 
匀 域 、G 是 R; 内 包含 DD 的 区 域 ,v : G->V(R,) 是 G 上 连续 可 
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微 的 天 函数 。 假 定 39D 是 使 D 在 其 左边 的 定向 ，2D = Ci + の 。 
t+"…+Cr，。C; 是 光滑 弧 。 那 么 


K 
rivdA= | ・ の -| 。 。 
| cu 1 る 。 Vedr=| ve dr. (15・40 ) 


正明 利用 り 的 正規 性 , 閣 り 分 解 成 若 干 小区 域 。 使 在 
每 一 小 区 域 上 能 用 引 理 15*5，。 

对 六 PE 3D, 按 正规 区 域 定义 存在 相应 的 算 形 R, 及 f，,， 
而 对 于 PED, 则 取 一 邻 边 平行 于 坐标 轴 、 以 为 中 心 的 开元 


形 R,， 且 R,CD。 因 为 D 是 紧 集 , 开 和 矩形 族 { R,: PED } 


覆盖 了 D ， 存 在 其 中 有 限 个 矩形 R, 也 覆盖 D， 以 S!,， Sz 
…，S, 表 示 这 有 限 个 开 算 形 , 按 照 $13*3， 可 以 找到 C”(Go》 


类 的 平滑 函数 ，#%:，b:，…2.， 这 里 G 是 含有 的 开 集 ， 
F ,是 $; 内 紧 子 集 ，i: 在 (G6 一 F;) 内 等 于 零 ， 对 于 六 PE 
Gs, Pi, の ,中 至 省 有 一 在 P 点 取 正 什 。 现在 定义 Ge 上 
的 函数 : 

の (pp ニー 

S yAP) 


の , に C"(。 ) 且 対 サ PEG。, 有 > mi:(P) 三 1, 函数 の ,( ア か 


称 方 単位 分 解 (参看 $ 133 习题 2， 及 本 节 习 题 14) 。 定义 
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V;= iv t=1, 2。 "5 也。 


每 一 小 是 Go 上 连续 可 微 天 函数 ， 且 


Y -( ろ > pi v= > piy = Sv 
这 样 -- 来 ， 只 要 对 每 一 v; 证 明 (15。40) 成 立 就 行 了 。 震 
S ,C D， 因 为 在 2?D 的 每 一 点 v; 是 零 ， 有 
又 因为 在 Fi 之 外 v; 三 0, 而 235; 与 F,; 不 相交 , 据 引 理 15*5， 有 


| curlviaA=| curlvidA=| っ Vi ,dr =0。 
D $j ?91 


最 后 ， 当 Di 是 与 边界 2 り 相交 的 矩形 ， 令 也 ;= DHS;, 而 
C, = 29D 站 S$S,。 那 么 由 在 (23D 一 C;) 上 上 及 在 (ジー ジリ 上 
vi =0， 据 引 理 15"5 导 出 ーー 


| var=| vedr=| vdr=| curly,dA 
ぁ LD Ci | aD 1 D | 


-| curlv.dA, t=i, 2, "の HH 
把 上 面 等 式 对 i 求 和 便 得 
| yedr -| curlvaA。 
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Y= P(Xl, X。)@」 0(X」。 X22e。,, (15・40 ) 式 用 牌 醍 
的 术语 表示 成 如 下 形式 的 格林 定理 ， 

推论 設 区 域 C 包含 正规 区 域 D，P，0 是 G 上 光滑 函 
数 ， 那 么 


]( 計 - 計 24 = Pap (Pdxi+Qdxs) ， (15°41) 
这 里 线 积分 是 逆 时 针 方 向 取 的 。 
例 1 设 有 ={(xi,x2) :xi2+xa2<<l) .用 格林 定理 计算 
| rex, — XxX» )dXx) + (Xx1’ +3X,°)dx,), 
解 P = 2x」 一 x。 3 し 0=x +3xa 由 (15・41) 


下 eear + Ogz。) -| 3(x1?+x22)adA 
ーー 2 = 1 4 
Lo y， 
0 Jo 2 


例 2 设 K= { (xXx,,X;:) 
x xz?<1 是 单位 
辐 ，D 是 KK 的 外 部 左 以 抛物 
线 x,*=2(x1+2) , 右 以 直 
线 x1 = 2 为 边界 的 区 域 (图 
15・16) 。 用 格林 定理 计算 


/ X， 
ーー ーー 
| XXX i dr) 
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解 置 P = 二， Q = 且 注 意 在 DN 


のび 。」 P,,= ゅ 
取 3 天 为 道 时 针 方向 ， 由 格林 定理 有 


0=| ( Pdx) + Qax,) -| (Pdx, + Odx:) 
#0 | 


] -| 。 (Pdx, -+ Qdax,) 


对 右 端 后 一 积分 用 参数 方程 x, = cos9,xs= sinb;6EC- アッ 


xj, 得 
| (Pdx, + Qdx,) -| (sin*g +cos*29)09=2 ァ 。 
ーー ーー . " 
例 3 设 D 是 面积 为 4 的 正规 区 域 ， 
_] rr | 
V = -7 (X28 1 + X102), 证 明 A= | » ・ dr. 


解 ” 用 格林 定理 得 


1 1 ー 
| vear=| cwrta4=] (3 十 二)4A= A, 


这 表明 正规 区 域 的 面积 可 以 表示 为 沿 区 域 边界 的 一 个 线 积 
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引 題 


习题 1 一 6 验证 格林 定理 。 

P(X, X21) =2%, —3%2, OQ(xyxa) =3xi 十 2Xay 
D= { (x,,%2) : 0<Xx,SR2,， 0SSs SS1) 。 

P(X X2) =2X1—X2, Q(X X2) 二 X| 十 2Xs,DD 是 单位 

加 外 部 在 x?=Xx1? 一 2 以 上 及 直线 xX。= 2 以 下 的 区 域 。 

P=x,?~X:*，Q=2xX1Xs; D 是 以 《0， 0) 。 (2。 0) 

及 (1。 1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 。 

P= —xX,, OQ=0,D 是 Xx, ?十 X27:=4 之 内 及 X1?++(X2 一 1)5 


ュー Xi “十 (Xs 十 1 )z = 工 的 外 部 的 区 域 。 
4 4 


一 (Xi2 十 Xa2)- (~ XE! 十 X1ez)3 お = ( (X」 ぅ X。 ) . 1< 
XX <4| 人 

P=4x, 一 2X。。 Q=2X, +6X53 DD 是 椭圆，x, = 2cos9， 
x = Sin9,，0 EC- xX， 的 内 部 避 域 。 

证 明定 理 15*19 (5) 。 


2 2 
设 D= { (Xl， XxX,) : OX」 3 +X23 < 1 } 判定 DD 天 否 为 
正规 区 域 。 


习题 9 一 12 用 格林 定理 计算 | Y ‘4dr. 


V(X1,X2) = (4X1e ， +3X,2X, 十 。^)B」 十 (2Z ズ 」 2e 


ーcosX。)626 D= { (Xx1,X2) :XI TTX2 SS4 } 。 
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1 1 。 0 —X,.8), +X,8,, 
= { (js) < ペー 1) +X, <1} 。 
12, 明寺 ) = 一 3X1 X68, +3X,X, ,3 
の = 1 (X」 っ 52) ・ ー GSS」 «ad, Os の gXー テ を) 
13。 彼 P= ェ ーY1(X」 ?十 X。) 。 の = テテ 1(%」 すう) 。 用 搭 


44。 


1 
Mr」 Xs) = arctan Te, to! 10Og(X 1] 十 て 2 办 
! 


り = { (Xx1X2) ; 1 生 xXi 魏 3， 一 2 委 X 入 2) 。 


林 定 理 求 | (Pdxi + O3xa) 的 值 , 这 里 C 是 抛物 线 x: Xi 


1, 天 XI 委 2 的 缴 接 以 从 (2，3) 到 《〈《-1，0) 的 线 


一 2 
段 。D 是 |C | 的 内 部 、 在 以 (0。 0) 点 为 中 心 ， 以 很 小 


的 P 作 半径 的 小 圆 外 部 的 区 域 。 
巩 人 是 Rv 中 基 集 ，{VYi 是 人 的 开 覆 盖 。 证 明 丰 在 oi, 


の 2 27" ツタ 5 vs EC (Rv) 满足 (og) 0 SS pi Ll; (5) の ;有 


念 于 某 V， 中 的 紧 支 集 ; (Cc) 对 站 PEA， S の ,(P) =1。 


i = 1 


[ 提示 ,』P と 4,。 ヨコ 団 球 B(P,29。)ーY,, 表 813・3。 


平滑 区 EC (Ry) 。 ひ , 在 B(p。 2 の 9) 之 外 为 堆 ， 在 


ゴ 


お (9 の 。) 上 年 す 1。 由 有 态 茶 ， ゴア エッ Pi, の ウッ P。 一 4， 


后 AC\ Blp;，64+;) 。 记 相应 的 平滑 为 动 ， 令 の 。 
=1 


31 


ーー 
et 


$ 15・5 R。 内 的 曲面 及 其 参 数 表示 式 


至 今 所 人 研究 这 内 R, 中 的 曲面 都 是 形 如 Xs= (X11s X27 
或 F(x」。 x2。 Xa) = 0 的 方程 在 笛 卡 尔 翁 本 系 下 的 疼 象 。 现 
在 研究 比 上 述 以 xi，xayxs 的 单一 方程 所 描述 的 昌 面 更 复 形 
隐身 古 。 

通常 把 复杂 曲面 分 解 为 若 于 较为 简单 的 小 直面 片 ， 通 过 
研究 这 些 曲 面 片 ， 以 化 简 对 复杂 明 面 的 研究 。 如 果 分 解 得 巧 
妙 ， 即 使 整个 曲面 是 相当 古怪 的 ， 它 的 每 一 分 片 也 可 能 有 得 
单 的 结构 。 我 们 将 主要 研究 其 分 片 有 如 球面 片 、 或 柱 面 片 、 
或 双 曲 面 片 那样 结构 的 曲面 。 

球面 、 椭 球面 、 平 行 六 面体 的 表面 是 没有 边界 的 曲面 的 
例子 。 而 另 一 方面 半球 面 以 圆周 为 边界 。 当 划分 曲面 成 为 者 
干 小片 时 ， 必 须 细心 地 区 别 这 些小 片 的 边界 是 否 包 含有 整个 
曲面 辺 界 的 京 。 

设 D 是 其 边界 为 有 限 条 分 段 光滑 的 简单 六 曲线 所 围 成 的 
R, 中 的 区 域 ，D U3DC 区 域 G。 形 如 

XxX, =X」(5。 の 。 Xs =X(s, り 。 X= Xs(s, 1), 

(s, DEDU?D, (15*42 ヶ 
的 方程 组 的 图 象 指 Rs 中 点 (xi，xs，xs) 的 集 。 若 以 (xb 
ァ >。 %。) 为 坐标 的 Rs 中 的 点 记 为 9，o 是 原点 ， 用 天 表示 
(15。42) 。 写 成 
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v(og) =r(s, の), (s, の DU2 PD. (15・43) 
定义 如果 x」, x』。 x。 と CT(G)。 即 r に CI'(G)。 昌 
r, XT, #0, (s, の EG, (15・44) 
7(s。 7) 及 C 到 V』 的 1 一 1 映 象 。 称 (15・ 42) 前 園 象 刃 光 滑 曲 
面 元素 。 
賠 15・17 所 示 光 清 曲面 元素 , 2 わり 基 単 一 分 段 光 滑 簡単 剛 
曲线 ， 


xz i 交游 曲 而 元 宗 5 一 平面 
(0 ) \ C5) 
較 15.17 


由 定义 ， (15。42) 式 给 出 了 DU3D 的 点 与 曲面 元 素 的 
点 的 1 一 1 对 应 ， | 

荷 在 RR 中 引入 be,，8,， es 为 正 交 基 的 坐标 系 

r(s, i1)= x,(s, 1)e, +Xx2(Ss, 1)8; 填 Xa(S。 1)8;, 
那么 


の 。 PXg 2: っ ( 去 2X, 9 の X。 9 
i 


"xr ot 2t as 2s 27 2t 25 


mm 


e 2X1 2X2 FX1 っ < )e 
2 2S 922 27 92s/“ 
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2 の 9 

1( = (Se っ ッッ) 94 ， ov | 
ル 。 U gt, 9vU の り 31 「 2 め 2 の 2 

| 9 の 7 。 9U | 


习惯 上 就 简称 右 端 行列 式 为 雅 可 比 。 这 样 


Xo, Xa 。 。 X 
『。 ズ イェ デニ ( et (Ct-) ert+ 
9 


の) (15*45 ょ 
す 


定义 称 (15・42) 或 〈15・43) 妨 曲 面 元素 的 参 数 表示 , 
3 2 和 为 参数 。 

同一 晶 面 元素 可以 有 不 同 的 参 数 表示 , 下面 定理 指 出 本 
参数 表示 之 问 的 关系 。 

定理 15・21 役 v(og) = Ts。D。 G。 1) EDU3D,， 区 域 
G つ DU?D, 2 わり 由 有限 条 分 段 光 滑 的 筒 単 団 曲 袋 狙 成 , rE 
CT(G)。 是 満足 r。 xr, テ 0, (s。 わ EG, 以 S, 5S」 分 列表 示 
在 ?之 下 DUaD，G 的 象 集 。 


(a) 车 (3S，1) と りり 2 の 。 コ 正 数 p, 使 S 与 圆 盘 ， 


(ss キー )2 <po2 相 对 应 的 部 分 可 以 表 为 xs = f(x1， 


Xs )， Xi 一 ECX2， Xs ) 。 ダ ぅ = h(xX,» xj) 三 者 之 一 的 形式 ， 这 
里 f，g，h 是 在 (5 ， 上) 点 对 应 点 (xj，xa，xs) 某 邻 域内 
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的 光 背 泛 数 。 
(5) 设 曲 面 S，S ,的 另 一 参数 万 程 为 
vop) =r」 HY, HP) ED, UD,, 
S, S」 分 別 基 で s が ) 平面 内 的 DU3D,，G | 的 象 集 ， 并 有 8. 


D,;, Gi, r 1 与 D， G, 有 完全 相同 的 性 质 。 于 人 么 了 一 个 1 
一 1 的 光滑 变换 


T* S= U(s’,t), f=V(s どう)。 (5/。 ど EG, (15°46) 
从 G 到 G 估 T(D,)= D，T(aD,)=23D， 且 
「LU(52。 わ ),。 (57。 わ の う )]=『,」(S7。 だ お) と で 」。 
证 明 
(a) 因 妨 手 (s。 7 ) 点 r,xri 0， 那 么 5。45) 式 


中 的 三 个 雅 可 比 至 人 少 有 一 个 在 《s ， 上》 处 不 等 于 零 ， 例 如 


在 (5。 す ) 記 (の )z0. 人 
9 


r(s,t) = KX, (De, + RSs,t)e, +X: CS, es, 
電 天 示 *」 = X」 (CS , #) ， XxX, = X22(S,» | ), Xs = Xs, 
1) 天 ベ ティ ュ モ (5。 の Xs=KXu(s, の 。 X, 三 区 (5、 上 7》 3 


x =X,(S, :) ， X2 三 及 (3S， 上 ) ， X= XCS ,t) .. 
考 罕 方程 组 x; = 六 1($,1)，x2s =Xa( ti)， 由 隐 图 数 定 理 ， 


在 (5 7) 的 某 邻 域 与 (x, xz) 某 邻 域 之 间 可 解 得 1 一 1 
映 庄 5 ニ モー の (> X2)。 t= W(X, 2) 即 存在 正 数 6, 8,。 人 梗 
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(XxX— X22) + (Xa x) a, (ss うー (7/ー ェ ) だ で 8* 中 
的 」。 25 $, ts 右 満 足 x, =X, (Ss, 7)』 Xz= Xs2(S, t)» 
则 满足 s = PX, > ), t= YX X2)» 这 里 qp コッ る 基 較 次 
(x 一 XxX1)? + (xs 一 Xx2): 之 a: 内 的 光滑 函数 。 于 是 5S; 在 (xi， 
xs，Xs》 的 一 邻 域内 的 部 分 为 


%。 = 及 3 人 PXI, X2)» V(X, X2)) 
((x; —X1)’ + (Xs 一 Xi)2<Ca2) 
移 图 象 。 当 选取 p 记 0 如 此 之 小 ， 使 贺 茹 (ss)*+(t 


ょ ) ?之 p?: 的 映 象 位 于 圆 盘 (Xi -Xx1)?+ (Xz 一 X2) ?之 gq 内 。 
这 样 的 p 便 合乎 (a) 的 要 求 。 

(b》 因 为 1r(s， 由 及 r,(s',，t ) 是 1 一 1 的 ， 在 S」 上 的 
点 P 其 G 中 唯一 的 (Ss。 の 及 G^ 中 唯一 的 (5 ,1 ) 的 映 象 ， 如 图 
15e18 所 示 ， 使 (Ss',t’) 与 (5，i ) 互 相对 应 确定 了 (15*46) 
前 変換 了 :s=U(5/。 だ ) 。 7 ニーY(5 ,1) ,显然 T 是 1 一 1 的 。 
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为 了 证 明 T 的 鞠 滑 性 ， 设 六 (si,， が) と で 」。 Ss = U (5。/。 
to )， to=V(so’, fo )， 且 以 局 表示 (so， to) 及 (So, 
to ) 在 曲面 上 的 对 应 点 。 因 为 〈15・45) 式 中 三 个 雅 可 比 至 
少 有 一 在 (s, ,to) 不 为 零 ， 例 如 最 后 一 个 不 为 零 ， 如 在 (a ツ 
中 那样， 可 以 解 得 5 9 为 Xi1， xs 的 函数: S = p(X,,»X2), 
t= の ( え 」 2) 。 現今 ] 
Fr,(S ft) = 一 和 (Ss,t/)e, + (8S, £7 )e, 
0301)e 

曲 而 S 在 Po 点 邻 域内 约 点 P 可 以 表示 为 (Xx) ,xX;) 的 函数 ， 即 
(X1 X27 ) 与 P 之 间 1 一 1 对应， 而 P 又 与 (s ,1t')1 一 1 对 
应 ， 和 既然 (s,1) 与 (s',t') 之 间 的 1 一 1 对 应 是 通过 它们 共同 
的 象 P 确 定 的 。 因 此 在 (so ,to') 邻 域内 

s=U(s/,t’)= (XI (st ),X,. (St )), 

t= VS ,1)= W(X, (Ss,t’), X (St ))。 
所 以 变换 T 在 (so ,to 》 邻 域内 光滑 ， 由 (so ,to'〉 是 G1 的 
任意 点 ，T 为 G, 到 G 的 1 一 1 光滑 变换 。 于 是 (b) 获 证 。 

定义 ” 若 $ 是 由 参数 表示 
r(S,t)=X,(s,t)e8, +X,(s,t)e, 
+X(s,1)e,s, (5,。 り こり U り 2 の 。 

给 出 的 曲面 元 素 。2D 的 象 称 为 S 的 边界 记 为 35， 

由 定理 15.21 的 (bp) 光 滑 曲 面 元 素 的 边界 与 参数 表示 的 特 
殊 选 择 无 关 。2 D 由 有 限 条 分 段 光滑 互 不 相交 的 简单 闭 曲 线 
所 组 成 ,3S 是 3D 的 光滑 映 象 ,3S 也 是 由 有 限 条 分 段 沦 消 的 互 

637 


不 相交 的 简单 闭 曲 线 所 组 成 . 


由 定 理 15*21 的 (9 ) 可 知 在 一 光滑 上 曲面 元 案 上 的 任 一 凤 


Xs 二 f (xX) 9X2)9 X= g (X22X3), Xs = h(x ,Xa) 


三 万 程 之 一 的 图 象 ， 四 85，7 都 是 光滑 函数 ， 

当 了 是 在 包含 DUazDD 的 区 域 上 光 浊 的 函数 ， 那 么 点 集 S = 
{ (Xi，X2，X3s) :YXas=Tfxi，X)，(xi xX)EGCDU3D 1 是 
光滑 的 曲面 元 素 。 事 实 上 ， 注 意 到 $ 有 如 下 的 参数 表示 


X」 > $y X=t, Xi ニナ ($。 の 。 (s,1) と わり U2 ど 。 


合乎 (15*42) , (15・43) 的 条件 。 因 紫 5 起 光 消 曲面 元素 。 

定义 ”分 段 光滑 有 曲面 S 是 有 限 个 则 面 元 素 5S1，52，…， 
S, 的 并 ， 且 满足 下 列 五 个 条 件 : 

( i1》 没 有 两 个 S; 有 公共 内 成 。 

の aS. (1298; ,i I, 
是 空 的 、 点 或 是 一 分 段 
3 沧 滑 的 弧 le. "19) 。 

Giii) 任意 三 不 不同 的 
皆 面 元素 的 辺 界 最多 有一 全 
公共 京 。 

(iv) S 的 任意 两 个 把 2 
可 用 位 于 S 上 的 轨道 来 联结 ， の 
即 3 联结 两 点 而 且 位 于 $ 上 的 轨道 。 

Cv》 所 有 仅 是 趴 一 的 S; 边 界 上 强 的 并 形成 有 限 条 并 个 
相交 的 分 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 ， 恰 好 是 5 网 边 齐 25。 当 25 計 
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空 集 打 8 基 元 辺 界 的 分 段 光 消 旧 面 。 

分 解 分 段 光滑 曲面 为 有 限 个 光滑 曲面 元 素 的 方法 不 是 唯 
一 的 。 一 条 弧 是 两 个 S; 的 边界 的 部 分 时 ， 称 它 为 分 解 的 过 
缘 。S ;边界 的 偶 角 称 为 预 氮 。 

一 分 段 兴 滑 曲 面 称 为 光滑 曲面 ， 当 且 仅 当 曲 面 上 不 在 按 
界 2S 上 的 点 D, 都 有 曲面 的 分 解 ， 把 曲面 分 解 为 几 个 曲面 元 . 
来 ， 使 P 点 是 一 曲面 元 素 的 内 后 。 

车 PF 是 RR 内 某 区 域 上 的 光滑 数量 场 ， 自 F(x ,Xx ,Xs) 
与 VF(x| ,XxX, ,Xs) 不 同时 为 零 ， 那 么 能 够 证 明 ， 当 =0 果 图 
象 是 有 界 闭 集 时 ， 它 是 光滑 曲 桓 。 把 这 一 结果 挟 证 明 留 给 读 : 
者 。 例 加 函 数 
FOX, ,XsX3) = XI Xe 十 Xi 一 G 


て 3 
ー ;> — i 9 


2 ~ 2 
Xi X 2 
Psss2 モ ーー イー テイ c 


P=0 的 图 象 分 别 是 球面 ， 椭 球面 。 而 任 一 多 面体 的 表面 是 分 
鼎 光 演 昌 面 的 例子 ， 
例 设 定义 在 Rs 上 的 数量 场 
F(X, 92X22 Xs) = x, +4X,* +9xs” 一 44。 
证 明 集 S= { (xi;Xxz,Xxs) <F=0} 基 一 区 消 曲 面 . 
解 ” 求 出 
VE=2xieil+8xze 二 18xseax。 
可 见 仅 在 (0, 0, 0) 点 YEF=0。 因为 S 非 空 (例如 所 (44， 
0。 0) CS) ， 且 (0, 0, 0) 不 属于 ， 且 由 F= 0 是 一 财 的 硝 
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分集 ， 因 此 曲面 FE=0 是 光滑 的 。 


本 题 


1。 求 半球 面 S = ({((xXi，xry，Xa) :Xi ?+X2 2+Xs = 1, 


6。 


Xs >0 } 的 两 个 参数 方程 ， 并 求 出 联系 两 组 参数 的 如 
(15・46) 中 的 变换 了 。 

同 习 题 1， 这 里 S= { (x,, 2 を 5) 2 XI 十 Xi ”+2Xs° = 
1 。 Xa ジ 0)。 

设 顶 点 为 (0。 0, 0) , (1, 0。 0) 。 (0, 1, 0) ， 
(1, 1, 0) ， (0。 0, 1) 。 (0, 1。 1) 。 (1, 0 
1) 。 (1, 1, 1) 的 立方 体 。 试 把 立方 体 表 面 分 解 为 晤 
面 元 素 ， 并 验证 边界 是 空 焦 。 

设 球面 S= {(xiyxzyxs) Xi +Tx 十 Xa ”= 二 1}。 分 解 
S 为 曲面 元 素 并 验证 3 是 一 无 边界 的 光滑 曲面 。 

设 圆锥 曲面 S= { (Xl, X25 Xia) Xi2 二 XI 一 X =0, 
一 ] 之 Xs 之 1 ) 。 判 别 S 是 否 是 光滑 曲面 ， 

设 环 面 S= { (X19X2sX3) 2 キト x26 一 0 )+Xs = 
a? } ，0<a<b . 试 将 5 分 解 为 光滑 曲面 元 素 ， 并 验证 S 天 
无 边界 的 曲面 。 

设 F 是 定义 在 Rs 内 区 域 D 上 的 数量 场 。 且 F 与 VF 不 同时 
为 过 ,SS= { (XxX,,X2s;Xs) ;F(X1，X2，X3)=0} 是 闭 的 有 
界 集 。 证 明 S$ 是 一 光 消 曲面 。 


而 也 S。 = { (xi1， パッ 3 Xa) 1X + Xs + Xs 4 } 


S ] 二 { (X12 X25’ Xs ) 。 2 (XI” +X2*) = ]， Xs > 0 】。 
证 明 S 人 So 是 一 分 段 光滑 曲面 。 画 出 95。 
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S15・6 曲面 的 面积 及 曲面 积分 


设 有 区 や = { (Xl1, を ぅ x a= (X1, 5 7 (Xi 
Xx;)EDU9D } ， 当 有 一 阶 连续 偏 导 数 ， 曲 画 5 的 面积 A4(5》 
的 计算 公式 为 


we- TD A 


为 了 计算 更 复杂 的 曲面 的 面积 ， 首 先 求 光 请 曲 面 元 对 的 面积 
公式 。 

设 c 是 一 光滑 的 曲面 元 素 ， 它 的 参数 表示 为 
Oi (OO) =r(s,t), (s,1) こり U2D わ (15・47 ) 
『 及 D り 満足 光 滑 曲面 元素 定 叉 的 条件 。 当 # 取 常 数 ね , 那 名 
(15。477) 的 图 和 象 是 位 于 ac 上 的 一 条 光 请 曲线 rr (sio) .因此 


rs(s，to) 是 曲面 上 这 条 曲线 的 切 天 。 同样 ，r; (Si) 风 十 
上 册 面 上 曲线 r(s,。，# 的 切 和 撩 (图 15*20 所 示 ) 。 矢 rs (3 ooto)y 


04d1 


f(so，10) 都 位 于 其 面 的 过 01Po = 7(s6，16) 矢 端 P ,点 的 切 
平面 上 . 

定义 ” 变 则 而 元 素 0 由 15*47) 扩 表 未，Po 0。 给 田 
RR 上 的 変換 対 CsS。 わこ ER。 


ーーー テ 
U(OP) =r(s。。7。) 上 (5。。 7。)(5 一 5。) 
+T,(5。。 す 。)(? 一) (15・48) 
称 为 册 面 在 P, 点 各 切 线 变 换 。P 点 的 集 是 过 Pu。 点 出 切 平 面 
元 。 及 ;中 的 抢 形 尺 = { (3,1) SSS 委 3 きき < うす} 在 


变换 (15・48) 之 下 前 像 是 切 平 面 工 上 的 平行 四 边 形 4BCP 
《图 15*21) @ 


图 15.21 
仿 a =r (so, to), b=r,(so,to), 点 人 4、 お 、C、 也 满足 

-一 -> 

4( ひ 4) =r(S。, {+a(s」 Ss)+bCt, 一 t。) 
ーーー テ 

vV (ORB) =『(S。, #.) TA(5。 一 Si) 十 bt 一 oo) 
一 一 一 > 

V (OC) = ($s 7 。) +a(S」 一 $。) +b(t,—t0) 


vV (Op) ー『(S。。 to) +&(s。ー5。) 填 b(7s 一 2) 。 


わす 2 


> 一 -一 ーーー テ 
V( 4 お )= vV(CB)- V(O4)= テ (5。 一 Sa 


一 -一 > ーー 一 > 一 一 一 > 
vV(AD) = v(OD)-—- vyv(OA)=(t,—t,)b, 
以 天 积 的 长 度 表 示 ABCD 的 面积 ; 
-一 一 ーーー テ 
VCAB) x v(AD)| = |(s。-51)( し ーー ち )| la 5 。 


以 4(R) 表 示 R 的 面 息 Cs。--s」)( も ち ー ち )|。 有 
4BCDDD 的 面积 = A(R) Ir 。(5。。 to)Xxr,(so, to)|. 


为 了 定义 曲面 元 素 的 面积 ， 以 曲面 片上 相应 的 切 平 面 z 
上 上 的 平行 四 边 形 来 双 近 则 面 片 。 当 曲面 片 越 《“ 小 ”这 种 通 近 
定义 ” 设 0 是 由 15・47) 表示 的 泥 清 由 而 元素 ， 划 分 呈 
为 有 限 个 子 区 域 ，D;,，D，,，…，D,， 记 这 一 划分 A 的 网 筷 
中 Al =max{ diamD;} (diamD ,表示 D,; 的 直径 )。 则 面 


元 素 0 的 面积 4A(o) 定 义 为 


A(o)= lim > 4(D,) lr, Cs;, t.)xr,(s,, +t.)i!, 
KAI 0 := 1 
这 里 4(Di) 是 已 ;的 面积 ， (S$;, #) 是 の, 的 仕 一 点 。 这 里 极 
急 存 在 的 意义 与 积分 定义 的 极限 存在 意义 一 至 。 
由 5 的 而 积 定义 ， 立 即 得 内 公式 : 


A (0) GD xr t) dA (15・49) 
D 
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如 果 o 的 另 一 参数 表示 为 
の vV(O,P) = rm (s’, どう 。 (5/。 どど) と の 7 日 2 の 7 。 
在 这 参数 表示 之 下 的 面积 A'(0) 为 


4( の ) = ICP。 ど )xriCGP の 。 | 94 。 15<50) 
D! 


当 证 明了 4(c) = 4/(o) 肘 。 曲面 面 税 的 上 述 定 又 オ 差 
合理 的 。 

事实 上 ， 根 据 雅 可 比 的 乗法 法則 及 重 息 分 変量 替 換 公 
式 。 有 

[rs CS, 17) xrss (Cs’, 1)| = Fs。 の xr, (5。 の | ・ 


Me 
因而 


中, Ir4, (S” 。 i ) xrer(s’, お )| dA’ 


dAa! 


= Ir, (5。 の xr,(s, の (2 


-||。 p(s, 1) xri(s, の |*・ 7( 5 )1: (ot) laa 


S/ だ $,t 


严 


-| |p Ir.(s, の xr(5。 の | 94。 
印 A(o) = 4"( の )。 
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如果 の 由 x。 = (zs xy) (Xi >) と りり 2 の 表示 , 令 
Xi=S$, Xs=1, Xs =f(s, 上 ), 并 求 得 


Xa 1 ー Xe XI VM 
=? 和 = リッ 7( S。 + fs 
Xis X22 _- 

= 


a 


一 -一 一 一 一 六 一 一 一 一 一 一 一 一 
四 此 | 了, xT,| = 1 (X22) rJ( rss) +J( 呈し 
し に コ に 」 


S。 7 s, + 
VI 
(15・49) 式 成 为 
4A( の ) = IE た 2 二子 2 g4。 《15。51 ) 
D 


赐 面 0 由 单一 方程 如 xs = 了 (x1，Xx,) 所 表示 ， 就 说 曲面 0 用 非 
参数 式 给 出 。 

然而 ， 多 数 昌 面 不 能 以 非 参 数 式 表示 。 因 而 一 般 说 曲面 
面积 不 能 应 用 (15・51) 式 来 计算 。 可 以 证 明 尝 球面 这 样 俐 
单 的 则 面 不 能 是 单一 光滑 则 面 元 素 的 部 分 。 

如 果 S 是 一 分 段 光 滑 曲 面 ， 可 以 把 它 分 解 开 来 定 义 5 的 
面积 。 设 FCo，F 是 一 图 形 所 >F 是 图 形 ECDU2D 在 
(15・47) 之 下 的 象 。E 的 面积 按 (15*49) 式 定 义 。 同 样 根 
据 雅 可 比 的 乘法 法 则 及 重 积分 变量 替换 公式 ，F 的 面积 与 9 
的 参数 表示 的 特殊 选取 无 关 。F 的 面积 记 为 4(F)， 

定义 ” 设 S 是 一 分 段 光 滑 曲 面 .S 内 的 集 F 是 一 图 形 F<=> 
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F= FUF:U…URFt， 世 Fe， 是 含 于 S 的 唯一 的 光滑 曲面 元 
素 "; 内 的 图 形 ， 并 且 任 两 Pi 没有 公共 内 点 。F 的 面积 定义 
为 。 

A(F) = A(F;) + +A(F,). 


应 当 证 明 F 的 任意 这 样 两 个 分 解 都 有 同样 的 值 
“A(F)， 上 述 定 义 才 是 合理 的 。 这 可 根据 相应 的 F 的 原 象 EC 
- の 2 り 的 分 解 。 及 公式 て 15・49) 与 积分 变量 替换 公式 证 明 ， 
证 明 的 细节 省 略 。 

假定 F 是 分 段 光滑 曲面 上 的 了 硬 图形。 如果 F= FU F;U 
… Fi;， 每 一 F; 是 包含 在 一 光滑 有 曲面 元 素 之 内 的 图 形 。 每 
一 Fj; 是 RR, 中 图 形 E; 导 (D ;U3D,;) 在 映 象 ， 


-一 全 
y(OO) =r,(5。 の 。 (s。 DED,; U2D, (15252) 


之 下 的 象 ,D ;是 互 不 相交 的 。 设 1 : F->R1 是 连续 有 的 数 语 场 ， 
尋 下 定 叉 陸上 的 税 分 : 


Pe 


定义 | as = jeriks, Ie risxrisl dA 15°58) 
『 E. 


而 在 F 上 的 积分 


as = 3 as. (15・54) 
F ict F. 


如 定义 之 前 所 述 ，||7ds 与 划分 (P, 及 (15・52) 的 参 


F 
数 表 示 的 选取 都 无 天 。 
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当 曲 面 元 素 0 具 有 非 参 数 表 未 xX， = の (Xi。 Xs) ぅ 那么 
15・53) 成 为 
| _ DDN fe pM 
le je x IL + (22) +( ら と ) GA。 

(15・55* 

上 式 右 端 是 通常 的 二 重 积 分 ， 可 化 为 累 次 积分 计算 。 下面 誉 
例 说 明 这 种 计算 方法 并 给 出 这 种 
积分 的 直接 应 用 ， 

例 1 设 F 是 柱 面 xi + XxX: = 生 
界 于 平 夯 xs= 0 及 xs=X2o+ 3 
之 间 的 部 分 的 个 面 《图 15*22)， 


求 | | x4as 的 值 。 


四 15・22 解 ” 变 换 到 柱 面 坐标 系 。 
Xi =7S1n0, xX; 7COS の 。 Xs 二 Zn。 


那么 FE 位 于 r= 2 上 。 可 以 9，z 为 F 的 参数 坐标 ， 且 令 
G={(9, : —- rT, OKI3+2c059}. 


= { (Xi Xss Xa) 。 X1 2 


= クウ s110。 XxX», =2Cc050, Xs ニタ ぅ CsCuUC4 
(9。z) と で Tj} ， 
昌 面 面积 元 素 dS = rexyrz| 


= は 3 9cos が の 
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7 x re ( -2 Xs 3 )e +】( ee 十 人 
0, Z . 2 の 2 の 2 


= ー《(2Sin の )@6」 一 (2cos の )e@。 二 0 @。、 
所 以 


ds= 2 ‘A;,, 
全 而 


和 Tx 3+ 人 cose 
|| sias = 2 || zza4。。 = 2 | | Z?dZd0 


=3 | (3+2c0s0) do=607。 


(15・56) 


注 曲面 F 不 是 单一 光 涓 曲面 元 素 ， 因 为 C 的 (一 和 ,Z) 号 ( 婦 る ) 所在 GI 
下 的 变换 下 变 成 F 的 同一 点 ， 这 与 光滑 曲 而 元 素 要 求 变换 是 1 一 工 的 相 违 背 ， 但 
如 图 15 23 所 示 划 分 G 为 CG ,及 C，C,，G: 各 月 的 映 象 是 光滑 曲面 元素. 积分 
て 15・56) 的 債 不 変 . 

曲面 积分 被 用 来 计算 各 种 各 样 的 物理 量 。 例 如 薄 曲 面板 
的 质量 中 心 及 惯性 矩 的 计算 归 为 曲面 积分 ， 分 布 在 曲面 上 的 
电 苟 位 势 也 归 成 由 面积 分 。 假 定 昌 面 上 分 布 一 层 质量 ， 其 面 
密度 为 6，6 是 连续 函数 , 曲面 F 上 分 布 的 总 质量 表示 为 M(F)》 


=|| ee)as、 曲面 F 关 于 xs 轴 的 惯性 算 1, ;计算 公式 是 


1,,(F) =| eyeip) + ァ 2(p) )d3S。 
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1;,(F)，I:,《F) 也 有 同样 的 公式 ，。 
例 2 求 曲 面 S= {xi xxas)。xi+xai+X= 1, Xs 
テン xi+xi } 关于 x1 轴 的 惯性 矩 ， 假 定 密 度 6 是 常量 
解 ” 据 S 的 特性 (图 
15・24) 引用 球面 坐标 * 
Xi=pcosesin 9， 
アッ =psin6sin gq, 
xs = pcos 9 且 仿 
わり = { (9, @) 
OS0OS 2 XxX, 0 の 


A ノ 
图 15・24 ペイ } 。 孝公 


S={(p，6，o0):p=1， (0, ゅ ) と ちり} 。 
ー , XX 2， X 3 0 e AX Xi ) 。 r7 (Xa es 
,xie IT 8 は 」 Ng 9 2 o。 9 gy 9 
=(sin* eos0)el + (sin” の SsS110)6。 
+(sin の COS の 26s。 


曲面 面 税 元素 
dS = Ir。 ~ ro| dA, g 二 sin vdA, de 


于 是 


T -|| se +x3)sin ed4。。 
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守 ここ 
すま 2 
= 外 | 《Sin ”gsSin 0T+Tcos の )sin gd9gd の 
0 . 
7 。 | Td ーー 
= | (1+cos* w)sin eg 9= 12 (16—7 ソ 2 ) 。 
0 
注 “5 在 球面 坐标 下 的 参数 表示 并 不 满足 1r eXre | 所 0 的 要 求 . 因为 
rpXr6o 1 一 sinp ， 在 9 二 0 时 等 于 零 . 但 可 以 绕 轴 挖 去 一 小 孔 ， 这 时 
ゃ の < 了 曲面 便 是 合 平 要 求 的 类 型 .然后 令 小 孔 趋 向 于 零 ， 即 2 -> 0， 而 得 
到 1x， 和 上 述 同样 的 值 , : 


例 3 设 R=1{ (xi，Xs:， 
Xs) 2SS 1。 0 和 xxX1 
+ 2 } 面 S 妨 2R (图 15*25) 。 
若 S 的 面 密度 6 訪 常 数 。 求 S 的 大 
量 及 质量 中 心 的 Xx, 坐标、 

解 ” 把 S 划 分 为 三 部 分 : Si。 
xix: 平 面 上 的 贺 盘 3 い ? 柱 面 
的 側面 5 Ss， 平面 xs3=xi+2 
在 柱 面 之 内 的 部 分 。 先 计算 5 关于 x 的 力 逢 ， 


J as= ||xias + | xias 中 as, 


1 >, 3 


< 注 x 十 语 国 数 ， 所 以 


で 50 


4 S。 上 ， Do Xs XI 2 クッ (Xi, xX.) EN, 因此 dS = 
2 で 4。。。 の 4。 7S :上 的 面积 元 隶 。 于 是 


lx ニン:d4= 0 a 


中 i 


在 S$. 上 ， 取 (0, Z) 玉生 x1 = co50，Xs 二 Si19。 xs= 2Z» 
dS=dA;z， 记 / 
= { (9。 2Z): -xX COLA, (ZE2 +cosb 上 ， 


六 2+cos の 
(x.as= les 9d4。z= | | cosgdzZd0= x。 
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现在 来 求 S 的 总 质量 。 由 6 是 常量 ， 所 以 


M(S) = 


(ーーー 


| 9 95 = 94($). 


广 音 到 曲面 是 分 段 光 滑 没 有 边界 的 项 面 。 柱 面 x) 十 xs 三 1 
与 平面 Xs = 0 及 Xs = 一 XI 十 2 的 交 线 是 两 条 光滑 边缘 ，S 上 疫 
有 項 点 。 4(S) = 4(S」)+ 4(5。) (Ss)。 


+ 


显然 
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A(S1)= Xx, 4A(S。) = ンク 2 チル 。 


4$) = ||aaez = | 


Da 


2 十 coeipg 
| dzd0 = 4X。 
T 0 


于 是 M(S)= x 0( 5 + 2 )。 为 了 得 到 质量 中 心 的 x 1 坐标 > 
用 公式 


;| | 10S 
い OXx 1 


MGS) ONS 2) 5 


3 题 
习题 1 9 来 liex,, xXx。，Xa)dS 的 值 ， 
N 


1. (Xi1, > X3) ニダ > S= { (> Xe, Xa)。XI 十 Xs 
+Xs= 1T，xi 之 0，x 之 0，xs 之 0 上 ， 

2. f(xX1, Xs Xa) = Xi S= {(X1, Xs X3) :Xs = Xi 
%1 十 2SS1 )。 

3。 (Xi1, Xz, Xs3)=xi, S= {(xi X25 XsD :NIX 
+Xi，1 委 xs: 福 2 )。 


、 x 
4。 f(xX1，X2。 Xs) う =Xi。 の 走 柱 面 X。 = -被 平面 xX; =0， 


xX! 二 2 及 X1= Xs 截 出 的 部 分 。 
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15, 
16。 


了 す (%」。 X22 Xs3)=XiXs, S= { (Xi, X2, Xa3) Xi 十 X3 
= 1。 0 Sa +2} 。 

f(X1。 Xp 5) モダ 」。 S 到 柱 面 XY ィ ー2 メ 」 キ を 2 テ 0 介 人 和子 箱 
面 X1 十 X2=X3 两 叶 之 间 的 部 分 。 

人 (X12 X22 Xs2= T， 应 用 xixXs 平 面 上 的 极 坐 标 (rs8)， 
S 是 在 瀑 线 r 一 0，0<6 扩 上 的 委 直 柱 面 ， 卫 以 xs 平 
面 为 下 四， 以 锥 面 X1+Xi=Xi 为 上 界 的 部 分 。 

了 (%」。 Xs X33) = XI キダ 3ー2%3。 S = {Xi, Xs Xs) ・ 
# 二 3 キメ ミー テニ g ， 

f(xX1, Xs Xa) = XI, S=3R, R= { (XxX, X2, Xs ) < 

Xi + 1 SSXaSS2 7 。 

习题 10 一 14 求 关于 指定 轴 的 惯性 算 ， 假 设 客 度 6 是 常量 。 
Sku 习题 3 中 所 给 ; X11 轴 。 

S$ 为 习题 6 中 的 曲面 ; Xi1 轴 。 

S 为 习题 7 中 的 有 曲面) Xs 轴 。 

让] 面 S 为 9R,，R= { (Xi %。。 Xs) :Xi+X +X を すぅ 
XiD0，x >0，xXxsD0 5 关于 Xx; 轴 。 

环 面 S= { (Xi X22 Xa) (WV x? +x Db) + x =a?, 

0 二 a<b}; Xs 轴 。 

[ 环 面 的 参数 表示 ] Xi=(b+acos qg)cos9,x。= (b+ 
COS の ) sing, Xs =asin の 。( の 0 の) に 【 も (の 6):0SS の 
SS2r7。 OS6S27 上 ] 
习题 15 一 17 求 S 的 质量 中 心 ， 设 6 为 常量 。 

5 是 习题 2 中 的 曲面 。 
S 是 习题 13 中 的 曲面 。 
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17. S= { (xi, Xo, Xe) :Xi+Xxi 二 = 402。 (x —a)? 
+ Xia 上。 
臣 在 曲面 S 上 分 布 有 忠和 荷 。 直 面 害 度 の 。 友 9 の 占 的 下 未 互 (9》 


= の 这 里 dpq 是 (Rs 一 S) 的 点 9 到 点 PE 5 的 距 


高 。 
习题 18 一 21 求 给 定点 的 E(q)， 并 设 p 是 常量 
18, S= { (x1, Xs, X32) :xi+xi= 1 ,0KXxs1}, 
q=(0, 0。 0)。 
19. S= {xi, X22, Xa) XiTXITXI = ) ぅ gq=(0,0,C)。 
(i) Ca>0: (11) a>C>0, 
S= { (Xi1, X25 Xs3) :xX 2 X24X =a:, Xs >0}. 
q= (0，0，C)，0<C<a. 
2921,S 是 习题 3 的 曲面 ，9 9=(0。 0。 0)。 


いう 
ーー 


$15*7 可 定向 曲面 


假设 S 是 -光滑 曲面 元 素 ， 其 参数 表示 为 

v (OPY = r(S。 1), (S$, りり U2D (15・57》 
这 里 卫 是 (S， 妇 平面 内 具有 分 段 光滑 边界 ?了 的 区 域 。 按 沦 光 
曲面 元 素 的 定义 ， 允 
于 某 一 含有 D UD 的 
区 域 G 内 的 (5。 お 。 
rs, Xr, 大 0 (图 15 26). 


nn 


f 
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定义 ”对 光滑 曲面 元 素 $S， 定 义 单 位 法 天 为 


rsxr, 


rox rl (S。 t)ED, 


当 S 是 一 肖 曲 面 元 素 ， 法 矢 n 是 (st 的 连续 函数 ,用 雅 
可 比 表示 , n 可 写 成 


X ぅ 。 % Xs。 ※」 NA 
n = rs eral (ss 一 人 ーー ee + 人- ーー Le, + 
上 ま 


义 19 X2 内 
/人 i ea (15・58) 
多 朱 曲射 S 史 一 参 数 表示 入 
vV (OP) = rs ， ti/)，(s ,1 ) ED’ UID’. 
那么 由 定理 15*21 的 人 b) 存 在 1 一 1 的 连续 可 微 变 换 
TS=O(S/。 どう)。 t=V(sS’, の )。 (s/, だ ど ) と で 7 。 
了 将 G 变 换 为 G/，T(D)=D'，7T(3D)=3D'， 且 有 
(OU(S/。 OD, Vd, =r Cr, VU), (57。 ど お) のり” 。 
以 S 的 第 二 全 参 数 表示 来 秦 定 単位 法 矢 n? 


, ， | Xi, X XxX;, X1 AN 
nm/ =— IF 。, ズ 『 ィ ,| 7( ジー 7 )e， + 人 2- - )e， 
. 馬 


(デー (15・59) 


で ぐ / 
诈 雅 可 比 相 乘 法 则 ， 由 (558) 及 (15*59) 断定 对 所 有 有 
PES 
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n^( ヵ の ) ニ Tn( ヵ ) 或 h7(p) = ~ n(p), 


s, + 


正負 号 依 了 (一 た ち -) 在 P/ UoD 上 是 正 或 负 来 决定 . 


定义 ”光滑 曲面 S 是 可 定向 的 志 > 3S 上 处 处 有 和 定义 的 S 
的 单位 法 矢 n，n 是 连续 的 天 函数 。 这 样 单位 法 矢 函 数 称 为 S 
的 一 定 回 。 
由 法 和 天 函数 在 S 的 点 D 有 两 种 取向 n(p) 或 -nmn(P)， 相 应 
的 可 定 阿 曲面 恰好 具有 两 种 定向 ， 一 种 定向 是 另 一 种 定 疝 的 
有 反问。 一 定 辐 曲面 是 序 偶 (S，n)， 这 里 n 是 两 种 可 能 定 向 取 
定 的 一 种 。 取 定 一 定 癌 曲面 仍 以 S 表 示 〈 其 反 定向 记 为 $_)》， 
如 采 F 是 S$ 的 光滑 曲面 元 素 ， 那 么 限制 n 在 F 上 ， 给 出 了 一 种 
定向 (FE，n)=F。 这 样 定 问 的 F 是 由 $5 的 定 癌 所 时 出， 
| 象 球 面 ， 椭 球面 ， 
环 面 等 泡 少 曲面 ， 直 观 
上 显然 地 都 是 定 癌 上 曲 
面 。 但 是 ， 的 确 存 在 不 
能 定 回 的 光滑 曲面 。 
(图 15.27) 所 示 的 葛 比 
乌 斯 带 就 是 不 能 定 回 的 
曲面。 这 一 上 出面 的 模型 
图 15・27 可 由 一 条 狭长 的 拖 形 纸 
定 ， 将 一 头 担 #180™ 
之 后 ， 然 后 把 两 闫 胶合 在 一 起 而 构成 。 莫 比 乌 斯 带 的 参数 硼 
示 为 
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1 


加 | 二 (0 十 1S10 7 


s)cosS (s, 1) €R, 
x,=(at+tsin3 s)sins (15・607) 


1 
Xs 一 {co S$ っ“ 


R= {(s, の 10SsSS2 ァ 。 hth}, 0 くれ の < 
为 了 求 莫 比 乌 斯 带 M 的 单位 法 和 撩 ， 首 先 计 算 


\ . 1 1 1,.. 
(そし 】 =(at+tsin3s)(cosss)(coss) + tsint, 


S。 7 / 2 
\ . 1 1 . 1 : 
J( つ > し) (a+isin 5S 人 COS 2 5) (sins) 2 tCost, 
J( モー ジー 2 ) = -artsin3s)sin gs 
s, + 2 


那么 
3 1 1 
lr xr :=(attsin 2S) 十 了 这 


r. xf， 不 为 0, 当 我 们 定义 n(s, 思 为 
nh(Ss，t)= |rs XT -ilr, Xxrss 


1 很 明显 n(s， 是 连续 的 。 
但 是 ，n(0，0)= el，『 
(2 ァ 。 0 )=ー@j, Ii(0,0) 
及 ( 2 x ，0) 是 R 内 对 应 M 上 
同一 点 的 。 变 换 (15*60) 把 
R 的 (0,，#) 及 (27X， 一 人 )， 


657 


hth 变换 为 M 的 同 一 点 〈 图 15'28) ，M 不 是 光滑 直面 
死 索 。 妇 二 铅 笔 牌 直 于 曲面 米 通 M 带 子 的 中 心 线 ， 铅 笔画 完 
,一 阅 之 后 回 到 出 发 太 ， 则 铅 绝 发 全 俩 问 ! 或 者 可 以 不 越过 边 
- 界 将 MY 带 各 处 着 色 《〈 即 原 和 矩形 两 曾 都 着 色 ) 。 象 这 种 曲面 称 
了 《 单 倒班 面 2 ， 单 例 岛 面 是 不 能 定向 移 。， 凡 酝 定 癌 的 曲 
它 的 法 欠 可 有 取 鳃 种 方向 ， 曲 画 有 两 他 称 为 《“ 双 侧 遇 
| ーッ 。 

若 放 请 曲面 元 素 其 参数 表示 为 

RCOP) = rGs， 日 ，(s， HO EDU?D, (15.61》 


边 a 因 为 
-被 定向 ， 我 们 说 DD 是 正定 
的 如 未 党 2 行走 忆 在 左 
边 (图 15*29) ， 对 这 一 是 
疝 记 为 ?D， 其 相反 定 回 记 
为 -2D， 
_ 疫 $ 基 一 定 向 曲面 且 其 
”定向 由 参数 表示 15*61) 所 规定 。 那 么 每 一 S 边 界 荆 的 闭 曲 
线 了 ,将 由 ?的 定 问 用 由 续 C 它 的 定向 疏 ， 这 里 了 节 古 C 的 
象 ， 当 C 是 正定 向 的 ,就 称 耻 是 关于 S 的 正定 癌 曲 线 ， 从 儿 何 
上 来 说 ， 胡 果 按 $S 的 正法 矢 n 的 方 向 妨 向上 的 方 向 , 浴 25 行 
. 走 曲 面 在 左边 ， 这 种 卫 的 定 同 大 
.正定 向 〈 图 15*30) 。 用 R。 内 的 
正 向 及 负 向 举 标 系 的 术 潜 麻 况 ， 
”车 t 是 35 的 正 向 切 和 拓 ，rn 信 重生 
于 t 且 取 S 正 法 撩 方向 ，b 寺 tn 图 15・30 
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相 悪 紳 且 指向 曲面 8。 那 久 t も 。b, nm 直 正定 向 的 江本 系 (n=: 
txb)。 如 条 ?及 2S 是 自 儿 条 闭 曲 线 组 成 ， 上 述 定 向 对 每 条 ・ 
曲线 都 成 立 。 

定向 则 面 的 概念 可 以 推广 到 分 段 沦 滑 曲面。 这 种 曲面 之 
上 有 边 绿 ， 因 此 不 能 定义 在 整个 幅面 上 的 连续 的 单位 法 天 
场 ， 但 是 分 段 光滑 曲面 可 以 划分 成 有 限 个 沦 滑 曲面 元 素 Fiy 
F,，…，F,, 每 一 地 面 元 素 可 以 定向 而 其 边界 能 导出 一 正 乍 
同 。 

定义 ” 恋 工 ; ;是 Fi; 及 Fj 的 公共 边界 ,Tj; ;难关 消 强 。 媒 
果 了 ,作为 saF ;的 部 分 的 正定 向 ,与 作为 3F; 的 部 分 的 正定 店 
其 方向 恰好 相反 ,这 一 性 质 对 所 有 工 ;成立 就 称 曲面 F 套 梧 定 
向 的 分 段 光 消 曲 面 。 定 向 曲 堺 元素 下 , 的 集合 形成 的 定 回 , 
定义 在 每 一 FF; 内 部 的 单位 法 和 撩 函数 称 为 B 的 正 的 法 天 函数 。 

国 15・31 所 示 的 曲面 基 一 分 
”上段 光 滑 可 定 辐 曲面 ， 它 分 解 成 为 

1 下 片 光 消 曲面 元素 、 所 有 FP; 的 

边界 强 中 仅 有 一 次 定 问 的 绝 组 成 
了 9F，32F 是 正定 癌 的 分 段 光 滑 
的 闭 上 曲线 .3F 也 可 能 是 空 集 ( 例 
如 S 是 立方 体 的 表面 时 3S 是 空 
集 ) 。 由 上 面 分 析 可 知 ， 如 果 一 分 段 光 消 明 而 按 某 一 分 解 它 
是 可 定向 的 ， 那 么 按 另 一 分 解 它 也 是 可 年 向 的 。 不 能 定 丫 蛙 
曲面 .不论 对 它 作 怎样 的 分 解 ， 都 有 茶 工 ; ;作为 9F; 访 2F ， 
盘 公 共 部 分 的 和 定向 是 相同 的 。 像 英 比 马 斯 带 残 是 如 此 。 

例 ” 设 S 呈 以 (0，0，0) ， (1，0，0》 ，(0，1，0)， 
(0，0，1)》 为 顶点 的 四 面体 的 表面 。 划 分 S 为 光滑 有 蛆 面 元 


659 


素 ， 对 每 一 曲面 元 素 找 一 参数 表示 ， 并 以 参数 表示 其 单位 沪 
矢 n (图 15，32) @ 


图 15・32 


解 S=S」US, US』 US,, 诸 S; 是 三 角形 面 。 取 り = 
{1 (5。 1): 0<S<1-t, 0gtxl} 。 


S$, 是 联结 (0, 0, 0) , (1，0，0) ， (0, 1, 0) 的 
三 角形 区 域 ， 其 参数 表示 为 
r(S, 1)= Se,+te,+o08s, (s, DED, 
钛 此 求 得 r, = @」。 『, ニ 62,『, メイ ィ ニー6。。 于 S, 上 n= es。 
S$, 是 联结 (1。 0, 0) ， (0, 1, 0) , (0, 0, 1) 的 
三 角形 面 ， 其 参数 表示 为 
r(s, t)=Se, +ttite,+(1—s—t)e8,s, {s, 1)€D., 


要 此 求 得 r, = @,-@。, ri 一 ez 一 6as FX ベー ビビ, + ビビ, +68,。 
-| _ 1 
于 是 n= jr, xr,| メロ ーーー 人 6」 十 6。 填 9。 7 


曲面 元 素 $,，S4 与 9 ,的 情况 类 似 。 
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Ss: r(s, 7)=76」 圭 Se@。。 n 三 6。。,(5,。 t)ED, 


O 4 8 『( S。 1)= se, 二 tea3， 6」。 ( 5。 t) ED, 


习 题 

习题 1 一 6 中 ， 分 段 光滑 (或 光滑 ) 的 曲面 9 是 给 定 的 。 
划分 5 为 光滑 曲面 元 素 ， 并 对 每 一 元 素 求 一 参数 表示 ， 伏 后 
用 参数 表示 给 出 单位 法 矢 函 数 n。 画 出 35 的 定向 。 ] 
1。S 是 核 长 为 1 的 正方 体 表 面 。 
2。S 是 以 (0, 0, 0) , (1, 0, 0) ， (1, 1, 0) , (0。 

1。 0) ， (0，0，1》 为 顶点 的 校 徐 。 
3. S= {(X1, X:, Xs3) :xi+Xxil+Xi= TI，xXs 之 0 上 |， 
4. S= { (Xi, Xs, Xa) :Xi +xi—xi=0, 一 1SSXsSS1 


5. S=S8S, US,, Si/= {(%,, 2。 XaD X11 +4x2+X3= 12, 


0 XxX， < うっ), 


S ,= し ( そ 」 Xs, Xs): Xi + X= 12, 


6。S= { (xX」, XX,» Xs ) ・ ly。| ー ダ 1 十 %2。 ー- 1s<Sa SS1}) 。 


\7 这 M 是 莫 比 饭 斯 名 |; 1 二 (1 士 5 sin3s)coss, 


入 2 二 (1 十 tsin3s)sins, Xs 二 tc0s 3 


66 


《 S, 


1) ER= (は 、 の り の:OSsS2r。 Ei 


1 、 
2 2 ; 


把 及 划分 成 了 个 等 大 的 矩形 带 ， 并 证 明 与 这 每 一 小 给 形 

玲 邮 要 对 应 的 部 分 是 一 光滑 是 面 元 素 。 以 下， 表示 第 让 

个 与 名 1 企 曲面 元 素 的 公共 边界 。 按 凡 的 这 一 分 解 证 明 M 
天 非 定向 的 。 


$15*8 斯 托 克 斯 号 理 
格林 和 定理 建立 了 两 变量 函数 沿 2 也 的 积分 与 这 琐 数 的 号 


数 在 内 积分 之 间 的 关系 。 斯 托 殉 斯 定理 是 格林 定理 由 平面 
区 域 到 出面 的 推广 。 设 5 是 R; 内 一 光滑 定 问 曲面 光 泰 其 边 客 
为 3S， 而 \ 是 定义 在 SUaS 上 的 矢 函 数 。 斯 托 克 斯 定理 建立 
cnrlv。 n 在 曲面 S 上 的 积分 与 v 在 S 的 边界 上 积分 之 问 的 等 


式 ， 


数 走 


(5。 


没 $ 的 参数 表示 为 

r(s, 1)= Xi(s, t)e, +X2(s, 1)e, +Xs(S，t)8a。 
(s, りこ とり, 

り 基 ($。 の 平面 内 前 有 界 区 域 , 邪 久 其 正 的 単位 法 天 函 


ー て ん て ~ 
= |rs xr 一 (ee, (te, 


X.,。 X2 
ee 
s, + 3 


设 v 是 一 连续 矢 场 ， 它 定义 在 5 上 ， 在 坐标 系 下 
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2 


V(X1, X22 Xs)= U(X X25 Xs)€, 
すり 2 て (X」。 X29 Xs )8, + UXI, > 3。2@。。 


由 S$ 是 光滑 曲面 ， 数 量 积 v*n 在 S 上 连续 ， 直 接 计算 之 ， 得 


ven= [|r, xr CT (Ti 一 ) ょ 7 (で テー 一: 
a \ Se 5 f 
+ |. 
~ §, 5 


定义 lnes | (15.62) 


5 


称 妨 矢 協 在 曲面 元素 S$ 上 的 曲面 邊 分 。@5 投 
GS= |ryxr, dA,; 


计算 ，dA,; 是 平面 区 域 DD 的 面积 元 素 。(15*62) 之 积分 


中 n dS = | Cv,J (Ear ) + (づか) 
」 S。 と ん \ 5。 {? 


さ D 


+ v1 (<1 2 ) |a4。 (15・63 ) 
$s 


注 积分 (15$2 应 当 与 S$ 的 参数 表示 无 大 ， 其 定义 才 是 合理 的 ， 设 rm 
Cs PD, C1 ED, 是 S ぎ 的 男 一 参 数 表示 , 根 据 定理 15・21 存 在 一 光 消 的 1 


一 1 的 变换 
s=U(s’ ,tt), t=V(s’,t) 


reUCs’ どう 。 VCS’,t))=r(s, ぢ ) 
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技 雅 可 纺 乘 法 法 则 ， 及 积分 变量 替换 公式 ， 并 注意 到 ， 当 旦 仅 当 了 (FF ) 
>0 時, r.(S* どう) 与 r(s, 的 给 出 S 的 同样 定向 .因此 于 (15.63) 中 以 CS' の ) 


代替 (s. り 在り , 上 取 积分 便 得 出 用 参数 (sf ,ft ) 表 示 的 es 


$ 


| | ras 和 与 s 之 参数 表示 的 这 到 无 关 


如 采 S 是 分 段 光 滑 的 ，5 能 表示 为 有 限 个 光滑 曲面 元 素 - 
S19 S,…5S;, 的 并 ， 那么 定义 | 


ly ndS = ゞ | [venias, 


1 
¥ 


若 ?S 是 由 有 限 条 光滑 正定 向 的 狐 C，C:，…C, 所 组 成 
的 ， 而 v 是 定义 在 Rs 内 含有 2S 的 一 区 域 上 的 连续 矢 场 ， 定 . 
义 


为 了 建立 斯 托 克 斯 定理 ， 需 要 以 下 两 个 引 理 。 
引 理 15・6 设 $ 是 Rs 内 定向 光滑 曲面 元 素 ，S 的 参数 表 


eal 


rr(s,t)= Xi(s, t)e |, +X,(s, 7)6。 + Xsls, t)e ss, 1)€ 
D UaD， 其 定向 与 5 定向 相符 合 ， 设 v 是 定义 在 含有 SU35 
的 开 集 G 上 的 连续 矢 场 ， 对 (Xl，X2，Xs)EG 
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Vt , 。 Xs Xs)=U,(X,, X25s Xs )6, 


+U(Xs Xs Xa) +U(XI, Xs Xs)@。。 


那么 
| 一 1 dX の > 2。\ 
| a | 区 2S 98 28 )as 
38S 2 の 
| 2X 」 2X， 2X 。 ) | ， 
+( 2 + dt (15・64) 


正明 仅 对 ?D 是 一 条 分 段 光滑 闭 曲 线 的 情况 证 明 引 
理 ，2D 是 几 条 这 样 曲 线 的 一 般 情况 容易 由 此 导出 。 设 2D 的 
参数 表示 为 

S= Ss( て )。 t=1(T7), SS て ちり 。 

-那么 方程 

X」 デニ X」[S( 了 て)。 (て )], xX, = xX, CSCT), t(T)), 

Xs=XsCSCT), i(T), JgSS て くち 。 
是 as 的 一 参数 式 。 运 用 微分 的 链 法 则 求 得 


dr=(dx,)e, +(dx,)8, +(dxs)ea 


3x, ds x, dt | 
= | 一 + qre, + 
| as dr at dr : 


[2 ds 」 9X, et | dre,+ 
es dr 2f dt 


2X。 ds 2X。 dt | 
十 ーーーー |dre 
| 9 ゞ GT at dt 
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引 理 要求 之 (15*64) 成立 。 
引 理 15・7 设 DU3D 是 (s，t) 平 画 内 的 有 界 区 域 ，f 是 
在 含有 DUsaD 的 开 集 G 上 的 光滑 函数 ， 那 么 存在 一 国 数 序 


2 の 
le, か ， n= 1, 2。 の の 都 是 开 集 . 


の / 


列 て すす ， 使 f,， 


G 一 DU2?D 上 的 光滑 函数 ,并 且 当 ~>coe 时 在 了 2?D 上 fj- 


9f, 2f 31，_ 收敛 是 一 致 的 
9 f ° 


292s 9c 2; 3 


引 理 16.7 是 第 十 三 章 中 的 定理 13*11 推 论 2 的 直接 推 
论 . 

设 Y 星 定义 在 Rs 内 的 区 域 G 上 的 光滑 和 拓 场 其 坐标 表示 为 

V (XIXoX3)=U) (Xl, Xs Xa3) el 二 1 (XI, Xs Xo) 


@ 。 十 り 。(X」。 X22 Xs J6。。 (15・65 ? 
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我 们 知道 early 是 G- 上 的 天 场 : 


の のび 。 du dy 可 
cnrly = (2 < )e， + (Be — 3 )e。 


2x。 2X。 2x。 2, 
/2 の 9 の 

+ (2 - ラー )e。. (15*66 か 
2 


定理 15.22《〈 斯 托 死 斯 定理 ) 设 S 是 一 有 界 的 、 闭 的 、 
定 回 的 分 段 光 滑 的 昌 面 ， 而 v 是 在 含有 SU35 的 R, 内 的 区 域 
上 的 光滑 天 场 。 那么 


[kerors= [ rar (5.67) 
正明 ”首先 假定 $ 是 光滑 定 回 幅面 元 素 ， 人 而 "的 分 量具 存 - 
连续 的 二 阶 导 数 。 由 引 理 15.:6 的 (15.64) 式 导 出 


の 。 Dx 
vadr = ceo ーー と + 一 + も っ 795 


+( Ua 「 むり? ーー + Us < aN. 


对 上 上 式 右 喘 积 分 应 用 格林 定理 ， 并 自 链 法 则 


ds 
3 了 
-| Ev | 4 
gt の で § 
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3 
一 の 1 
| _ コ 」 L 2X ; Em ra i a 
で の か gx ーー - 22 ) 
; 97 25 + 
さ 


9 わり 
一 っ 3 の り 。 っ 
Xx Fx 7( 2 YY 3 dU 
一 一 Bx ー + ドド 1 の 
,1 2%。 JJ に 
3 2 1 /* で 2 
- き 
4 


4 1302 Ui (Eat 
va J 'X1X | 
1 2。 / ( に 1 ) 
円 S | 」 


= Ccnrlv)・nJ lrs xri| 
$ #| e 


于 是 
是 据 曲 面积 分 定义 的 〈15'53) 式 。 有 


| ve dr -ceo nllr, xri| dA 
# si 


32 


= ll curlv)・nGS。 


に 
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如来 r 的 分 量 x;(s。 t), X2(s, t), ss(s, ti), 不 具有 连 
续 的 二 阶 导 数 ， 它 们 仅 在 含有 D U3D 的 开 集 G 上 连续 可 微 ， 
那么 根据 引 理 15*7， 存在 { Nin }， レイ ) ， { 。。 } ， [24 


们 连同 其 各 偏 导数 一空 e_-，-2X24 ，.. 4 都 在 G 上 是 


os at 


光滑 的 ， 且 当 2~ 一 co 时 在 了 DUa3D 上 分 别 一 致 收效 于 xi，xs， 


xs 及 其 相应 的 各 偏 导数 -z-，-22，…，- 3。 根据 上 面 
的 证 明 ， 5.67) 式 对 六 n 成 立 ， 而 收敛 又 是 一 致 的 ， 记 
以 (15,67) 对 其 极限 函数 保持 成 立 ， 

最 后 ， 若 $ 是 一 分 段 光 滑 的 定向 曲面 ， 它 是 分 段 光 滑 定 
问 曲 面 元 素 $; 的 并 S, US;U…USi，I1; 作 为 S; 与 Si 的 夫 
辣 边 界 弧 由 Si 及 $, 定向 所 决定 之 下 ,的 定向 相反 。 这样 35 


一 グ 2S ,。 于 是 


二 


| cenriv ndS = マ | vedr = | vedr。 
J 


i=1 2325; 2S 


推论 ” 设 S 是 一 有 界 、 闵 的 、 定 向 的 分 段 光 滑 没有 边界 
的 曲面 ， 而 v 是 定义 在 包含 S 的 某 开 集 上 的 光滑 天 场 。 那么 


lf curly)endS = 0. (15.68、 
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下 面 的 例题 说 明 乍 样 把 在 Rs 内 一 曲面 上 的 积分 化 为 平 
i 面 区 域 上 的 二 重 积 分 ， 

例 1 设 R; 内 的 区 域 R= { (x1，X2,X3) :XITXS1 0 
Xs 二 XI + 2 } 。 5 起 胡 的 辺 夫 。 箇 V(X」。 2。 5 2 ニ 2 X18) 
ー 3x:ey +Xses， 求 积分 值 


| |venas, (15・69) 
い 


x 这 里 n 是 单位 法 天 ， 其 方向 龙 册 
(1. 0.3) S 回 外 〈 图 15。33) 。 
| 解 S 是 一 分 段 光 消 田面 


(-1.0,1) | S$; レー 如 图 15*33 所 示 ， 把 S 分 为 三 个 36 
| 1 滑 上 曲面 元素 < S$, 的 法 天 是 C3, 
Sn 
15・33 Xa = 0, 那么 || NdS= 0 。 因 
さす 
为 5 ; Xs =Xi 十 2， 在 9 上 
n= ーー (—6€,-+-€。) 
V .n= te 一 2 XI 十 Xy 1) = ——--( ー ズ 」 十 2 ) 
~ 2 
dS= 2dA.,. 


这 里 dkA, ,是 (S,i) 平 面 上 圆 盘 D= {1 (391) :5 +i? 全 11 的 
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面积 元 杂 ， Ss 的 参数 表示 为 ; Xi 一 SS X=1, Xi3=S+ 2y 
(ss 1) と の 。 有 


|| venas =| ーS 填 20d4., ニ 2 ク 2 ァ 。 
SW 已 

为 了 计算 在 S, 上 的 和 积分， 选取 柱 面 坐标 系 ， 

X= COsS, X,= Sins, Xs=t, (sy, DED,, 
D, {(s, OD: -XSCA， 0 二 2+coss } ,在 S, 的 外 法 - 
大 n= (coss)e, +t (sins)e, ,MMiv:Nn= 2c0Ss°s ~ 3sS1n°s, 
内 此 

|| mes = lk 2 coOS:S— 3 Sin*s)dA,, 

1 


) 各 Di 


下 2+coss 
= | | (2-5sin*s ツ dids= 一 27, 
一 总 
最 后 
| vendS= | vends= 0 +2 ヶ 4-2 ヶ =0。 


Si USllsSss 


例 2 验证 斯 托 克 斯 定理 . 设 V = XxX,8| +X38, 十 X183, Oz: 
是 例 1 中 S$ 的 侧面 S$,，rn 指 问 外 ， 
解 S, 有 的 边界 25， 出 圆周 C1 = { (Xi， 
4 Xs， Xs) :xi+xi= 1，x=0 及 顶 贺 骨 ， 
に ， C= { (Xi, Xa Ka) CR + Xi = 1 ,Xs 
ーー -=x,+2 } 组 成 、C1!，C; 如 图 15"34 所 示 的 
所 15・34 定 问 。 对 S, 了 到 柱 面 坐标 ， 
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S:= { 《X1 9X25Xs)，Xi = C0SS, Xe = Sins, Xs ニム 
(Ss, ) CED, } 
D, = {(s, 1): -AIEEEA, 0K1tS2+co0ss}., 


把 5S, 分 解 为 两 个 沦 滑 曲面 元 素 ;: 

对 应 于 xs: 之 0 及 xs 和 0 的 S: 的 部 
分 。 那 么 相应 地 D ,被 分 为 如 图 
15・35 所 示 的 s 之 0 及 s き 0 的 2 

;两 部 分 。 之 所 以 必须 作 这 样 图 15.35 
的 划分 ， 是 由 于 Dj 一 5S; 不 十 1 一 

1 的 ，s = Xx，s= 一 XA 对 应 着 S$, 上 同一 曲线 。 算 出 


2。 x Xs, XX ， 
7( 3 ) = coss， (も 1 ) = sins 
S。 { $。 + 


X 1， za ) = 
1 s, 1 ツウ 


n=(coss)e, +(Sins)€,, 


CUTIV= ニ ー@」 一 6。ー6。。 GS =94.」。 


于 是 
|| Ceurlv nas = | | ( ーcOoS9 — sing)dids= ー ル 。 
] (15*70) 
沿边 界 35 的 积分 
| va = | vedr 一 } vedr. 
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仍 用 柱 面 坐标 ， 在 C: 上 

V= ニ (Sins)e, 十 (coSS)@。。 

dr=[(-Ssins)e, +(coss)e,Jds; 
在 C: 上 上 

v=(sins)e, +(2+coss)e, 土 (coSSs)@。。 

Gr ニ ト [一 Sin$)6」 十 (coSS)G。 十 (一 SinS)@。]9S。 
作 数 量 积 v*dr 并 积分 


本 


| wg = | (- sins)d5 ニ ー テ 。 (15・71 ず 


Ci 1 


| vedr = | (一 Sin^9 寺 2cos9 り +coS^9-Sin9cos9)g9 =0。 


ー し ョ 
(15・72 か 


综合 5・70) 。 (15<71) 。 (15・72) ， || venas = | vear 
S #5 
成 立 。 
习 题 
习题 一 6 计算 | | ngs, S， 按 指出 的 定向 。 


+ 


Y= (XxX,+1)8, 一 (2%。 二 1 )@8。 十 X。 @。 SS 下 以 (1,0,0) 多 


1 。 
(0，1，0) , (0。 0。 1) 为 顶点 的 三 角形 面 n 指 向 为 
和 网 原点 。 

2。 V=X,@」 す 6。 寺 Xa6。j S= {(XioXayxXs) :XI 十 Xa =: 


2MXa9 《Xi 一 1) 上 3 1 } » hn 按 n*6s 汪 0 定向 。 
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de V=XiG), t XC + X63; S= ( (XIX2sXa) XIX > 
X35 1SSaSS2 7 。 
h*e。 0。 


A, V=XiX26」 十 is6。 二 2X。B。 ょ 』 S= { (XXXa ) 。 えき 


1 
=2 一 XI 2X3SX 二 Xi ， 


n*ei>>(0。 
5 V テ 26」 オ 486。 一 Ga: 95={(xiyxy xsa) :Xi = 工 一 
X1, O02 RK, X10 }， 
nxe」 >0, 
6。 V= ニ 2Xi」@」 一 2@ ぅ 3Xa9。』 S= (XaXa ,X33) Xi = Xi 
%X52 ミ ミキ ー」』 テッ 0」。 
mx@」 ジ 0。 
习题 7 一 12， 验证 斯 托 克 斯 定理 。 
7。 V=XxX3ael+Xierz+Xesi S= (XI X2yX3) ,Xs = 工 一 
Xi 一 X2 メ ュ 0 上 ， 
nx@s ンジ 0。 
8。 V= ニ X?26」 十 2 せ 。 一 2X1X383; SO= (を 5 っ 5) Xi 
+X2 寺 % ニ 1。 % ュ 2 グ 0) 。 
nse。 0、 
YQ, V ニ = ニー シ z%seaj) S= {(XisX2yX3) TX TX + XI = 4, 
3 キダ 2 ッ 1) 。 n 指 向 球 外 侧 ， 
40,。V= 一 Xa6, 十 X89; 5S 是 柱 面 坐 标 系 下 的 柱 面 ，rY=0， 
0<<9 <5， 以 平面 Xs 一 0 为 下 界面 ， 以 锥 面 xi + x3 =X3 
为 上 界面 ， 对 9 >0， n・@』 ジ 0。 
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11。 


12。 


13。 


14。 


15 ， 


17 。 


V ニ 26」 十 %。9。 Xi8s; S= { (XX22Xs) 2 X3 = 4 - 
X1，X1 之 X2; }， 

hse」>0。 
V ニ Xa@e」 一 ie6。』 以 柱 面 坐标 给 出 的 柱 面 /=2+ cos@ 
在 平面 Xia =0 以 上 及 锥 X3 =X1+X2 外 部 的 曲面 中 从 枉 
面 指 向 外 例 。 


习题 13 一 15, 运 用 斯 托 克 斯 定理 计算 | vodr.235 按 5 定向 。 
s 8 


V=r 3r,， Tr 二 X161 十 X28, 二 Xs63。7= |1| ;SS 是 例 2 中 
Sz 

V= (eSinX;,)eél+(e*1cOSX,— Xs)86,1+X283; S 是 习 
题 3 中 的 曲面 ， 


V= (Xi+Xs)e1 t+t(X1+X2)8 +(X, +X3)8s, S= (人 (X1s 


X2,Xs): Xi1+X2+X3=1, (ef)5 ) ，0n 指 向 球 
面 的 外 饲 。 

设 S 由 X3=f(X1, X2), (Xx1, X2)ED= {xXi，Xa) 3 Xa 
+X2SS1 ) 给 出 ，f 是 光滑 的 ,而 Y= (1 一 Xx1i 一 x2)W(x1， 
xyxXs)，W 是 定义 在 含有 8 的 开 集 人 上 光滑 夭 场 。 证 明 


cariyxnes =0。 


设 V= (Xel+TXsey 十 X1863)， r= XieGi 十 X2e2 十 
Xab3, ?= rl 9 是 球面 ‘(X19X2sX3): Xi 十 Xia 二 Xi 一 
1) ，n 指 向 球面 外 仙 。 

1 正明 | csrlv)xngs = 0。 


ーー 


3 
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18。 彼 光 消 曲面 S 有 柄 不 同 大 数 表示 。 
「(5。 7 うけ 。 (5。 ft)ED, rils’, どう)。 (587, どど ) と の 」。S 上 
信义 一 光 浓 和 拓 场 。 求 (cturly)en 对 于 两 参数 表示 之 间 的 !- 
“19 .M 为 英 比 乌 斯 带 。 对 这 一 曲面 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 何 处 
将 受到 破坏 ? 


$15・9 发 散 量 定理 


本 节 建 立 格 林 定理 的 男 一 推广 一 一 发 散 量 定理 。 这 一 定 
理 确定 一 Rs: 内 的 三 维 区 域 上 函数 导数 的 积分 与 在 边界 上 积 
分 问 的 关系 ， 

设 vV=ViCxXixXayXas)8I 二 UVUz(XIX29Xs)8B2 十 Us(CX19X29 

xs)86s 是 定义 在 Rs: 内 区 域 B 上 的 矢 场 。 已 经 知道 divy 确 


29」 ， 29。 | 929。 


divy = 
2 9X2 9X3 


发 数量 定理 是 证 明 公 式 


[|aivvav= ||vnas, (15s73) 
E 2 


这 里 3E 按 选取 n 为 由 3E 指 向 E 外 的 定向 。 先 建立 《15*73》 的 
特殊 情况 ， 然 后 证 明 一 般 情 况 下 公式 成 江 。 

引 理 15・8 设 D 是 (x;,x;) 平 面 上 具有 光滑 边界 的 区 域 ， 
f : DU3aD-~>Ri: 是 分 段 光滑 函数 ， 定 义 

E= {(xXiyxXoyxX3s) (X19X2) ED, ca て を うす っ 
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“为 常数 。 


V (を > ダ 5 っ 5 78 3, 
ーー グル 


4 及 2 在 Rs 内 包含 EUsE 的 某 开 集 上 都 是 连续 的 ， 那 么 


| |aivvav= venas, 
E aE 


n 是 由 23E 指 向 E 外 的 3E 的 单位 法 天 ， 
正明 出 divv= 多 因而 


の 

. 9 

laivvav= il dV 
。 8 
EE E 
f (ix; xa 
-| 2 dxs aA, Fg 

D Xs 


| { uCXi Xasf Xi 2 I UX 1 X25 62 す 9 人 4 rs 


(15・74) 
表示 9E= Si US,USs。 其 中 Si 
是 在 xy = c 平 面 上 与 D 全 等 的 区 
域 ，S, 是 2E 的 柱 侧面 而 $s 和 是 a nse 
良 应 于 Xs = 了 (xX1,X; 25 (X13X2) ペペ 
ED 的 曲面 (图 15,36) 。 下面 
正明 (15・74) 之 左 问 等 于 


vends, 
Si USs USs 
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党 S_。 n 王 (xi) 平面 和平 行 。 那 久 hn*e。=0。 在 Ss 上 上 
有 vn=0 因 而 


[|venas=0, (15*75) 


Sa 


党 S$, 的 外 法 天 显然 古 一 8，， 所 以 


[venas= uci ras dA x (15・76) 
D 


对 于 Ss， 单 位 法 和 天 函数 为 


2f 9f 


有 一 ae 一 
L__. | mm 


6 
2X」 ! 92%。 


we 


2 


因此 


(fvenas= | Nucxi ,xs s(x1 ,Xs)IdAxi xX. (15*772 
DD 


| 


把 〈15.74) 与 (15.75) 。 (15.76) ， (15*77) 相对 下， 


便 
川 smyey 


- | 1 [っ ダッチ (5 フ コ ーk(X っ 5 っ C2 } TA ざま 


D 


Bl .nds | vnas + | vnas 


に Sa 


am 
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IE 


和 区 


引 理 15.9 设 V= wi(Xx1,X,,X3)e. 十 了 2(X15X39X3)82， 
D，f，E 的 条 件 习 引 理 15.8 所 设 相同 。41!，w, 是 包含 EU3E 
的 东 开 集 上 的 光滑 函数 。 那 么 


(evw - [frenas 


这 里 n 是 由 2 瑟 指 问 E 外 的 ?单位 法 天 。 
延明 定义 U 1(x1,X, 。 3 )。 U ,(X1,X, ,Xs 2 


U (Xi1,X, ,Xs)= -| 41( 555707。 


U 2(X1,X, xa) = | ae: XxX,,t)dt, 
此 外， 定义 


9 の 
W=U。@6」+ び j@。。 Us=— 2, 


9X1 2X， 
u= 一 Leas。 
\ aU 
显然 w 是 光滑 矢 场 而 U。,，-204 都 是 连续 的 ,因此 
3 
curl w= — rete,+( oU, ー 90 ， jea 
2X3 2X3 2X1 29? 


=U1(X1, XsX3 EL1 tH (X19 Xs Xa es. 一 Us@。 
=V 十 1U。 
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」 9 2 2 ， 
divv= ご と し -< =- < = -divu， (15・78 ) 
2 」 2。 2。 


因为 aB 是 分 段 光滑 且 没 有 边界 的 曲面 ， 由 斯 托 克 斯 定理 的 
“推论 可 知 


jcerw AOI +U)・nds=0。 


对 u= -Uses: 用 引 理 15,8， 有 


vends= 一 iunds= 一 111divudy 。 15・79 
中 
把 15x78) 代入 (15・79) ， 便 得 引 理 的 结 采 ， 

下 面 对 于 相当 广泛 的 一 类 区 域 ， 建 立 发 散 量 定理 。 

定义 Rs 内 区 域 E 称 为 正规 的 寺 >(1)3E 由 有 限 个 分 段 
光滑 的 曲面 组 成 ， 每 个 曲面 没有 边界 ; (it) 在 2E5 的 毎 條 点 p。 
可 引进 以 p 点 为 原点 的 箔 卡尔 坐标 系 ， 在 这 坐标 系 中 有 一 柱 
形 域 の 。 = {(xixiyxs) <( テ > XxX.)ED, oo < ws て 
+ co 也 是 xs = 0 的 平面 上 含有 
原点 的 区 域 , r 具 有 和 竹原: 荆门 
3E 可 以 表示 成 Xs = f(」> Xs ) 
《x1， XxX,)EDUaD 抽 由 面 ， 和 且 
1 是 分 段 光 滑 的 (图 15.37) 3 
(iii) 集 有 = (Xi Xz Xs) < 图 ”15.37 
《Xx1,X;)ED, CE Xi, 
Xi ) } 对 某 一 正 数 C (依赖 于 点 D) , 整 人 外地 包 谷 在 F 之 内 。 
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注 、 知 导 B 是 正规 区 域 ,那么 2E 上 除去 面积 为 零 的 有 限 多 条 弧 上 的 点 之 外 ， 
a 的 其 这 任 一 点 p 是 3E 的 光 沿 曲面 元 雪 的 内 点 .过 这 样 的 p 点 作曲 面 的 法 线 ，P 点 
在 该 法 线 上 的 邻 域 被 p 点 分 为 两 个 以 p 点 为 共同 端点 的 线段 ， 两 线段 之 一 落 在 瑟 
内 ， 男 一 线 妖 则 在 E 外 ,此 外 ， 当 Pp 在 2E 的 光 汝 曲面 元 素 内 变动 时 ，n(p) 连 续 地 
变化 . 

定理 15.23( 发 散 量 定理 ) 设 E 是 Rs 内 的 一 闭 的 有 界 正 
规 区 域 ， 而 是 在 售 有 EU3E 的 某 开 集 G 上 的 连续 可 微 的 拓 


场 , 那 么 

[famar =ffrenas dm 

这 里 4 是 由 2E 指 向 E 外 的 单位 法 矢 函 数 . 
证 明 ” 按 正 规 区 域 的 定义 ， 对 每 一 点 €3E 有 相伴 的 八 
标 系 及 一 柱 形 区 域 T。 以 了 ,表示 本 的 界 于 一 c 近 x; 达 ce 的 部 
分 (这 里 c 是 正规 区 域 定义 中 的 依赖 于 p 的 常数 ce) 。 对 于 瑟 
的 内 点 5， 引 进 以 p 点 为 原点 的 坐标 系 及 其 楼 平行 于 坐标 辖 
的 立方 体 F,， 且 T,CE。 显 然 族 { FT,} 是 EUasE 的 开 覆 
益 ， 因 为 了 UsE 是 紧 集 ， 存 在 有 限 个 卫 ，， 了 和，…， Ts 
覆盖 了 B Ua 。 如 加 格林 定理 证 明 中 所 述 的 那样 , 据 8 13.3， 
ご 上 的 C* 美 前 単位 分 解 の > P25 の ラウ の ョ 每 一 9 ;在 
G 一 ,上 为 零 ， 这 里 FP, 是 TT; ;内 的 一 紧 子 集 ( 参 者 $15・4。 
习题 14) 。 乍 义 : 
Vi= OiV, 1 二 1，2，3，… RH. 


每 个 v ;是 在 G 上 连续 可 微 的 矢 场 。 在 G-PF; 上 上 等于零， 而 
v - 立 ，， 因 此 只 要 对 每 一 ;建立 结果 就 够 了 。 首先 假定 
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了 i 是 E 胸 内 所， 则 了 ,满足 piE FiCT ICE， 而 V， 在 
3 了 3 上 成 为 零 。 因 此 由 引 理 15,9 


(favav -fffaiwsav = 人 ware 
E Py "fs 
而 由 于 在 23E 上 VY; =0， 有 


[ka-e mf faivw, ev = fy,enas=0. 


# 五 E a EE 


于 是 对 于 这 样 的 v，( 相 应 于 B 的 内 点 p; € 工 ， 的 ) 定理 结论 
成 立 。 现 在 假定 pi €3E。 定 义 B;= 丁 ，, [站 E, 那么 在 下 述 三 
集 上 都 有 Y; =0: (i) 巨 -Bi (ii)3E -7;， 这 里 7Y;= 2 人 
Ps (iii)3E; 一 ?+;。 内 E; 是 引 理 15*8 那 样 的 区 域 ，vY; 可 看 
作 引 理 15*8、15*9 中 那样 的 矢 之 和 ， 据 引 理 15*8 及 引 理 


15・9。 有 
JJJawwav JJ ,dV = 中 .nds 
= [venas=) venas. 


7 . aE 
+ 


”综合 起 来 ， 定 理 对 所 有 v ;都 成 立 ， 于 是 
Fldivvav =|||( > divev, jay =||( > V :・ n )ds 


682 


=|| vnas. 
> 
定理 获 证 。 

例 1 设 区 域 E= { (xi,X2s,Xs) 1I<xi+xiTxXs<s9j， 
r=X181+X,6, + X96, 而 Vv =7 rr, 7= |r|. 验证 发 散 量 
定理 ， 

解 区 〇 , ニ { (XisX2sX3) xi 十 X3 十 X3 1 十， 


S, = {(xiyxayxs) :xi+XTX3=9} 


S,。S。 的 n 都 取 由 曲面 次 向原 点 的 方 向 。 那 久 


eres eens Jeers 


2 Sa ら 1 


究 易 外出 divv =0。 因而 | | | divvav =0. 在 Si 及 S。 上 n= 
E 


venas— | | venas = A(S, ) - 4(S1) = 0， 


a S」 


例 2 设 E= {(xi;xayxXs) 3 X1+X2< 1 0<<xs<xXi 十 


ー」 1 
2!。 皿 v= 二 (fxDe」 + F(X + + っ (Xx3+ 


xixs )es 。 使 用 发 散 量 定理 计 算 ]| nds. 


解 ”算得 divv=xi 二 Xz 十 Xs， 以 FE 才 示 单位 圆 盘 区 堪 。 
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据 发 散 量 定理 


[fms 


SE 


= le + Xs+ Xs)dV 


£ 


1 x 十 了 
=|| [CX1+X2) Xs + 7X3]。 dArx, \』 


F 


= 
9 


[2x，(X1 十 2) 十 2xX1 十 4Xi 十 (x+4X1+4))dAx, «i 


eo, 


1 27 
= | (sxi+40d44: x 3 = 了 | | (3727cos^9+4)7d7d び 
有 0 0 
_ 19 
一 8 Ta 
习 题 
习题 1 一 8 通过 计 工 laivvav 及 venas 验证 发 
E a 
散 量 定理 。 


1 V 一 XiX 81 二 XzxXsez 十 XisX183; EE 为 以 (0，0，0)， 
(1, 0, 0) 。 (0, 1, 0) 。 (0, 0 1) 为 顶点 的 全 


面体 。 


2 。 v ニ 76」 一 26。 十 3 已 ={TCxiy Xs,X3) » Xi + xX? < 
4，0<xs<2 } 。 
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Vy =2x161+3x,6, Tt 4x36s; E= { (Xi Xs, Xs) Xi+ 
2 上 %3 て 4) 。 

vVー ン fe」 上 26。 寺 36。』 E= { (2 ,Xs) *%2 ぐ 2ー 
X 1 0<<xs<xi 上 。 

V==Xiel 十 Xe 十 Xa6as E=E; HIE:, Ei= を すま し え を 
x。) 5 キン 1 ) 。 E,={(X1, 5 っ Xs ) < Xi 十 X2 士 X3 
< で ご 4} 。 


ッ ー ニ 1G」 一 2X。6。 + dXs6s; E=E!'\E,,E!= { (X」>X2 > 


Ya) 。 2 て XK } E, = { (X12X2 Xa XILA— XI } e 


1 
ャ ニー ィ 3(z。G」 キ Xi6。 + Xes), 7 一 (Xi 于 X3 十 X323 
已 一 1 (X1,X,sXs) 。 1<x?+x?+Xxi<4} @ 


マーニ 18」 十 2 十 ダ 。Bss E=E, NNE», E,= { (xX, Xs 


xy。) 1 2 寺 て 4) ぅ 万 。 = し (」 ぅ > Xa) Xi 二 X3 一 X3 


>1) ， 
月 发 最 旺 定 理 计算 己 题 9--11 中 的 | | vvngs。 
"EE 


~ Xe el + (xX, —2Xs3e ! )82 十 (XI1CE :~ Xs es 


“で 


工 
E= { (XX22%s) 。 CUx3+Xz)2 一 2]2+X3<1T+， 
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10、V ニ Xi6」 寺 26。 寺 36。) E= 1(X」 う 521 人 hE 十 
%3 ぐ 1 。 
11。V= ァ ie」 26。 二 26。。 E= {(xXiyxyyX3) Xi 二 X2 < で 
1。 0 ご x。 ぐ x」+2}。 
#12. 设 是 Rs 内 的 正规 区 域 ,u,v 分 别 是 会 及 U3E 的 开 集 
G 上 的 光滑 的 数量 场 、 光 浓 矢 场 。 
证 明 


| | |udivvav ー lw nds 一 | radr )・VdV 。 


』 3 EF 


_ 13 了 殖 及 C@ 同 习题 12 所 设 。 U, gradu 及 v 在 G 上 光滑 。 


”和 表示 在 9E 上 沿 法 欠 h 的 方向 导数 。A 表 示 拉 普 拉 斯 算 


子 ， 
(っ 2 >) 
证 明 
用 "ve = | ds J gr&dz)*(grad0)gdV 。 


如 果 W 是 Au =0 天 万 内 的 解 。 自明 


[a 
on 


aE 
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$ 15*10 外 微分 与 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 


格林 定理 (定理 15*20〉 建 立 了 阴 数 党 平面 区 域 马 的 边 
务 2D 的 线 积 分 与 函数 的 导数 在 也 上 前 重 积分 的 关系 。 斯 托 
殉 斯 定理 《定理 15+22〉 与 发 散 量 定理 《定理 15*23〉 丰 格林 
定理 在 Rs, 中 的 推广 。 上 述 三 个 定理 都 可 以 看 成 古 R; 中 微 稚 
分 基本 定理 在 R;,R; 中 的 推广 。 很 自然 ， 应 当 讨 论 这 一 在 
只 、R: 与 R, 中 的 结果 (函数 在 边界 上 的 积分 等 于 其 导数 在 
区 域内 的 积分 ) 是 否 对 Ry 中 的 p 维 区 域 也 成 立 的 问题 ， 

本 节 首 先 在 Rs 中 引进 外 积 、 微 分 形式 及 其 外 微分 ， 把 微 
积分 基本 定理 及 格林 定理 、 斯 托 训 其 定理、 发散 量 定 理 概括 
为 统一 的 形式 , 然后 把 这 一 统一 形式 的 定理 推广 为 Ry 中 关于 
了 维 区 域 的 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 。 

格林 定理 、 斯 托 克 斯 定理 和 发 散 量 定理 所 论 及 的 平面 、 
基线 、 曲 面 、 空 间 区 域 都 是 有 定 问 的 ， 为 了 概括 出 它们 的 统 
一 的 形式 ， 要 采用 “有 鸭 长 度 ”、“ 有 头面 积 ”、“ 有 同体 
积 ” 等 代替 无 向 的 相应 的 量 。“ 有 向 的 长 度 ” 以 天 来 表示 ， 
4 有 向 面积 ”、“ 有 向 体积 ”能 用 矢 的 外 积 怡 当地 直达 出 来 ， 
关于 矢 的 外 积 运算 及 其 基本 性 质 ， 读 者 可 参看 本 书 附录 3 。 

R。 中 的 有 同 袋 段 微 元 gr 可 表 示 成 

dr=dxiel+dx ev 二 CQCX5ey， 
dr 在 正 交 基 elyeyyes 之 下 的 坐标 为 (dxiydxsydxs)。 天 dr 
与 dr 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 “有 疝 面 积 ” 可 表示 为 
gd 人 Ad の (ee)A( are;) 
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Gi GX 1) 


dxX1 dx MA 
2 ! 


dx xl | 


6@。 八 6s 


dri dx;*) 


dxi'” dxi | 
十: es 八 el。 
dx 2) dj | “ 


a drt, dc3) 三 个 矢 所 张 成 平行 六 面体 的 “有 回 体 
积 ” 可 表示 成 


dr ‘1 人 人 dr‘ 人 dr» 


= det(dr‘’, dr‘’’, dr‘’)e, 八 8e, 八 e;.， 


为 了 书写 简明 起 见 , 省 略 elyeyy,es， 及 el 人 ee: 八 8es， 
e, 八 e1!，81 八 6; 八 6;3， 简 直 地 以 dx ;来 记 dxiei dx1 ANdx? 
来 记 dx1dx281 八 6; 等。 

定义 dxi 人 dx:，dxs 人 dxXs， dxs 人 dxi 分 别 表示 dxi 杜 
Cdx2， dx 与 dxy ,dXs 与 4X1 张 成 平行 四 边 形 的 “有 问 面 积 ”， 
dx1 八 dXs 八 dXs 表 示 dX1，dX:， dxs 张 成 平行 六 面体 的 “ 存 
向 体积 ”， 并 规定 外 积 运 算 “ 八 ”服从 以 下 运算 律 ， 


(i ) dxiA 人 dx = -dxs 人 dxi 
( 斜 対 称 律 ) | 
(Cii) dxi 人 (dxy +Tdxs)=dxi 人 dx， | 

] + dx 人 dxa (分 配 律 ) (15・81* 

Gii ) (Kdxi1)/MNdx;: = K(dxi1/\dx,) | 
(结合 律 ) 。 
Civ ) (dxi 八 dz ) 八 dx。 = dx | 
Argx。 信 dx。) (结合 律 ) 
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分 别称 dx;，dx,; 作 dx;， dx; Ndx; 八 dxi(i,j,KK=1,2,3) 为 
基本 一 次 微分 形式 ， 基 本 二 次 微分 形式 ， 基 本 三 次 微分 形 
式 。 

引 理 15・9 R, 中 的 基本 三 次 微分 形式 具有 性 质 ; 

(i) 连 乘 外 积 中 若 有 两 个 相同 因子 ， 则 其 值 为 零 ; 

(ii》 连 乘 外 积 不 等 于 堆 ， 则 其 值 是 xi 人 dx 人 dxs 或 
-(dx, 人 dx， 人 dx ) 两 者 之 一 。 

Gii) 四 个 以 上 的 基本 一 次 微分 形式 的 连 乘 外 积 均 等 
于 零 。 

证 明 (i》， GD 根据 定义 及 外 积 运算 律 便 得 ， 细 这 
留 给 读者 。 GID 如 〈dx, 人 dx: 人 dxs) 人 dxs = dx」 八 (dx。 
Ag@x。 和 人 dx ) 由 (1) 即 得 。 

设 F、P、Q、R 为 三 维 空间 Rs 中 的 连续 可 微 函 数 ， 阜 义 
RR, 中 做 分 形式 如 下 ， 

定义 o=F 

の = Pdx, + Qdxs + Rdxs, 

の = pgdx, AN 人 dx + Odxs 人 dx 二 Rdxl 人 dx，， 

の = Fdx, Adx, MNdxs 
分 別称 妨 R。 中 的 者 次 、 一 次 、 二 次 、 三 次 微分 形式 。P, 
人 ，R，F 等 称 为 外 微分 形式 的 系数 ， 

根据 外 积 运 算 律 及 性 质 可 对 微分 形式 施行 外 积 运 算 。 
例如 

已 入 の 。 =(P,dx, TO dX; + R,dxs)/\(P,dx 

+ OQ,.dX, + R,dx;) 
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=(P,;Q:—Q,P,)dx, /Mdx, 十 《人 ,下 > 


~ RQ,)dx; /MN\dxs +(R,P, 


+P,R,)dxs /Ndx, 
| P, OY, - の, が | 
= | dx, /MN\dx, 十 xa 人 dxs 
り 。 Oz Q, いす | 
十 QGxs 人 dx ，， 
R, P, 


1 2 1 
の 」 ハ Dz =CP,dxX, +Q dx, + R.dxs)A(P,dx, 人 dxa 
+ Odxs /Mdx, +R,dx, Ndx,) 
=(P,P, +0,0Q, +R,R,) ツ dx A\dX, ハ \dxs 

引 理 15・10 ”微分 形式 的 外 积 有 如 下 人 性质， 

《1 ) の 八 (@」 の 。) ニ の 和 ao， 十 の 人 A@。 3 

(11) 0 衝 の =( 一 1)77 の 八 の 3 

Gii) 9 人 (6 八 の ) =(@ 作 の ) 人 @ 

这 里 p,9,? 可 任 取 0，1，2，3 各 数 ， 
引 理 是 外 积 运 算 律 的 直接 结果 ， 证 明 留 给 庄 首 。 


下 面 定义 外 微分 运算 ,以便 用 微分 形式 及 其 外 微分 的 黎 
分 关系 统一 描述 格林 定理 、 斯 下 克 斯 定理 及 发 散 量 定理 ， 


K . 
定义 設 @( ま =041。2.32 差 R。 中 的 微分 形式 , 定义 其 外 
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微分 do 如 下 ; 


o=gp ニ = タデ oF 
do=dadF = Bx 9 エキ ラー dX 


oF 
dX ,3 


十 


1 
do=dPpP\dx, +d0ONdx, +dRA 人 dxa3， 
2 (15s82 か 3 
d0=dPAN 人 dx 人 dxs +dodxs 人 dxi * 


+dGRA 人 dx 人 dx， 
do = dF ハハ \dx, A ハ Adx, A\d%a 
(O+ の 。) = d の id の 。 。 
由 定义 可 见 ， 对 于 零 次 微分 形式 外 微分 运算 就 定 抠 分 运 


算 。KK 次 微分 形式 的 外 微分 是 K+1 次 微分 形式 .运用 外 积 运 
自律 与 性 质 上 述 (15・82) 各 式 简 化 为 | 


、 / 9R 20 ) 
do いっ > ーー dX, Adx, | 
gap aR 
(っ 3X 1 jaxs 人 dx 
+( ーー 一 ーー Jaxi A dx 
*2 (15*83» 
2 
do =( ニー+ 20 十 2 上 jax， 
2X1 35X， 9X2 
ハ gx。 ハ \dX3 | 
3 | 
GO =0 ” 


引 理 15・11 外 微分 运算 具有 下 列 简 便 的 性 质 。 
69 了 


(1) d(C」 の 」 +C202) =C」d の 」 寺 Cd の 。 
(C1,C2 为 实数 ) 
《11) 设 @, 是 K 次 的 ， 则 
d( の , 八 の 。) = gd の 」 八 の 。 +(-1)0, Ado,, 
(iii) 对 任何 K 次 的 其 系数 具有 二 阶 导 数 的 外 微分 形 
式 o， 都 有 
d(do) = 0。 
(iv ) 若 do = 0 则 ヨ pー1 次 微分 形式 o, 使 得 
この 
性 质 (i) 及 Gii) 是 外 微分 运算 定义 及 外 积 运算 律 的 
MM G) , Gi) 月 成 対 の 的 情形 ， 


XIX; Kj; 
般 情 况 下 称 为 潘 加 菜 引 理 。 (iv) 是 潘 加 莱 引 理 的 迎 。 
对 Rs 中 的 情况 可 就 p =1,2,3 运 一 验证 ， 吉 の = pdx,+Qax, 


1 
+Rdxs,d@=0 即 


(= 2 ーー lax, Ndxs + ( op _ 2K jaxs 人 dx 


2X。 9Xs 3x3 9X; 


在 @ 的 情况 之 下 据 便 得 。 性 质 Ciii) 一 


+( 29 _ 2P )axi 人 ax: 三 ( 


2 AX, 


所 定理 1517， 便 得 ju， 使 du = の, 送 里 k=o。 至 子 手 埋 
35。17 要 求 所 论 的 区 域 是 单 连通 区 域 的 条 件 ， 在 这 里 的 Gv) 
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中 省 略 了 它 的 叙述 。 
对 于 只 :中 天 ( 魏 3) 次 向 分 形式 在 Rs 的 区 维 区 域 4 上 的 积 
分 ， 记 作 
| の 。 _ (15・84) 


直观 地 说 ，R ,中 的 零 维 区 域 是 指 三 维 空间 中 的 态 ， 一 维 区 域 
是 曲线 ， 二 维 区 域 是 曲面 ， 三 维 区 域 则 是 空间 中 侈 立体 ， 


15・84 式 是 按 4 的 维 数 确 定 积分 的 重 数 ， 例 如 | o， 即 


p=Ppdxs 人 dxs + OQdxs 作 dx; +Rdx, 作 dx，A4 是 二 维 的 , 即 
田面 : え ィ デズ (u,U) s Xs =X ベ 2 (u,v) s “3s = 3 (u,v ) し 


(uw,0) ED, 相 应 抽 外 积 


3X dx 
dX» 人 dx， 一 (gw + -2 du 
の だ 。 2xadu) 
人 ou du M dX 4 


X11 5 ん 
同 理 dx。/ 人 ハ dx」 = て 5 て 1 ‘du Ny, dx 人 dx， = 1 っ) 


4 人 du 因此， 
| o=|| (Pdx;, /MN\dx; + Oéxs Mdx + Rdx, A 人 \ dx;) 


a d 
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一 pej( es) e (aX 
] | U,V マソ UU / 


D 
+ 選 ・ (pe) aw 人 Ag。 (15・85) 


这 里 的 du 八 dv 就 是 D 的 有 向 硬 积 元 素 6 4, ,= lduANdy 。 
同样 ，R ;中 二 维 区域 D 上 的 二 次 微分 形 武 


© = F(X,,X2)dX, AN\dx, 
的 积分 是 


| o= | Fe X27dx, /Ndx, 
p D 


= |] Fx uD, X2(u, we aw 人 dv. (15・86 ) 
D 


上 面 等 式 最 后 的 等 号 实际 上 是 二 重 积分 的 变量 替换 公式 《 定 
理 8・15 う ) ， 和 定理 8*15 的 公式 与 (15・86) 式 的 差別 在 手前 者 
积分 中 面积 元 素 恒 到 正 ， 凡 而 雅 可 比 要 取 绝 对 值 ， 现 在 有 站 
册 面 的 面积 元 素 有 正 有 仙 ， 雅 可 比 也 不 必 再 取 绝 对 值 了 ，。 

有 了 以 上 的 准备 ， 现 在 把 牛顿 一 菜 布 尼 兹 公式 ， 格 林 害 

、 斯 托 克 斯 定理 及 发 散 量 定 理 概 括 为 统一 的 形式 ， 

牛顿 一 菜 布 尼 兹 公式 是 在 一 维 空间 R, 中 的 一 维 区 域 
La,by 上 讨论 的 ，[a, 恕 的 边界 是 它 的 端点 4 写 5。 由 于 


@ = F(x), gp -dF(X) 1 
dx 


因此 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 


694 


| dF(x) 。 5 
| rr ge X= Fo| = Pb) ー F(a) 


可 写成 : 


| go =| の (15:87) 
[a; bb] 9 5? 5 


格林 定理 (定理 15・20) 的 (15・41) 式 


[( 30 2P )24.,。 -| (Pdx, + Og%。 ), 


aX, GX 


可 写成 RR; 中 的 。 
| do =| の 。 (15・88) 
り sD 


1 1 
基 由 o@=pdx, +Qdx，， do =( 20 _ oP Jax; 人 dx， 


斯 托 克 斯 定理 (定理 15・22) 前 Q5x67) 式 


lewriy )*nds = | vedr, 
ヅ 5 


2 $ 


可 写成 Rs 中 的 
4 《15。89 ) 


1 
这 里 =U,dX, +U,dXs +U;dXs 4 


发 散 量 定理 (定理 15・23) 的 (15.80) 式 


[foreac- frenas: 


"お 
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可 号 成 Rs 中 的 


le= | 5, (15・90) 
2E 
其 中 D = dx, 人 dx， tv aX ハ AX, +VUasdxiA 人 dx，， 
综合 5・87) 到 〈15。90) 四 个 等 式 ， 可 把 微 积分 基本 
定理 及 场 论 中 三 个 定理 统一 叙述 为 ，RwCN<3) 中 的 K 次 得 


分 形式 @ 的 外 微分 40， 在 K+ 1 维 区 域 A 上 的 积分 | de ， 等 


于 o 在 ?4 上 的 积分 | 0， 这 一 结论 推广 到 Rv 中 就 是 一 般 的 


> 4 


斯 托 殉 斯 定理 ， 
定理 15・24 (斯 托 克 斯 定理 ) ” 设 @ 为 Ry 中 (K+1) 维 正 
規 区 域 の 上 的 KK 次 微分 形式 (CK + DN),9D 其 D 的 辺 界 (K 
媒 区 域 )〉 ， 那 么 
及 K 
lae = | の (15・91) 
定理 的 证 明 涉 及 到 Rw 中 的 DD 及 2D 的 参数 表示 ， 原 则 上 可 
将 $15.5 一 $15*9 的 论述 推广 到 Rw 来 得 到 。 下面 运用 Rx 中 
的 微分 形式 及 外 微分 运算 扼要 地 叙述 〈15。91)》 的 证 明 步 又 。 
完备 的 叙述 读者 可 参阅 [ 美 ]M. 斯 皮 瓦 克 著 《 流 形 上 的 人 钼 积 . 
分 》 中 评 本 。 
设 xX=(X13X2 pyXN)GRN，， 称 下 述 点 集 $S， 
{x: f;(x)=0, J=1,2,."m, m<<N } 
为 N- 一 m 维 曲面 ， 这 里 ;是 Ry 上 的 加 第 疗 数 且 N 一 1 维 曲面 : 
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S; = {Xf(X)=0}) 存 5x1，X;，…%。) 点 的 切面 的 法 矢 
上 彼 此 线性 无 关 ， 也 好 和 窍 阵 一 
‘3f;} Lf 


2 9 
9 」 XN 


ーー ーーーー… 


95 … 2 


2 ; "2 


fn fm 
2X 1 ”oxy 


让 敌 每 于 mm 。 按 隐 函 数 存 在 定 惠 对 于 =N 一 m 维 则 面 5 的 
局 演 ， 可 用 K 个 彼此 独立 的 参数 (gks stg) 表示 出 米 ， 
(ggz > Ux ) 汕 作 5 的 “局 部 坐标 系 ”， 邵 


Xi =X Ui, Ur), 1 =],2,",1, 
把 外 积 概念 推广 到 Ry，K 一 - 维 曲 面 的 有 向 面积 元 素 为 
{ dxi, Adxi, A 人 dx i くく くり} 
是 一 K 次 基本 微分 形式 、 在 Rs 中 适 于 求 K 一 维 曲 面积 分 的 K 
次 和 个 分 形式 古 


名) = > di ia gi (Xd Adxi, A Nd , 


CE 


用 车 把 上 述 天 次 外 微分 形式 局 限于 S$ 已 用 参数 (1 Hz) 局 
部 华 标 化 的 “小 片 ”U 上 上， 可 以 施 参 数 表 示 


Xi デニ, CU; 了 1 ー1。2。 の V。 
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人 .… 人 dur 。 
这 样 ， 可 用 K 重 积分 计算 6 在 U 上 的 积分 ， 即 


K xX i 
-- | ..。 ーー. ーー! を 
| 。 | 2 il Uh Ur ja 
八 … 人 dur， 
这 里 Uo 是 U 在 (wj,…'uUzx) 空间 中 的 原 像 。 
设 Rzr ;i 中 的 K 次 外 微分 形式 为 
内 ーー 
@=gilu)duz Adus \ Ndug + 
+ glu)du, /ANdus A ANdurri + 
+gi(U)d 人 ハ … 八 4 1 du A Ndug ra 
キ ・・ 十 gk ri1(22d」 A Adur 
ucD, =i{(ui, err) RL RD,;, i=1,2, "K+l1.}> 
Do, 是 (K+1) 维 “长 廊 体 ”、 
逐一 计算 @ 的 每 一 项 @， -gid A Nd :Nduisa 
八 … 八 dux 1 在 2 っ D。 上 的 秋分 : 


K 
の ; = | g;(u)du, A Adu; -1 A ハ dui st 


ss Ds 


人 .… 人 dr +1e 


当然 地 划分 2D, 为 如下 CK+1) 对 KK 一 维 “ 长 方面 ”， 即 
A; 一 1 (は "gk+ ュ ) ‘UU; = ai UIE, チ 7} 
B; = {Ui bg HU; = ちょ 0」 EU RD 大) } 


内 ji 时 ,9 ;在 A; ;8B; 上 因 w; 取 常数 值 ， 所 以 dw; 为 零 ， 因 此 
6 ,也 为 零 。 于 是 


K 
W ; =(…1)! | gi Case si 7 PT 
Ds 4 ED 


Dr +1 ) du N'ANdurt+ 1 


+(-1)’ | Bi 人 EL 


4 


grid A A ハ Adig rt 


(1 | Eau, A Adu; A Adur ts 
( 15・92 > 
式 中 符号 (1)!“~ に 。 て ー1) i 是 39D 在 B; ,A ;上 所 取 的 方 回 、 
而 后 一 等 号 是 微 积 分 基本 定理 的 直接 结 采 : 


” ; _ 
| 2 du; (の っ Dj うーgi(… の の Gi っ "2。 


に アル: 
按 外 微分 运算 的 定义 


K | 
de =1 X(t UAC AA 


i= 1 
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于 述 (15・92) 式 可 以 写 成 


?Ds Ds 


由 此 可 见 对 于 “长方体 ”这 种 特殊 区 域 D。 斯 托 克 斯 害 理 氷 
是 微 积 分 基本 定理 的 直接 推论 . 

对 于 RR 中 一 般 的 玉 二 1 维 区 域 (正规 的 ) 。 先 用 划 分 把 
宅 奸 证 明 归 于 已 具有 局 部 参数 坐标 化 的 子 区 域 ， 利 用 发 获 旦 
定理 的 证 明 中 同样 的 单位 分 解 ， 把 定理 证 明 归 成 Rk: 中 的 
4 长 方 体 ” DD, 去 验证 , 利用 局 部 坐标 系 得 出 一 般 的 斯 托 元 斯 
定理 --…- 微 积分 基本 定理 的 高 维 一 般 形式 。 
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附 对 
1 绝对 值 - 


绝对 值 的 概念 对 于 分 析 的 发 展 起 着 重要 作用 。 
定义 ” 若 o 是 实数 ， 定 义 a 的 绝对 值 |a il 为: 


| [ 当 a 之 0， 
ol = 17- 

-a 当 g ぐ 0。 
绝对 值 的 性 质 如 下 定理 所 述 : 


定理 A・1 
(i) lal>0, |-al=lal 及 ic =a， 
(ii) |gl = 1p! そ - 学 2 = 土 5。 


lal 


Gi) larbl=lal lol, Bb#0, | = oT 


GiV) 若 b>0。 那么 
1g | < くり 5 を = テー ち 5 て g ぐ 5。 

证 明 《〈i) 与 (iii) 是 定义 的 直接 结果 。 若 |lal= 51， 那 
(lal)2= (1b|)* 得 az =b?， 即 有 a= より ,。 (ii 成 立 。 为 
了 证 (iv)， 注 意 不 等 式 |x| < 之 b 的 解 集 是 S1 = { x :1xi<b， 
x 之 0 1 与 9; = (xi lxl<b5。xSS0 } 的 并 。 由 xj 定义，xES 
S <:Y 之 0 且 X<CD<->》>xEr0，D) CS。 を SS、0> 


リル | 


一 XxX<b 志 >xXE(-b,0])。 因 此 5S,US;=(~-b,，5) 放 (iv) 成 


立 。 
例 1 求 不等式 13x-4i き て 的 解 集 。 


解 記 用 定理 4*1 的 (ji)。 (iv), 有 
13x-4| 志 7 を テー 7 穫 3x-4S7 を >- 3SS3xSS11 


1} 
< 一 一 1 XE 3° 


所 求解 集 为 区 间 5- 1。 < 


例 2 | < 3 。 
解 ”如 例 1 同样 的 步骤 ， 有 
2*ー 5 3 (x 关 6)。 


| <3 <>- 8 マ < 6 


四 
其 解 集 为 S US,S, = (x? 8 マデ ビー で 3 且 ァ - 6 ジ 0 か} 
Si= (xi - 8 マデ ー ミ マン 3 且 x- 6<0 }。 分 别 求 


Sl, Ozs 
x こ らき 」 < 所 人 一 3 (xー6) ぐ 2xー5< ぐ 3(xー 6) 且 メー 6 >0 
<>- 3(x-6)<2x-582x- 5<3(x-6)Hx>6 
と >23 ご 5x。 B13<x, Lx<>6 を > メン 13, 
中 S,= (13, 00)。 
xES, を > -3(x-6)>2x-5>3(x- 6), 日 x メー 6 < で 0 


23 
>23>5x 上 且 H 13>x 且 x<6 を >> くく ご 。 
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23 イロ 
即 S』=(-cc。 全 ) , 解 集 51US。( 如 图 ) 4<1。 


ぐ 。 ~ ゞ 」 


和 A・1 


现在 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 。 
定理 A.2 若 g, 5 是 数 ， 那 么 
latbl<<lal+|b| 
证 明 ”因为 la| =a 或 a， 有--1lala<lal。 同样 、 
-bl 过 lb| 过 |b|。 把 这 两 不 等 式 相 如， 得 
- (lal+1b|)<a+t+b< lal+ 151。 
由 定理 A*1 之 (iY)， 人 得 
la+b|<<lal + 15[。 
推论 。 疹 4，b 是 数 ， 那 久 
la~-bllal + ib|. 
证 明 ”将 a 一 b 记 成 4+(-5) 应 用 定理 ， 得 
la-b|l=|la+(—-b)l<lal +|1-bl=lal+1bl, 


ゴリ 题 


1 一 - 6 求解 集 。 
1。 |2z+1| =3。 2。 |4 ヶ -5| =3。 
3。 |x--21=|12x 二 41。 4。 |2x-1|=|3x+5|。 


7 一 12 求 不 等 式 解 集 
70 ゞ 


了 データ < 8 。 lx+11 Ce 


. ラー 2 メー 5 
9。 ク 十 x <2。 10 。 | 2 


11。 ix+3||2x-6|。 12。 lx-1|<l3x+51, 
13。 设 9,，b 且 数 
lal —|b| ミ la-b|. 


14。 设 Q，b 为 正 数 q>b; c，b 为 负数 ，c>d。 证明 


ぐ 、 3 。 


2 实数 的 Dp 进 制 小 数 表 不 


这 里 介绍 实数 的 p 进 制 表 示 ，zV 为 大 于 工 的 目 然 数 。 晶 党 
所 用 的 十 进 制 表示 是 p 等 于 10 的 特例 ， 

定理 A・3 藻 x 是 一 非 仙 笑 数 , 那 久 存在 唯一 的 正 系 数 
了 使 カ ー1SS、 ぐ 7。 

证 明 由 和 定理 2.21 的 (a)， 存 在 正 整数 K>x。 这 样 的 k 
的 集 S 壮 室 。 由 自然 数 集 的 良 序 性 (定理 1・30) , 8 中 有 最 小 
数 f。 若 >1。 那 久 正 数 g- 1C S, 有 れ ー1SSz ぐ くれ 。 若 れ =1。 


则 0 委 x<<1。 
定义 ” 设 p 是 大 于 1 的 自然 数 ， 称 
dd dd, 
2 


ヵ D2? ‘**g p 
为 p 进 制 小 数 展 开 ， 共 中 0 二 d ,二 pp 一 1，4d; 取 非 鳞 整数 入 ， 
注 8 当 一 10，w i 取 0，1，*……9r1 的 数 上 述 展开 就 是 就 逐 的 十 进 仙 小 弘 ; 当 
一 2，d ;到 0 或 1 是 二 进 制 小 数 ] | 


y 04 


定义 ”车 在 了 进 制 小 数 展 开 中 ， 仅 有 有 了 上限 多 个 dj; 不 等 于 
零 ， 称 展开 为 D 进 制 有 限 小 数 ， 否则 称 为 p 进 制 无 限 小 数 。 若 
从 基 一 训 起 d; =p- 1 人 加)， 称 无 限 小 数 是 广义 的 。 十 进 制 
小 数 通常 用 ，0 ,ddsds…， 表 示 。0.327999… 是 广义 的 。 


定理 A.4 没 p 进 制 小 数 展开 全 ， 


dd. 
一 之 一 ， n=1, 2 …。 那么 
= iD; 


(1) 当 れ - テ oo。 Dna, 这 里 0 所 a 所 1， 
(1 1 ) 0 三 <- 全 4 ミリー]1。 1 三 1， 2。 。 
(iii) 车 展开 是 广义 的 ， 那 么 存在 自然 数 i 及 49， 使 ， 


aq 1 
ば 一 pf 。 dp い 


证 明 (i) 因 为 4,>>0,p>1, 有 5S, ,1 宇 S,(n=1,2,…)， 
又 因 对 每 一 i， 9 、S、 の りー 1。 有 


g + i 


-ー ン や pー1 1 1 TAN 1 
5) 


s,<+(=- 1 ) ニ ーー =1ー ア 1 


因此 序列 { 5S, } 满足 连续 性 公理 c， 所 以 5,>a(tn->co)， 上 是 
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(ii) 当 対 毎 一 も di =p- 1 .那么 S, = i, 


gm 1 
当っ cc, Ss >1。 
_ Gii) 设 对 i 之 i 5,=p-1。 那 人 当 k ン 時, 


:1 


= 


i の ! 一 了 


当 io = 1 肘 ， 一 工 。 コー 時 有 


右端 通 分 可 知 g = 六 ip -If+ID<DP '， 
一 足 理 競 明 対 任意 自然 数 p> 1， 每 一 实数 有 唯一 的 
销 义 的 p 进 制 展 开 。 
定理 A*5 設 p 該 自然 数 ,p> 1 ，a 为 满足 0 委 a 挟 1 的 实 
数 ， 那 么 存在 唯一 的 和 进 制 展开 ， 当 -> cc 时 ， 


S, = Sd Qa。 
に ュ の 
证 明 由 和 定理 4.3 存 在 非 负 整数 ，9:， 使 
Is<pa<dl 二 1， 
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所 再 对 每 一 p 存在 非 负 整数 4,。 使 
q;ap'a<q,; +1, 

定义 di， 

di=41, I; =g;-Dd;-: (1> 1)。 
应 当 证 明 对 于 所 有 ?都 是 0( 和 di 和 p- 1 。 品 然 @, = 9」 Spo 
ぐ ヵ , 由 9, 基 非負 整数 ,0SSg」 Spー 1。 对 于 这 1 ,由 4g; 定义 ， 
di<p a<dqi+1l ai 和 Da<dq;-:+ 1 。 因 区 

pgー 1<q;-i: 或 p'a-p<pq;-.1。 
所 以 

d;=g; Pd;-1<p'a-(p'a-p) =p, 

d; ~=qdipq;_i>(p'am1)~p(p’ Ia = 一 工 
即 dj; 是 满足 ~ 1 ぐ <d,<p 的 整数 寺 基 断定 0S9,Sp - 1， 

运用 归纳 法 ， 由 gq;=d;+pq9;-1， 得 

gq; =d; +pd;_: +pid-.s+ "+p' 1d,, 

大 此 


Qi; = DiDtdi<piac< qd +1, 


k= 1 


“但 td =p 2 pdi, 信 S, = ゞ Dp‘d; » 有 Sj; 
=p qa, 且 SSge ぐ で 5, + ヵ の ー「。 因 曽 当 た テ >eo。 有 Si 一 0。 
以 上 证 明了 a 的 p 进 制 小 数 展开 的 存在 性 ， 下 面 证 明 这 种 
人 展开 是 唯一 的 ， 设 a 的 另 一 2 进 制 小 数 的 展开 〈 非 广义 的 ) 
a a _ 
为 ， D し 了 2 p" # 训 a > pi 可 以 写 出 


和 
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ZD di + 2 pid 


i= 1 + デ タ 十 1 


= 之 Dd, + > の dg 
k m= 1 


と mw 1 


因为 pd ,是 菜 一 数 的 展开 ， 由 所 设 a 的 展开 是 非 广 ， 


k=1 


义 的 ， 断定 pd の .4 过 1。 因此 


ょ = 


Sr dg; “sp < pa’ +1. 


定义 9。 = Sp ‘gd;*, 使 得 ds 和 D"a<dq +1， 因 而 这 


些 9, 与 在 展开 亿 ， 5， 一 … 所 用 的 g, 完 全 相同 .因此 对 


每 一 ;i，d; = 4d;'， 即 a 的 p 进 制 小 数 表示 是 唯一 的 。 定 理 A'5 
获 证 ， 

下 一 结果 ， 在 研究 实数 系 的 性 质 时 常 肖 用 到 ， 

定理 A.6 任意 两 实数 之 间 存 在 一 有 理 数 。 

证 明 设 a<b， 且 不 失 一 般 性 还 设 a 之 0, b>>0， 否 则 于 
a, 5 加 上 一 足够 大 的 正 整 数 ， 使 之 成 为 非 负数 。 令 4 表示 大 


于 的 最 小 正 整数 ， ヵ 基 大 子 go 的 最小 正 整数 。 那 久 


1 
りー1<aqa, Hae<p<qat1<>a< SS 0 + 


の (りー の ンジ 1 生 - 池 2 + 二 < 。 


p | 
9 ぐ g ぐち 。 


定理 A.6 推 论 ”任意 两 实数 之 间 存 在 一 无 理 数 。 
正明 ” 设 给 定 不 相等 实数 a 与 ?。 册 定理 A4*6. 存 在 一 非 


零 有 理 数 ", 界 于 -7 ， -信之 间 ， 那么 rv 2 界 于 0 之 间 ， 


而 M2 是 无 理 数 (定理 4.7),y 是 非 零 有 理 数 , 因此 rw 2 是 无 
理数 。 

下 一 定理 证 明 2 基 元 理数 。 

定理 A.7 不 存在 有 理 数 其 平方 等 于 2 。 

证 明 ” 设 存 在 一 有 理 数 ;使 7* = 2, 岂 7 是 有 理 数 ， 所 以 存 


在 整 数 p，q, 使 *= 工 , 且 D;9 无 人 因子 (这 一 事实 能 由 域 公 
理 系 导 击 》。 因 为 7r* =2, 有 p”=29q ;可见 P 是 偶数 ， 因 而 Pp 
六 偶数 ， 不 然 ， 药 了 为 奇数 ，p ?应 是 奇数 (p=2L+1，p”= 
所":+ 丝 +1)。 于 是 p= 2k,g? = 2k?， 如 上 同 理 ， 可 得 gq 是 个 
数 . 这样 p,q9 有 公 因 子 2， 与 p ,4 无 公 因 子 的 假设 相交 盾 


习 ”是 


dd 
1。 设 p 六 1, 称 p 进 制 小 数 局 ，Fz，““…5s"“ 是 循环 的 ， 当 且 


仅 妆 存在 一 正 整数 1 使 diiy = dj， i=1，2，…。 
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证 明 每 一 和 禧 环 小 数 表 示 一 有 理 数 。 

证明 3 是 一 个 无 理 数 ， 

,考察 [0，1 3] 的 数 的 三 进 制 小 数 展 开 ， 将 xXE[0, 1 ] 表示 
为 0.d ds…pdij…，di=0，1，2 中 的 数 。 证 明 这 种 表 . 
示 的 存在 唯一 性 《在 表示 是 非 广 义 的 条 件 之 下 的 唯 - 
一 性 ) ， 


Co KO 


3 EN 内 的 天 


( 1》 欧 几 里 德 空间 Ex 

几何 学 在 十 七 世纪 初 ， 由 于 笛 卡 尔 的 创见 ， 再 次 获得 重 
大 进展 。 笛 卡尔 引进 坐标 系 ， 把 空间 性 质数 量化 ， 运 用 代数 
方法 研究 几何 学 。 反 过 来 使 得 代数 、 微 积分 的 概念 与 法 则 ， 
获得 了 几何 的 解释 。 直线 上 的 点 与 实数 系 的 数 建立 起 1 一 1 对 
应 ， 平 面 上 、 三 维 空间 中 的 点 分 别 与 Rs 中 的 《x1, X22, Rs 中 
的 (x; ,Xs ,Xs) 建 立 1 一 1 对 应 ,全体 N 个 有 序 实数 (xX1,X:，…> 
xw) 组 成 Ry。 更 一 般 化 地 ， 凡 与 Ry 这 个 距离 空间 同 构 的 Ew 
称 都 为 N 维 欧 几 里 德 空间 。 

设 AEEy， 在 Ew 到 Rw 中 的 同 构 映 象 了 之 于， 
x 二 (x4，x4，…，。X4#)，。 《x) 称 为 Br 的 一 个 坐标 系 ，N 叫 
作 空 间 的 维 数 。 | 

窟 闻 中 最 基本 、 最 简单 的 事实 是 “位 置 ”， 用 点 表示 位 
置 。 其 次 是 直线 5[， 直 线 是 一 维 欧 几 里 得 空间 ， 若 4,B 是 两 


八 点 ， 以 AB 表 示 由 A 到 B 的 有 向 线段， 
定理 A・8 设 (x) 是 欧 几 里 得 空间 Ey 的 坐标 系 ， [是 BE 的 
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直线 ， (是 上 上 的 坐标 系 , 若 /上 上 坐标 系 之 原点 及 单位 点 在 也 w 
中 的 涯 酸 分 列 起 yg"+A。 那 名 対 子 の で ら 有 x?=X + 


A i = 1,2，…N, 其 中 ;是 和 的 第 i 个 坐标 ,|X| = S11, 
- | i i 
Xi 是 x" 的 第 i 个 华 标 ，i1? 是 Pp 点 在 (1) 之 下 的 坐标 。 
证 明 ”首先 因为 (x)， (分 别 是 Br 及 [上 的 坐标 系 ， 所 
以 
1=|1-01]=|x"+A--x"|=|A|, 
阁 p ELl，D 了 在 () 华 标 系 下 的 举 标 是 世 。 人 以 x? = (xf x? 
x 计 ) 表 示 在 (x) 之 下 的 Pp 点 的 坐标 ， 必 定 3N 不 数 8 。…&84,。 使 
x?=x +Nl? 上 だ 5。 i=1,2,.%N. (A・1) 
由 定理 假设 应 有 / 


|x?—x?)]?= (1?)?,， 及 jx? 一 x 一 入 |:= (が - 1)<。 


N 
而 {x*?—-x°|?= > (Mt?+E?)? 
r= 1 


= (A 1 2 の AE + {Ee = (#7*)? 


A=1 


x? ーー に = IN 1 2 E+E 
c=1 
= (ワー1)* 。 
因为 | 入 | = 1，、， 也 即 


Pa N 
E+2 AE =0 1E2+2 之 XiECt -1)= 0。 
| mm 1 


i= 1 
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由 此 得 出 = 0 (=1 2 …N)，, 即 
| Xx?=x + 入 ,1t?， i=1,2,...,N, | ( A*2) 


上 面 定理 说 明 Ew 和 其 一 条 直线 .， 各 自 的 坐标 系 (x) 与 
(1t) 间 的 关系 由 (A.2) 的 映 象 相 联 系 。 下 面 定理 49 是 A.8 的 
递 定理 ， 
定理 A・9 设 (x) 是 欧 几 里 得 空间 Ew 上 的 坐标 系 ，L 是 映 

人 
x?=x よん 2。 Al モニ 1。 i=1,2,., N, tER, (A.3) 


之 下 的 什 域 那么 是 一 直线 ， 且 方程 (4。 3) 在 /上 建立 以 xn 
为 原点 ， 以 x。+ 入 为 单位 扩 的 一 坐标 系 。 
正明 设 p，q 是 (4。*3) 值 域 里 的 点 。 那 么 


x Xx Ni) i=1,2,.,N, 
日 
lx ター |= IA | パー が | =| が パー が パ |。 
由 此 即 得 [是 一 直线 ,和 且 (A*3) 于 4 上 给 出 一 原点 在 X(t" = 0)， 
单位 点 在 x" + 入 (1 =1) 的 从 标 系 、 : 
定义 ”定理 4.8.4.9 中 的 人， 称 为 直线 [的 方向 余弦 。 下 
线 4 ,与 1; 相交 于 x" 上 成， 如 帮 对 于 上 的 成 x Ls 上 的 点 x%?， 
有 勾 股 定理 , 
ーー 
成 立 ， 则 称 L, 慣 相 正 交 ( 或 垂 真 〕) 。 当 两 直线 11，i;: 的 方 
向 余弦 満足 ん 」 = ( 土 1 ) 入 时 ， 称 1 本 L: 互相 平行 。 
定理 か ・ ・10 区 (x 名 全 二 且 信 的 方 答 分 
别 为 


7 了 4 


t — [| 
bi: XxX? = Xi+Ait!, t=1,2,,Ny 
{ss: Xi 一 Xi 十 入 12 


N 
那么 中 本 EL 相 垂 責 を > > 和 IN =0。 (4<4) 


i =1 


证 明 设 x E11!， x EL4,， 那 么 存在 ti!1，t?， 使 得 
ニタ iA Xi ニ %5 十 34 だ 。 i=1,2,.…,N。 


因而 


N 
Ix!l—x2|? = DTA) = (1)2 + (12)? 


i 1 
~ 
—2tlot? > 和 IN 
ci 
及 
Ilz* 2 トー ニー (うる (2)? 
因此 


2 = |x!l—x°|? 2 ~ 
[= |x':—x°|?+|x: A = 0， 


i=l 


Bp, 与 /垂直 的 充 要 条 件 是 や = 0 。 


i= 1 


定义 设 A 与 B 是 Es 的 点 ， 定 义 p 点 是 从 A 到 B 方 向 上 的 
ヵ 点 (是 一 实数 ，|14B1 表 人 4,B 间 距离 ) ， 当 目 仅 当 = “一 
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I4Pl=lz| {AB! {BPl=lt-hl |4B| (4<5) 
定理 A・11 (dg) 设 (x) 是 BExw 的 坐标 系 。 点 了 是 4 到 了 方向 


上 的 h 点 的 充 要 条 件 是 
チー タイ ニル ( メ テー%3) 或 x* ニ (1 エー) 上 。 
{= 1。 NN, (人 4<6) 


(もち) 一誠 4 到 方 向上 的 ヵ 点 表 誰 お 到 4 方 向上 的 1) 点 
相 重 合 . | 
证 明 (a) 设 (x) 是 Ey 的 坐标 系 。P 是 Ew 的 点 。 那 么 存在 
上 = (E16 pt) 满足 
x? xt h(x xD +E} =1.2…N。 
rn Ka 


x Xx?=(h—1)(x ef +E 


将 (4.7) 代 入 (4,5)， 和 定理 4.8 中 同样 计算 ， 得 


N 
E22 +2 >, heés(x?—x4)= 0， 


i=l 


arr2 Dh DE -1) =0 
成 立 。 由 此 得 出 8f =0, 于 是 (4.6) 成 立 。 
反之 ， 当 (4,.6) 成 立 ，(4*"5) 显 然 戌 世 。 
(6) 是 (q) 的 直接 结 末 。 
定理 A・12 〈@) 役 4, g 是 所 内 不同 的 点 , 那 久 Ey 中 从 
A 到 B 方 向 鞋 的 所 有 天 点 组 成 一 条 直线 ， 这 里 jz 是 实数 。 
(b)En 内 有 唯一 的 直线 通过 它 的 不 同 的 两 后 。 
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证 明 ” 设 (x) 是 了 的 坐标 系 ，x4,xax?* 分 别 是 4，B,P 
点 的 坐标 。 若 Pp 是 从 4 到 B 方 向 上 的 点 ， 那 么 


Bw 
x リー A i=1,2,…5N, 其 中 4? = 有 Bi 4・8) 


表示 辿 人 4。 了 3 的 直线 ， 由 定理 4，10， 取 h= ET 9 吉明 从 


4 到 了 3 万 向 上 的 P 点 在 (4*8) 表 示 的 直线 上 。 另 一 方面 ， 如 林 
? 在 (4・8) 所 给 直线 上 ， 那 么 p 点 满足 (4*6), 且 i* =h|l4B|。 
以 上 论证 说 明 仅 有 唯一 直线 (48) 通 过 4,B， 
定理 A.13 设 / 是 Ew 中 一 条 直线 ，p | 是 Ew 中 不 在 1 上 的 
后。 那么 本 在 唯一 的 过 p , 忆 / 垂 直 的 直线 /, 。 者 [的 方程 为 。 


Xi=xIthit, i=1,2,°N, (4・9) 


D1 的 坐标 为 (XxX! ，…，xw)， 那 久世 ,」 的 交点 の 的 (2) 沈 柄 が 
为 : 


ば ーー > 入 (Xi 一 X9) (4・10) 


正明 設 , 与 [交点 的 (x) 坐 标 为 (xx ， …xw )， 它 满足 
% Ax9) x =X t+ 入 ;t,t 为 藉 一 数 ， x*, x 均 在 1 上 ， 因而 
Xi 一 XxX; 与 的 方 向 余弦 成 比 例 。 由 ,, ュ 正 交 的 条件 


N N ] 
(A4) 导 出 之 和 Aixi* 一 x;)=0, 也 即 这 和 Cz すん 
i™i 


i=1 


一 Xi)=0， 由 此 可 得 二 = 之 Xi1(xi 一 xX})。 


iei 


{15 


ー テ ー テ 
定义 ” 设 上 是 Ex 内 的 有 向 直线 ， 4B 是 一 有 问 线 段 。 
是 过 A 与 ij 垂直 的 直线 与 | 的 交点 ，B/ 是 过 BE 与 了 “ 阜 坦 的 
>， pp, 2 
直线 与 了 的 交点 〈 图 4*2) ， 称 有 ーー 4 
一 > 一 > -> , 一 一 一 
向 还 离 4’B 为 4B 在 上 上 的 投影 ， i 


Do ——> 
AB= A’B’. 
ーー 
定理 A・14 设 (x) 是 BEw 的 坐标 系 ，! 为 有 向 直线 ， 其 方 
一 
问 祭 纺 = (和 ,和 ，…，)w)，4B 是 一 有 问 线段 。 那么 


一 N 
pi AB = 之 和 ixX Xx). 


! i=1 


证 明 据 定 理 4・13 及 投影 的 定 叉 , 4 , 前 の 聞 酸 分 


MN N 
别 是 。14 = DA うー (x 因此 


f 一 荆 i= 1 


N 
一 > 一 一 一 > 
pioi~ AB = A’B’ = t= > A (x2 
i 


i=1 


(2) Ew 中 的 天 
如 同 二 维 、 三 纵情 次 ， 定 义 Ew 内 的 矢 为 有 向 线段 的 等 价 


类 ， 
定义 “有 间 线 段 4 与 CD 等 价 ， 当 且 仅 当 对 于 Ey 中 的 
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每 条 直线 都 有 
-> > 
Pro ji~ AB= pisi-CD. 


下 面 是 关于 等 价 有 向 线段 基本 性 质 的 定理 ， 放生 
合议 
定 玉 A・15 (a) な (x) 豆 bs 的 本 系 系 ， 邪 ク 当 ss 日 仅 也 4 


Dx Gi=1,2,. ,N) 时 ，ABE 3C り 等 


ーー か 
(5) 等 价 的 有 向 线段 记 成 ABX CD。 若 4 で P 那 
ーー 


CDSAR, 


入 


-> 


一 3 -> 
Cc) 站 ABS CD, Ch EP, 那么 ”AB 守 EPF， 
ーー テ 
(a) 设 A8B 及 p 点 给 定 ,那么 存在 唯一 的 点 q， 使 pg 久 AB 
> 一 > ー テ > 
(6) 若 48 や り ち 。 BC 万 那么 AC 々 DF, 
定 又 ”Bxw 中 有 疝 线 段 的 等 价 娄 称 为 矢 ， 即 B。 中 使 4g 彼 
人 的 集 是 一 个 拓 矢 的 一 企 証 偶 (4,g) 
ーー テ 
称 为 和 撩 的 一 个 表示 ， 以 v(4B) 表 示 含 有 48B 的 等 价 类 的 天 、 


直观 地 ， 欠 y (AB) 是 AB 在 空间 中 “4 平移 ”得 到 所 有 互 
相等 价 的 有 疝 线 段 的 全 体 。 
对 于 Ew 中 的 入， 如 同 三 维和 撩 那样 定义 和 拓 的 加 法 、 数 与 
矢 相 乘 及 两 撩 的 数量 积 运算 。 
定义 “ 设 v，w 是 和 疼 ， 它 们 的 表示 分 别 为 04，AB 定 义 
十 出 是 DO 为 表示 的 矢量 BH uU(OB) = v(OA) +W(AR), 
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藻 h 是 实数 ， 是 C 从 A 到 B 方 向 的 有 h 点 ， 定 义 hv = vV(OC)。 
VY 的 一 切 表 示 的 共同 长 度 记 作 1vi， 并 称 lv| 为 的 长 度 
(图 4。.3) 。 


图 A. 3 


设 (x) 是 By 的 坐标 系 。 从 原点 0 = (0，0，…，0) 到 
1 = (0;0，…0,1,0,…0) 点 (点 除 第 i 个 坐标 为 1 之 外 ， 其 他 


ーー 
举 标 均 为 零 )》 ， 以 07 ;为 其 表示 的 和 天， 记 为 ei， 
定理 A*16 設 (②) 是 Bxw 的 坐标 系 ， A, g 基 戸 。 的 点 9 


N 
那么 vV(AB) = > (x?-x4) ein (4・11) 


rー1 

证 明 为 了 书写 的 简便 ， 对 N=3 证 明定 理 。 由 定理 
Ae15 之 (d)，v(A,B) 有 一 表示 0D，P 的 毕 标 为 (x? -xf ， 
メタ ー 2 うー ズ う ) 。 元 区 RRz ラ 3, g1,4s，4s 有 上 坐标 

R, = (x? ~ x4 ,0,0), R,= (0,X? —x4,0), 

R, = (0,0,X? 一 X3)3 

q; =R., qs = (x? x4 ,Xx2 — X72 ,0), qs=P. 

这 样 ， R ,是 从 0 到 1 方向 上 的 (xf -x4) 所 3 Rs; 是 从 o 到 
1 方向 上 的 (x3 ー ァ 2) 点 , Rs 是 从 0 到 Ts 方向 上 的 (x3 一 x$ ) 
点 。V(q14s) = vV(oR2), vV (q2ds) =V (oRs) 。 V (0,R1) 
= (xz 一 X4)861， v(oR,) = (x ターx2) @。。V (ORs) = (x を 


ーx3)es。 
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vl(op) = VY(091) + vV(q192) + V(9。 9。 ) 。 
BN 


(4B) = 这 (x3 x14) e;。 定 理 4.16 获 证 ， 

定理 A。16 中 那样 的 e186,,…ew 是 互相 答 直 的 单位 矢 组 ， 
球 作 一 组 正 交 基 。 

定理 A・17 设 6iy ex，…; ex 是 Bx 内 一 组 正 交 单位 矢 ， 


中 一 Gil 十 ・ い +aneNn,W=0b,8) ese +byen, いと /4 


VY 二 二 > (a, +b,)e.,, 


N 
hy = > ha;e; (hn 为 实数 ) * 


[vl = Va? 上 … エ の 。 


证 明 于 Es 中 建立 以 v(0,1;) = e ;为 基 的 坐标 系 (x), 这 
锯 o 是 原点 ，1; 为 第 i 个 单位 点 ， 那么 由 定理 A'16 设 4, B,C 
坐标 分 别 是 (al ,…aw)，(@i すり の 0y + bn), (ha sshay) 
的 点 ， 那 么 

v=y(oA), w=v(AB), hv= vt(oc), vVv+Ww=v(loB) 
根据 (A:11) 便 得 (A'12) 成 并 ， 

下 面 关 于 矢 的 运算 性 质 定理 是 运算 定义 的 直接 结 采 ， 

定理 A・18 (o) 矢 的 加法 返 算 満足 域 合理 的 4, 一 全 
4。: A 加 法 的 封闭 性 4。 交 換 律 4+b=b+az 4s 结 合 律 

(a+b)+c=a+(b+c)， 4 存在 霉 天 0， 满 足 2TT0=33 

愉 , 负 天 的 存在 性 ， 即 at+Xx=0 有 解 一 a。 


(4・12 ) 
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(b) 设 v，w 是 两 个 天 ，cyd 为 实数 ， 那 么 
(c+d)v=cv+dys 
c(vV+W)=CcY+CWs 
c(dv) = (CO) Vs 


lvy= vy; 
OV=0; 
ーY ニ (一 1)V。 

定义 ” 设 u,，v 是 Ex 的 和 撩 ， 定 义 u，v 的 点 乘积 (也 称 数 


量 积 ) 为 
1 
uev= ラ Clu+ v| “lul* — |vi*J. 


点 乘积 不 依赖 于 坐标 系 ， 介 能 用 坐标 表示 之 、 
定理 A・19 设 U， V w 是 戸 。 的 矢 , (x) 是 Evy 的 付 标 系 ， 


NN 


Bl, で 2 ッ 2 の "5 ey 是 正 交 单 位 天 组 成 的 基 。 右 U = 之 Qieiy 


i=1 


Ny 


二 


N 
( 1) UV= > a;b;s 
i=1 


(11) UeV VeUs 
(111) ueu=|ul*s 
(iv) ulcv+dw)=ctluev) +d(uew) 《cd 是 数 ) 。 
定理 4A.19 是 定理 4.16,4.17 及 点 乘积 定义 的 直接 结 米 , 
细节 留 给 谈 者 。 
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(3) 从 时 外 积 
现 在 把 闸 积 、 体 积 的 这 些 几 何 量 用 有 关 天 的 运算 来 直 
示 ， 并 将 它 深 广 为 Bx 中 拓 的 外 积 运 算 。 


平 配 上 两 个 多 ab 如 图 4 所 示 ， 
有 8， 了 决 估 一 平行 四 边 形 ， 它 的 面积 グ mw / 
是 天 &a x 了 Db 的 长 度 ， [laxbl = [lallb| 


b 


ww 
lsin(g5) |。axb 足 ab 的 叉 税 , 4.4 


sin( 织 ) 中 (本) 表示 a 与 b 的 夹 角 如 果 把 la| :blsin (ab) 
定义 为 ,5 的 一 种 表示 a,b 张 成 的 平行 四 边 形 “ 有 向 面积 ”的 
运算 ， 能 够 把 这 种 运算 推广 来 表示 高 维 空间 中 的 “有 向 面 
积 ” 、 4 有 间 体 积 ” , 、 

定义 ” 称 la| |b|sin(a6b) 为 4 与 6 的 外 积 ， 记 为 AbB。 即 
ga 人 b=|a| -|51sin(45b)。a 八 b 天 示 a,b 张 成 平行 四 边 形 的 
“有 向 面积 ”， 其 正 负 决定 于 sin(0b)， 

定理 A・20 ” 设 a,b,c 是 矢 ， 外 积 具 有 性 质 

(i )【( 斜 对 称 性 ) a 八 b = 一 b 人 ay 

Ci) (分 配 律 ) a 八 (b+c) =a 人 b | 

+ 4/\C (413) 
Ciii) (结合 律 ) (ka) 人 b= k(a ハ b) | 
「 =a/\(kb)。k 是 数 。 


定理 A20 容 易 按 定义 验证 ， 还 可 借助 Rs, 中 坐标 系 ， 将 


Hrs 2 
引 人 b 表 本 为 (行列 式 中 (alyQ21) =a,(b,,b,) = b) 过 


i 0,, D2 
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条 验证 。 

我 们 再 分 析 三 维 空间 中 的 长 度 、 面 积 、 体 积 。 显 然 猴 斌 
表示 “有 向 线 段 ”， 两 个 和 失 决 定 一 “平行 四 边 形 ”， 三 个 失 
决定 一 “平行 六 面体 ”。 (图 A5) 。 


二 


較 4.5 


自然 地 ， 可 以 建立 这 样 的 体 . 系 ， 

(i) 用 和 天 a 表示 “有 同 长 度 ”， | 

Gi) 用 a 八 b 表 示 由 a,b 所 张 成 平行 四 边 形 的 “有 向 莲 
积 ”。 

Gii) 用 (aAb)A 人 Ac=aA(CbAc) 表 a,b,c 所 张 成 的 平 
行 六 面体 的 “有 问 体积 ”。 

(iv) 外 积 运算 满足 (4*13) 式 所 列 的 性 质 。 

(v) lal，laA 人 5b|，laA 人 bA 人 cj 就 是 无 同 的 “长 度 ”、 
“面积 ”和 “体积 ” 。 

能 够 在 一 坐标 系 下 来 说 明 这 样 的 体系 的 存在 性 . 于 Rs 中 
取 一 组 正 交 基 8 」,6: , 6。, 分 别 表示 x! 轴 ,x*: 轴 ,xs 轴 万 同上 且 
单位 天 ， 以 

B81/N\8,., @。 人 ハ @。。 @s 人 ハ 9 


分 別表 示 *,」 一 Xx: 平面 ，x2 -xs 平面 ，xs -%, 亚 面 上 的 “ 单 
位 有 问 面积 ”。 以 


/2 


el 八 6: 八 @。 


表示 空间 中 的 《单位 有 回 体 积 ”。 这 样 规定 的 6,，8s,8s 同 的 
外 积 运 算 显 然 有 如 下 人 性质 ， 


e 人 e =8, 人 es: =8s 八 8a = 03 
e」/ ハ 6e。 ニ = ニー(@。 八 @」),。 82/N\6s = - (6; 六 82), 
e。/\@」= ニ ー(6@」 八 @s) ぅ 
e」 人 ハハ 6。 八 e。=6。 八 e。 八 @」=6s 八 @」 ハ @: 
=ー(9。 八 @, 八 @。) = - (el 人 es 八 e:) 
= ー(es 八 @。 八 @,)。 


3 3 3 J 
设 a= > aiei， b= >,biei, c= > cieiy (用 4x13) 


式 的 性 质 :外 积 结合 律 , 斜 对 称 性 .分 配 律 计 算 aAb 和 aAb 人 ce 
即 得 


a 八 b= (a,8, +a,86。, + ag。8。) 八 (5」6、 上 わり 。6。 + り 。@。) 


a, Qs Ga, 0s 
= el 八 6: 十 ex 人 es 
b, Ds » bs 
ds Ui 
十 es 人 ei。 
bs Di 


--& 人 Ab 入 c=(a 八 b) 八 c 
三 (g」 り 。 -abi)cs + (q ぅ り 。 ー の 。 り > Ci 
+ (asb,— abs)c, } @」 八 @。 八 @。。 
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a, a, aa 
| | 
= br bs, bse,/N\8, A 人 \e;,, 
由 解 术 几何 知道 Ja 人 bc | 就 是 a 5 混合 积 名 绝对 乱 ， 邯 
上 上 式 石 端 三 阶 行列 式 的 绝对 值 , 它 正 是 a,b 0, 纺 皮 平行 六 1 


a; a, 」 
体 的 无 向 的 体积 。 通 过 直接 A 
b, b, 
1. 
(sy Us Ua 以 1 
+| +| 1 恰好 是 a，4b 张 成 平行 四 边 形 共 无 
b, bs bs り 


疝 面 积 。 如 果 把 e, 人 ex:，eys 人 es，es 人 6， 而 成 互相 年 直 的 
“有 问 夯 积 ”， 那 么 上 上 面 a 人 之 右 端 可 视 为 在 基 e, 八 8,， 
6 八 es，863 人 e); 之 下 的 一 个 “ 舌 ”。 按 这 种 观 点 能 把 三 维 
空间 中 的 讨论 推广 为 N 维 空间 中 的 有 你 积 ， 

设 En 中 8 8s，…En 分 天 为 X12 一 Xn 组 方 同 上 于 位 矢 
的 正 交 基 。 那么 ーー 

1) 任何 一 个 矢 a 表 示 一 “有 问 长 庶 ”， 它 可 用 {ei， 
es，…，eN |} 的 线性 组 合 表示 成 a= de 二 十 CQNeN。 

(2) 任 给 两 个 和 撩 a， 了 决定 一 平行 四 边 形 ，a 八 nh 表示 它 
的 “有 疝 面 积 ”， 想 象 它 为 一 新 和 失 ， 它 的 正 交 基 为 te; Ae; 


yp 


1 EN } ( 共 公 2 "了 个 单位 舌 ) ， a 人 bp 可 唯一 地 天 


a ハ b= 之 (aib; -aib:) A 
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站 积 运 算 具 有 (4.13》 所 列 的 运算 性 质 ， 而 且 |< 人 bb| 


= | 《abi -aipi)* 就 是 通常 的 无 向 面积 、 

(3) 分 (2) 类 推 ， Ew 中 lL 个 和 a ， da, dy LN, 
决定 一 扎 维 平行 体 ”, 它 的 “有 向 L- 维 体积 ”可 以 用 a1 八 a。 
八 … 信 a1 表示 ,把 它 想象 为 以 {ei, 人 Ne， … 人 er 1<ii<i, 


二 …<N ) 这 样 友 二 7 个 单位 失 构 成正 交 基 之 下 的 矢 。 


ai 人 as 八 … 人 ai 唯一 地 表示 成 : 

ai 人 as 和 八 … 八 al 一 之 D:, rs 八 Bi， ハ 

1 < Et 
.人 6 ;，， 其 系数 DD;, ， 六 是 一 个 ! 阶 行列 式 ， 且 
1 
aiAasN 人 …ANail={f Dt 
i で で の く 『 

就 是 a ,,…ai 张 成 的 一 维 无 回收 积 ， 

特别 :=N， 上 述 正 交 基 就 只 有 ei, 八 62 人 和 八 … 人 和 作 8w 这 一 个 
元 未 ， 此 时 
a 人 ay 人 … 人 ayw= det(aly ar …y an)el 人 es 八 … 作 eNe 
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| nf Ormationl 
日 1 


QU | 中 中 ロロ 
の ロロ の ロロ 
こ に ュ [コロ ロロ の ロロ 


HHHHHHUHHHHHHHHHL 


LIL 1I 记 

记 记 LIL 1I 记 

记 LL | LL 记 

记 记 に EMI ヨコ Ll 记 

记 记 に EN [CCI LC 记 记 

记 记 LIL TL TI LIL TL TI LC 记 记 记 

LIL TL TI LIL TL TI LIL TL TI LC 记 记 记 

LIL TL I LIL TL に EE に 引当 记 记 LIL 1I 记 LIL 1 
に ドド に に 50 に NE 山本 本 | に LEI IL 当 LL Ll LC LL [= 
LIL TL TL LTHL TLTLTLTLTLTLTLTLTLTLT LL 记 LIL 1 LC 记 LIL 1I 


EE に 站 亡 |D 记 |D 户 | 六 | 记 |] 亡 户 | 户 ] 户 ] 记 | 户 | 户 ] 户 ] 记 | 户 | 记 |] 亡 亡 LIL TL TI EG EE LL 
| OCC LL 
DC ロロ ロロ 

记 记 kl 记 记 记 记 
HN FNMN TN HNMN TN OMRON NM TH NM すす TNO oo A 
EE EE EE EE ETE] EE EE EE EE EE EE 
ロロ NNNNNOH MM MMNMMNMMNMMNMMNM ET FT NNMNMNn oo ooo 0 0O O22 


に に ルト に ポリ に に J Ll LL 记 记 记 记 
CILILILCILCILC LL LL LL LL LL LL 
LTHL TLTLTLTLT 记 记 记 记 记 记 


记 
记 记 
记 Ll 记 
记 记 记 记 记 记 
记 记 记 LIL 1I LIL 1I 记 记 
记 记 J L_ [1 L_」[L 1 记 记 
记 记 记 记 L TL TL TI LIL 1I 记 记 
LIL 1 コ LL LL LL 记 LIL TL TI LIL 1I LIL 1I Ll 
记 EL Ll 记 记 记 记 に ドド コル 当 に LL I | DH | LL 
LL | Ll 记 记 LL Ll 记 に EE 记 LIL 1I LIL TL TI Ll 
LTHL TLTLTLT LIL TL TI Ll Ll LIL 1 记 记 LIL TL TI 记 LIL TL I LIL TL TI LL 
LTHL TLTLTLT LIL TL TI LL LL LL LL LL CCILICO LIL TL I [ココ 二 记 
LTHL TLTLTLT LIL TL TL TI 记 记 に = に EE LL EW EE EE LIL TL TI ロロ eC Ll 
LTHL TLTLTLT に に に 50 に 当 LIL TL TL TI ME BB に EE | に ルト に ドド NEELE LIL TL TI LIL TL TI に 
LTHL TLTLTLT LTHL TLTLTLTLTLTLTLT LL LTHL TLTLTLTLTLUTLUTLTLUTLTLTLTLTLT LTHL TL TLTLTLTLT 


LTHL TL TL TL TL TLTLTJLJLJLJLTLTL1L] L コ [L コ [ゴコロ LT1LD1T]W 
LIL TL 1L 1L] = EE EE EE EE EE EE CE EE EE EE EC EE EE 
DC CC 吕 ma ゴゴ ma 

_ AHNM A NM THN NM OHNONMm Ln 
NMTTN OOAAANMTTOAANMTITN OR CICICICICICICICICICICICICICICICICICICICICICIC] 
CILICICICICICICICICICICICICICICICILCIL OO OO ロロ NN CN MN MN すす T 二 LI LN 
に に に に ト に に ト に 0 ON DN NN DN ーー ロー ゴロ ーーー ゴロ ーー ゴー ゴロ ーー ゴロ ーー ゴー ゴー ゴー ゴーゴ 
(の (の の ⑦ の の の の の の の ロロ の の の の の の の ロウ の の の MN の nw の mn の) (の mn の ) (の (の Ww (の cm ON ON (の 
し | し [ 


[T= EA EE TE EE 


记 
记 
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HHHL 
HUE 


LL Ll 记 
记 记 记 
记 记 Ll 
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